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摘要：　 降雨时坡地的入渗⁃产流分析，是降雨型滑坡、泥石流等地质灾害机理研究中的重要课题之一．为实现边坡

降雨⁃入渗⁃产流的全过程数值模拟，进一步提高计算效率，考虑将降雨入渗面视作坡面径流与坡体渗流的内部域，
基于一维运动波方程和二维压力水头格式的 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程建立耦合模型，并推导出其总体控制方程，采用数值流

形法（ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ， ＮＭＭ）实现其数值求解，通过编制相应的计算程序分析了边坡降雨产流过程．数值

分析结果表明：所建模型的计算结果与试验数据及前人模拟结果吻合良好，验证了该文模型及计算方法的有效性

与可靠性；降雨强度越大，产流时间越早，坡面积水深度越大，对坡体内的水分分布影响范围越广．研究表明，所建模

型能真实反映边坡降雨⁃入渗⁃产流全过程，可为降雨诱发的各类地质灾害分析提供计算依据．
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０　 引　 　 言

降雨入渗引起的水力环境变化，是边坡失稳的重要诱因之一．精确获取降雨过程中边坡水分运移规律是

准确评价边坡稳定性的前提．大量专家学者对边坡降雨入渗过程中的稳定性进行了深入研究：姚海林等［１］对

降雨情况下影响非饱和膨胀土边坡稳定性的参数进行了研究；董建军等［２］研究了降雨入渗过程中非饱和渗

流场与应力场耦合作用下的边坡稳定性；Ｘｉｏｎｇ 等［３］ 对降雨和库水共同作用下三峡库区某边坡的稳定性进

行了研究．然而， 上述关于降雨入渗的研究， 均未考虑雨水沿地表的运动过程， 与真实渗流场往往存在一定

的差异［４⁃５］ ．
为反映地表径流对边坡渗流场的影响，就必然需要建立边坡降雨条件下径流与渗流的耦合求解模型．目

前，降雨坡面径流与坡体渗流的各种耦合求解模型中，在坡面土体饱和之前，对坡面入渗边界的处理方式基

本一致，即将其视作流量边界，流量大小与降雨强度相等；当坡面土体饱和之后，径流产生，降雨入渗边界即

由流量边界转换为压力水头边界，压力水头在数值上与径流水深相等．对于径流产生之后，边坡径流场与渗

流场之间的耦合求解大体可分为两种：第一种是以坡面流量交换、水深相等为依据，交替迭代依次求解坡面

径流和坡体渗流，直至满足迭代收敛条件．此方法交替求解坡面径流与坡体渗流，迭代计算量大，且难以确保

径流与渗流间流量交换完全相等，但由于其理论成熟，易于编程实现，仍得到广泛应用，如 Ｍｏｒｉｔａ 和 Ｙｅｎ［６］基

于地表二维扩散波方程和地下三维非饱和渗流方程，建立了相应的耦合求解模型；Ｐａｎｄａｙ 等［７］ 发展了一种

分布式地表水、地下水耦合模型，考虑了地形、植被和建筑物的影响；张培文等［８］ 将降雨条件下坡面径流和

降雨入渗的模拟互为条件，采用交替迭代的耦合分析方法较好地模拟了降雨坡面径流；Ｅｒｄｕｒａｎ［９］ 构建了一

个综合数值模型，模拟了植被覆盖下地表径流与饱和地下水流之间的相互作用；朱磊等［１０］ 基于地表径流物

理机制和非饱和土壤水分运动理论，分别采用双层节点耦合法和整合离散方程的整体法，建立了降雨情况下

地表径流与地下渗流的耦合模型；李根等［５］ 将地表径流模型与土壤水流模型进行耦合分析，计算了土坡降

雨入渗，研究表明地表径流对土体入渗有较大提高；李尚辉等［１１］ 建立了降雨边坡径流与大孔隙流的耦合模

型，并基于有限元软件 ＣＯＭＳＯＬ 实现了其数值求解．第二种求解方法是将降雨入渗面作为径流场与渗流场的

内部域，实现坡面径流控制方程与坡体非饱和渗流控制方程的统一联立求解，该方法避免了求解过程中的流

量交换，不需要进行交替迭代求解，在保证计算精度的同时极大地提高了计算效率．Ｋｏｌｌｅｔ 等［１２］ 提出了一种

新的耦合模型，将地表水系统视作地下水系统的上部边界，不需要考虑流量交换；童富果等［１３］建立了降雨入

渗与坡面径流直接耦合计算模型与求解方法，避免了两者间的迭代计算与流量交换，提高了计算效率和计算

精度；Ｗｅｉｌｌ 等［１４］将扩散波方程作适当变换，使其在数学上与饱和⁃非饱和渗流 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程具有相同形式，
并在多孔介质表面引入径流层概念，实现渗流区域和虚拟径流层的统一求解，提高了计算效率；Ｔｉａｎ 等［１５⁃１６］

在童富果等的研究基础上进一步深入，并将耦合模型拓展至二维坡面径流与三维非饱和渗流的耦合；王乐

等［１７］建立了边坡渗流与坡面径流联合求解的三维模型，并对产流后的入渗边界流量进行了修正；Ｌｉｕ 等［１８］

将水气两相流融入地表径流与地下水渗流的耦合模型，实现了边坡降雨⁃入渗⁃产流的数值模拟．
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对于边坡径流与渗流耦合模型的求解，通常采用的数值方法包括有限差分法［６⁃７，１２］、有限单元法［８，１１，１３⁃１８］

和有限体积法［５，９］等．然而，上述数值方法在遇到复杂求解域时存在网格生成困难的问题，而石根华博士［１９］

提出的数值流形法（ＮＭＭ）以其独特的覆盖系统，对复杂边界具有极强的适应性，目前已被广泛应用于渗流

计算领域［２０⁃２２］ ．本文基于前人的研究基础，对边坡径流与渗流的耦合模型进一步优化，采用压力水头形式的

Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程描述地下水非饱和渗流，用运动波方程描述坡面径流，建立了耦合模型的变分提法，并基于

ＮＭＭ 推导出离散求解格式，通过程序编制实现了边坡降雨⁃入渗⁃产流的全过程数值模拟，数值算例验证了

算法及程序的有效性与正确性．

１　 控制方程及其定解条件

边坡降雨⁃入渗⁃产流涉及三个方面的研究内容：降雨入渗、壤中流和坡面径流，是一个“三水”转换问题，
其示意图如图 １ 所示．降雨入渗到坡体之中，形成壤中流，其运移规律由饱和⁃非饱和渗流 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程［２３⁃２５］

描述；当坡表土体达到饱和状态或者渗透能力小于降雨强度时，坡面径流产生，其运移规律由坡面径流

Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 方程［６，９，２６］描述．鉴于 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 方程求解的复杂性， 目前多采用其简化形式： 运动波或扩散

波方程［２７⁃２９］ ．因此， “三水”问题的求解即可转换为 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程与 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 方程或者其简化形式的联立

求解．

图 １　 边坡降雨⁃入渗⁃产流示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｒａｉｎｆａｌｌ⁃ｉｎｆｉｌｔｒａｔｉｏｎ⁃ｒｕｎｏｆｆ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ

１．１　 坡面径流控制方程及其定解条件

坡面径流由 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 方程描述，具体包含连续方程和动量方程．对连续方程，考虑坡度影响，可以表

述为

　 　 ∂ｈ
∂ｔ

＋ ∂ｑ
∂ｌ

＝ Ｉｃｏｓ θ － ｆ， （１）

式中， ｈ 为坡面径流水深； ｑ 为单宽流量； Ｉ ＝ Ｉ（ ｔ） 为降雨强度； ｆ为地表入渗率； θ为坡面倾角； ｔ为时间； ｌ为
坡顶沿坡面的长度．

当动量方程中只保留坡面比降 Ｓｏ 与摩阻比降 Ｓｆ 时，即可得运动波方程的水力学基础［２９］：
　 　 Ｓｏ － Ｓｆ ＝ ０． （２）

一般地，若考虑水流为紊流状态，则摩阻比降 Ｓｆ 可表示为

　 　 Ｓｆ ＝
ｕ

κｈｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （３）

式中， κ 为无量纲的摩擦因子； ｍ 为一实数．因此，由式（３）可推导出坡面水流的速度公式为

　 　 ｕ ＝ κｈｍＳ１ ／ ２
ｆ ＝ κｈｍＳ１ ／ ２

ｏ ． （４）
通常，对式（４）中参数 κ 和 ｍ 的取值有两种方式：Ｍａｎｎｉｎｇ 公式或 Ｃｈéｚｙ 公式．若考虑为 Ｍａｎｎｉｎｇ 公式，则

有 κ ＝ １ ／ ｎｍ，ｍ ＝ ２ ／ ３，其中 ｎｍ 为 Ｍａｎｎｉｎｇ 粗糙度系数；若考虑为 Ｃｈéｚｙ 公式，则有 κ ＝ Ｃｃ，ｍ ＝ １ ／ ２，其中 Ｃｃ 为

Ｃｈéｚｙ 系数．当然，参数 κ 和 ｍ 也可以根据试验得到［３０］ ．
由坡面单宽流量 ｑ ＝ ｕｈ， 并考虑为 Ｍａｎｎｉｎｇ 公式，则一维坡面径流的运动波模型可用如下方程组描述：
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∂ｈ
∂ｔ

＋ ∂ｑ
∂ｌ

＝ Ｉｃｏｓ θ － ｆ，

ｑ ＝ １
ｎｍ

ｈ５ ／ ３Ｓ１ ／ ２
ｏ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

方程组（５）的定解条件包括初始条件和边界条件：
１） 初始条件：若将降雨的开始时刻作为时间起点，则此时坡面各处均无径流产生，即

　 　
ｈ（ ｌ，ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ ０，
ｑ（ ｌ，ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ ０，{ 　 　 ０ ≤ ｌ ≤ Ｌ ． （６）

２） 边界条件：坡顶处水深和流量均为 ０，即

　 　
ｈ（ ｌ，ｔ） ｌ ＝ ０ ＝ ０，
ｑ（ ｌ，ｔ） ｌ ＝ ０ ＝ ０，{ 　 　 ｔ ＞ ０． （７）

１．２　 饱和⁃非饱和渗流控制方程及其定解条件

水在坡体中的运移规律由饱和⁃非饱和渗流 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程描述，本文采用其压力水头格式 （ｈ⁃ｆｏｒｍ）， 其

二维表达式如下：

　 　 Ｃ（ｈ） ∂ｈ
∂ｔ

＝ Ñ［ｋ（ｈ） Ñ（ｈ ＋ ｙ）］， （８）

式中， ｈ 为压力水头； Ｃ（ｈ） ＝ ∂θ ／ ∂ｈ 为容水度，其中 θ 为体积含水量； Ñ为梯度算子； ｋ（ｈ） 为土体的渗透系

数，且 ｋ（ｈ） ＝ ｋｓｋｒ（ｈ）， 其中， ｋｓ 为饱和渗透系数， ｋｒ 为相对渗透系数．需要注意的是，体积含水量 θ 和相对渗

透系数 ｋｒ 均可表示为压力水头 ｈ 的函数，目前已建立了多种通用模型来描述相应的函数关系，如 Ｇｅｎｕｃｈｔｅｎ⁃
Ｍｕａｌｅｍ 模型［３１⁃３２］、Ｇａｒｄｎｅｒ 模型［３３］和 Ｂｒｏｏｋｓ⁃Ｃｏｒｅｙ 模型［３４］等．

为确定计算域 Ω 内的渗流场，尚需给定方程（８）的初始条件及边界条件：
１） 初始条件：
　 　 ｈ（ｘ，ｙ，０） ＝ ｈ０（ｘ，ｙ，ｔ０），　 　 ｉｎ Ω ． （９）
２） 边界条件：
（ａ） 压力水头边界条件 Γｈ

　 　 ｈ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ－（ｘ，ｙ，ｔ），　 　 ｏｎ Γｈ ． （１０ａ）
（ｂ） 流量边界条件 Γｑ

　 　 － ｋ ∂（ｈ ＋ ｙ）
∂ｎ

＝ ｑ－（ｘ，ｙ，ｔ），　 　 ｏｎ Γｑ ． （１０ｂ）

（ｃ） 材料界面条件 Γｍ

　 　
ｈ ＋ （ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ － （ｘ，ｙ，ｔ），

－ ｋ ＋ ∂ （ｈ ＋ ｙ） ＋

∂ｎ
＝ － ｋ － ∂（ｈ ＋ ｙ） －

∂ｎ
，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 ｏｎ Γｍ ． （１０ｃ）

式（９）、（１０）中， ｔ０ 为初始时刻； ｈ０ 为初始时刻的压力水头值； ｈ－ 和 ｑ－ 分别为给定的压力水头值和流量值； ｎ
为边界单位外法线向量；上标“＋”和“－”表示材料界面 Γｍ 两侧不同材料上的取值．

２　 控制方程离散及耦合模型建立

２．１　 ＮＭＭ 简介

ＮＭＭ 由石根华博士于 ２０ 世纪 ９０ 年代初首次提出，以拓扑流形和微分流形为基础，采用两套独立的覆

盖系统（即数学覆盖和物理覆盖），能够实现对连续和非连续问题的统一求解．数学覆盖可视为一系列数学片

的集合，数学片可以相互重叠且形状任意，无需与求解区域的物理边界重合，但要求为单连通区域，且其集合

要完全覆盖整个求解区域．用各种物理边界（求解域边界和各种不连续面）依次切割数学覆盖中的各个数学

片，并抛弃位于求解域之外的部分，就得到相应的物理片，所有物理片的集合就组成了物理覆盖，物理覆盖就
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与求解域边界精确匹配．而流形单元则是相应物理片之间进一步切割形成的互不重叠的部分．由上可知，
ＮＭＭ 的前处理极为灵活，对复杂边界问题和不连续性问题具有先天优势．

本文以图 ２ 为例来展示 ＮＭＭ 的覆盖系统．图中，材料界面将求解域 Ω分成两个子域 Ω１ 和 Ω２， 两个矩形

数学片 ＭＰ１ 和 ＭＰ２ 被用来覆盖整个求解域．数学片 ＭＰ１ 经求解域的物理边界切割，得到两个物理片：ＰＰ１⁃１
和 ＰＰ１⁃２；同样，数学片 ＭＰ２ 经求解域的物理边界切割也得到两个物理片：ＰＰ２⁃１ 和 ＰＰ２⁃２．四个物理片之间

进一步切割，最终生成 ６ 个流形单元： Ｅ１ ～ Ｅ６（Ｅ１ 源自 ＰＰ１⁃１， Ｅ２ 源自 ＰＰ１⁃１ 和 ＰＰ２⁃１， Ｅ３ 源自 ＰＰ２⁃１， Ｅ４ 源

自 ＰＰ１⁃２， Ｅ５ 源自 ＰＰ１⁃２ 和 ＰＰ２⁃２， Ｅ６ 源自 ＰＰ２⁃２）．

（ａ） 求解区域 Ω （ｂ） 数学覆盖 （ｃ） 数学覆盖盖住 Ω
（ａ） Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ Ω （ｂ） Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｏｎ Ω

（ｄ） ＭＰ１ 与 Ω 相互切割 （ｅ） ＭＰ２ 与 Ω 相互切割

（ｄ） ＭＰ１ ａｎｄ Ω ｃｕｔｔｉｎｇ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ （ｅ） ＭＰ２ ａｎｄ Ω ｃｕｔｔｉｎｇ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ

（ ｆ） 流形单元生成

（ｆ） Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
图 ２　 ＮＭＭ 的覆盖系统

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｖｅｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ＮＭＭ

基于上述理论，定义在流形单元上的压力水头近似函数可表示为

　 　 ｈｈ（ｒ） ＝ ∑
Ｎｐ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ（ｒ）ｈｉ（ｒ）， （１１）

式中， ｒ ＝ （ｘ，ｙ） 代表位置向量； Ｎｐ 表示覆盖该流形单元的物理片个数，若数学覆盖由三角形网格形成，则每

个流形单元是 ３ 个物理片的交集，即 Ｎｐ ＝ ３， 同样，若数学覆盖由四边形网格构成，则每个流形单元是 ４ 个物

理片的交集，有 Ｎｐ ＝ ４；ｗ ｉ（ｒ） 表示第 ｉ个物理片上的单位分解函数，源自生成该物理片的数学片上的权函数；
ｈｉ（ｒ） 表示定义于第 ｉ 个物理片上的局部近似函数，可表达为

　 　 ｈｉ（ｒ） ＝ ｐＴ（ｒ）ｄｉ， （１２）
式中， ｄｉ 表示定义在第 ｉ个物理片上的广义自由度向量；ｐ（ｒ） 为完全多项式基函数，有零阶、一阶和二阶等多

种形式，本文采用零阶基函数，则其数学表达式为 ｐ（ｒ） ＝ １Ｔ ．
考虑采用零阶基函数，则压力水头近似函数可重新表示为
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　 　 ｈｈ（ｒ） ＝ ∑
Ｎｐ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ（ｒ）ｐＴ（ｒ）ｄｉ ＝ Ｎｄ， （１３）

式中， Ｎ ＝ ［Ｎ１，…，ＮＮｐ
］ 为形函数矩阵，其中， Ｎｉ ＝ ｗ ｉ；ｄ 为广义自由度向量， ｄ ＝ ［ｄ１，…，ｄＮｐ

］ Ｔ ．
２．２　 控制方程离散

对坡面径流的连续方程，考虑链式求导法则：

　 　 ∂ｑ
∂ｌ

＝ ∂ｑ
∂ｈ

∂ｈ
∂ｘ

∂ｘ
∂ｌ

＝
５Ｓ１ ／ ２

ｏ ｈ２ ／ ３ｃｏｓ θ
３ｎｍ

∂ｈ
∂ｘ

． （１４）

记 ｋｏ（ｈ） ＝
５Ｓ１ ／ ２

ｏ ｈ２ ／ ３ｃｏｓ θ
３ｎｍ

， 则连续方程可重新表示为

　 　 ∂ｈ
∂ｔ

＋ ｋｏ（ｈ）
∂ｈ
∂ｘ

＝ Ｉｃｏｓ θ － ｆ ． （１５）

本文采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 加权余量法对相应控制方程进行离散，则构造式（１５）的加权余量格式为

　 　 ∫
Γｓ

∂ｈ
∂ｔ

＋ ｋｏ（ｈ）
∂ｈ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇｄΓ ＝ ∫

Γｓ
（ Ｉｃｏｓ θ － ｆ）ｇｄΓ， （１６）

式中， ｇ（ｘ） 表示测试函数； Γｓ 代表降雨径流面．
对饱和⁃非饱和渗流控制方程式（８），构造其加权余量格式为

　 　 ∫∫
Ω
Ｃ（ｈ） ∂ｈ

∂ｔ
ＧｄΩ ＝ ∫∫

Ω
Ñ［ｋ（ｈ） Ñ（ｈ ＋ ｙ）］ＧｄΩ， （１７）

式中， Ｇ（ｘ，ｙ） 表示测试函数．
对式（１７）中的右端项，可通过分部积分降低阶次：

　 　 ∫∫
Ω

Ñ［ｋ（ｈ） Ñ（ｈ ＋ ｙ）］ＧｄΩ ＝ ∫∫
Ω

∂
∂ｘｉ

ｋ（ｈ） ∂（ｈ ＋ ｙ）
∂ｘｉ

é

ë
êê

ù

û
úú ＧｄΩ ＝

　 　 　 　 ∮
∂Ω
Ｇｋ（ｈ） ∂（ｈ ＋ ｙ）

∂ｘｉ
ｎｉｄΓ － ∫∫

Ω

∂Ｇ
∂ｘｉ

ｋ（ｈ） ∂（ｈ ＋ ｙ）
∂ｘｉ

ｄΩ， （１８）

式中， ∂Ω 为求解区域 Ω 的外边界， ∂Ω ＝ Γｈ ＋ Γｑ；ｎｉ 为边界外法线向量的方向余弦．
将式（１８）代入式（１７），结合流量边界条件式（１０ｂ），并采用罚函数法施加本质边界条件和界面连续性

条件，则式（１７）可进一步表示为

　 　 ∫∫
Ω
Ｃ（ｈ）Ｇ ∂ｈ

∂ｔ
ｄΩ ＋ ∫∫

Ω
ÑＧｋ（ｈ）ÑｈｄΩ ＋ ｋｐ∫

Γｈ
Ｇ（ｈ － ｈ－）ｄΓ ＋ ｋｐ∫

Γｍ
Ｇ（ｈ ＋ － ｈ －）ｄΓ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ω

ÑＧｋ（ｈ） ÑｙｄΩ ＋ ∫
Γｑ
Ｇｑ－ｄΓ， （１９）

式中， ｋｐ 为罚因子．
用式（１３）中的近似场函数分别逼近式（１６）与式（１９）中的真实场函数，并采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 加权余量法，则

可得到坡面径流和饱和⁃非饱和渗流的总体方程分别为

　 　 Ａ ∂ｈ
∂ｔ

＋ Ｄｈ ＝ Ｑ， （２０ａ）

　 　 Ｅ ∂ｈ
∂ｔ

＋ Ｋｈ ＝ Ｆ， （２０ｂ）

式中， ｈ 为广义自由度列阵； ∂ｈ
∂ｔ

为广义自由度对时间的导数列阵；系数矩阵 Ａ，Ｄ，Ｅ，Ｋ 和等效节点流量列阵

Ｑ，Ｆ 均由相应的单元矩阵组装而成，其在相应单元上的具体表达式可表示如下：

　 　 Ａｅ ＝ ∫
Γｅｓ

ＮＴＮｄΓ， （２１ａ）

　 　 Ｄｅ ＝ ∫
Γｅｓ

ｋｏＮＴ ∂Ｎ
∂ｘ

ｄΓ， （２１ｂ）
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　 　 Ｑｅ ＝ ∫
Γｅｓ

ＮＴ Ｉｃｏｓ θ － ｆ( ) ｄΓ， （２１ｃ）

　 　 Ｅｅ ＝ ∫
Ωｅ
ＣＮＴＮｄΩ， （２１ｄ）

　 　 Ｋｅ ＝ ∫
Ωｅ
ＢＴｋＢｄΩ ＋ ∫

Γｅｈ

ｋｐＮＴＮｄΓ ＋ ∫
Γｅｍ

ｋｐ（Ｎ
＋ － Ｎ －） Ｔ（Ｎ ＋ － Ｎ －）ｄΓ， （２１ｅ）

　 　 Ｆｅ ＝ ∫
Ωｅ
ＢＴｋＢｄΩ·ｙ ＋ ∫

Γｅｑ

ＮＴｑ－ｄΓ ＋ ∫
Γｅｈ

ｋｐＮＴｈ－ｄΓ， （２１ｆ）

式中， Ｂ ＝ ＬＮ，Ｌ ＝ ［∂ ／ ∂ｘ，∂ ／ ∂ｙ］ Ｔ；ｋ 为渗透系数矩阵．
２．３　 耦合模型建立

当对坡面径流与坡体渗流进行单独分析时，对坡面径流而言，需要给定坡面处的下渗分布情况；对于坡

体的饱和⁃非饱和渗流而言，需要给定坡面处的入渗分布情况．因此，耦合模型需要解决二者间流量交换的问

题．从现实角度来看，坡面处的下渗分布和入渗分布是一致的，如果将坡面边界作为内部域，就无须考虑二者

之间的流量交换．
当坡体表面未出现径流时，降雨全部渗进边坡，此时仅需考虑饱和⁃非饱和渗流总体控制方程式（２０ｂ）；

当坡面出现径流之后，坡面处的水深应满足式（２０ａ），整个坡体的压力水头应满足式（２０ｂ），此时，坡面处的

压力水头与径流水深在数值上应近似相等，即式（２０ａ）与式（２０ｂ）求解变量相同．又考虑坡面径流与坡体渗

流共有坡面边界，为叙述方便，将坡面边界记为 Γｇｓ， 假定坡面土体的入渗率为 ｆ， 则式（２０ａ）、（２０ｂ）中单元

上的等效节点流量列阵可分别重写为

　 　 Ｑｅ ＝ ∫
Γｅｇｓ

ＮＴＩｃｏｓ θｄΓ － ∫
Γｅｇｓ

ＮＴ ｆｄΓ， （２２ａ）

　 　 Ｆｅ ＝ Ｆｅ
０ ＋ ∫

Γｅｇｓ

ＮＴ ｆｄΓ， （２２ｂ）

式中， Ｆ０ 为饱和⁃非饱和渗流问题中除降雨坡面边界外的其他边界形成的等效节点流量列阵．
将式（２０ａ）与（２０ｂ）相加，并考虑式（２２ａ）与（２２ｂ），即可得到降雨条件下坡面径流与坡体渗流全耦合模

型的总体控制方程：

　 　 Ｍ ∂ｈ
∂ｔ

＋ Ｏｈ ＝ Ｐ， （２３）

式中， Ｍ ＝ Ａ ＋ Ｅ；Ｏ ＝ Ｄ ＋ Ｋ；Ｐ ＝ Ｆ０ ＋ ∫
Γｅｇｓ

ＮＴＩｃｏｓ θｄΓ ．需要注意的是，对于耦合模型中的一维坡面径流问题，

并不需要单独划分网格，而是直接将坡体渗流问题网格中的坡面降雨入渗边界作为径流计算网格．当采用三

角形或四边形网格形成的数学覆盖去覆盖整个求解区域时，则坡面上的每个径流单元也相应被三个或四个

物理片所覆盖，类似于渗流问题的边界条件．
２．４　 非线性迭代求解

对耦合模型的总体控制方程式（２３），采用差分法对时间域进行离散化处理，有

　 　
∂ｈ
∂ｔ

＝
ｈｎ＋１ － ｈｎ

Δｔ
，

ｈ ＝ θｈｎ＋１ ＋ （１ － θ）ｈｎ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２４）

将式（２４）代入式（２３），可得耦合模型的流形元迭代求解格式：

　 　 Ｍ
Δｔ

＋ θＯæ

è
ç

ö

ø
÷ ｈｎ＋１ ＝ Ｍ

Δｔ
－ （１ － θ）Ｏé

ë
êê

ù

û
úú ｈｎ ＋ Ｐ， （２５）

式中，下标 ｎ表示时间步数；Δｔ为时间步长； θ 为权重参数， ０≤ θ≤１，θ 的取值不同，对应着不同的时间差分

格式，也将直接影响解的精度和稳定性．研究表明，当 θ ＝ １， 即对时间域的离散采用向后差分公式时，式（２５）
在求解理论上是无条件稳定的，因此本文亦采用向后差分公式．

由于总体控制方程式（２５）具有强烈的非线性，需要采用非线性迭代方法进行求解．本文采用 Ｐｉｃａｒｄ 迭

代法进行迭代求解，取 θ ＝ １， 则迭代求解格式（２５）可进一步表示为
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Ｍｎ＋１，ｍ

Δｔ
＋ Ｏｎ＋１，ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈｎ＋１，ｍ ＝

Ｍｎ＋１，ｍ

Δｔ
ｈｎ ＋ Ｐｎ＋１，ｍ， （２６）

式中， ｍ表示迭代步数；ｈｎ＋１，ｍ＋１ 表示第 ｎ ＋ １个时间步中第ｍ ＋ １ 个迭代步的压力水头列阵，其余下标含义与

此类似．
当绝对误差达到给定的容差 ε 时，迭代终止，即
　 　 ‖ｈｎ＋１，ｍ＋１ － ｈｎ＋１，ｍ‖ ≤ ε， （２７）

式中，‖·‖表示∞ ⁃范数．当收敛条件满足时，令 ｈｎ＋１ ＝ ｈｎ＋１，ｍ＋１， 然后进入下一时间步的计算．

３　 数 值 算 例

３．１　 Ａｂｄｕｌ⁃Ｇｉｌｌｈａｍ 试验验证

Ａｂｄｕｌ⁃Ｇｉｌｌｈａｍ［３５］试验经常被用来检验坡面径流与饱和⁃非饱和渗流耦合求解模型的性能．试验在一个长

为 １４０ ｃｍ，高为 １２０ ｃｍ，宽为 ８ ｃｍ 的玻璃箱内进行．箱内铺设一定厚度的中细砂，使其形成坡角为 １２°的斜

坡，坡脚高度为 ７６ ｃｍ，模型几何尺寸如图 ３ 所示．初始时刻，水位面与坡脚高度一致，位于 ７６ ｃｍ 处，坡体底

部和两侧均为不透水边界．坡面上方设置降雨模拟器，模拟的降雨强度为 １．２×１０－５ ｍ ／ ｓ，持续时间为 ２０ ｍｉｎ ．
坡脚处安装监测系统，用于记录坡脚处的出流情况，监测总时长为 ２５ ｍｉｎ ．

图 ３　 Ａｂｄｕｌ⁃Ｇｉｌｌｈａｍ 试验计算几何模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ Ａｂｄｕｌ⁃Ｇｉｌｌｈａｍ ｓｙｓｔｅｍ

计算时，土⁃水特征曲线和渗透性函数分别由 ｖａｎ Ｇｅｎｕｃｈｔｅｎ 模型［３１］和 Ｍｕａｌｅｍ 模型［３２］来描述：

　 　 θ ＝ θ ｒ ＋
θ ｓ － θ ｒ

［１ － （ － ａｈ） ｂ］ ｃ， （２８）

　 　 ｋｒ ＝ Θ１ ／ ２［１ － （１ － Θ１ ／ ｃ） ｃ］ ２， （２９）
式中， θ ｓ 为饱和体积含水率； θ ｒ 为残余体积含水率；Θ 为有效饱和度，具体表示为 Θ ＝ （θ － θ ｒ） ／ （θ ｓ － θ ｒ）；ａ，
ｂ，ｃ均为与土体性质有关的参数，其中 ｃ ＝ １ － １ ／ ｂ ．本算例中，参数 ａ ＝ ２．３ ｍ－１， ｂ ＝ ５．５．土体的饱和渗透系数为

３．５×１０－５ｍ／ ｓ，饱和体积含水率取为 ０．３４，残余含水率取为 １×１０－６ ．坡面的 Ｍａｎｎｉｎｇ 粗糙度系数为 ０．１８５ ｍ－１ ／ ３·ｓ ．
分别采用三角形和四边形网格形成的数学覆盖去覆盖整个求解区域，由于降雨时坡面处水力梯度变化

剧烈，为提高计算精确度，本文对坡面处网格进行了加密，其几何模型和数学覆盖如图 ４ 所示．三角形和四边

形网格形成的数学覆盖生成的物理片个数分别为 １ １９６ 和 １ １３２， 流形单元数目分别为 ２ ２５６ 和 １ ２０４．数值

模拟得到的坡脚出流情况如图 ５ 所示，同时图中也给出了 Ａｂｄｕｌ、Ｇｉｌｌｈａｍ［３５］的试验结果与 ＶａｎｄｅｒＫｗａａｋ［３６］、
Ｋｏｌｌｅｔ 等［１２］、Ｔｉａｎ 等［１６］的模拟结果．由图 ５ 可知，本文采用三角网格和四边形网格形成数学覆盖的坡脚出流

过程线几乎完全重合，并与 ＶａｎｄｅｒＫｗａａｋ、Ｋｏｌｌｅｔ 等和 Ｔｉａｎ 等的模拟结果基本一致，均与试验结果吻合良好，
从而验证了本文所建立的耦合求解模型是正确可靠的．此外，由图 ５ 可以看出，数值模拟结果的产流时间均

要早于试验结果，分析其原因为数值模型中均没有考虑土壤中空气的压缩性．
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（ａ） 三角形网格形成的数学覆盖 （ｂ） 四边形网格形成的数学覆盖

（ａ） Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｇｒｉｄｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｇｒｉｄｓ
图 ４　 Ａｂｄｕｌ⁃Ｇｉｌｌｈａｍ 试验几何模型及数学覆盖

Ｆｉｇ． ４　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｂｄｕｌ⁃Ｇｉｌｌｈａｍ ｓｙｓｔｅｍ

图 ５　 坡脚出流过程对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｓｃｈａｒｇｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ

３．２　 Ｓｍｉｔｈ试验验证

Ｓｍｉｔｈ 等［３０］曾对降雨产流进行过试验研究．试验土体

长为 １２．２ ｍ，厚度为 １．２２ ｍ，宽为 ５．１ ｃｍ，土体按照密度

不同大致分为四层，各层厚度分别为 １．２７ ｃｍ，６．３５ ｃｍ，
２２．８６ ｃｍ 和 ９１．５２ ｃｍ，土槽底部坡度为 ０．０１，其几何示意

图如图 ６ 所示．其中，顶层土体和第三层土体密度相同，饱
和渗透系数为 ０．２５４ ｃｍ ／ ｍｉｎ，第一层土体和底层土体饱

和渗透系数分别为 ０．３９４ ｃｍ ／ ｍｉｎ 和 ０．１８６ ｃｍ ／ ｍｉｎ ．土⁃水
特征曲线和渗透系数函数由 Ｓｍｉｔｈ 等经试验测定，并采用

Ｂｒｏｏｋｓ⁃Ｃｏｒｅｙ 模型［３４］描述，Ｓｉｎｇｈ 等［３７］ 对 Ｓｉｍｔｈ 等的试验

数据进行了更为详细地分析，得到了更为完善的模型，其
具体参数见文献［３７］．模拟降雨强度为 ０．４２ ｃｍ ／ ｍｉｎ，历
时 １５ ｍｉｎ，坡面径流速度计算公式采用 Ｓｍｉｔｈ 等得到的经

验公式 ｕ ＝ ＣＳｏｈ２， 其中参数 Ｃ ＝ ７．８７ × １０５ ｃｍ－１·ｓ－１ ．

图 ６　 Ｓｍｉｔｈ 试验计算几何模型

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｓｍｉｔｈ ｓｙｓｔｅｍ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

模拟时，分别采用三角形和四边形网格形成的数学覆盖去覆盖整个求解区域，两种覆盖方法生成的物理

片数目均为 ３ ２３３，生成的流形单元数目分别为 ５ ６００ 和 ２ ８００．计算得到的坡脚出流情况对比如图 ７ 所示，由
图可以看出，本文两种数学覆盖的计算结果及 Ｓｍｉｔｈ 等［３０］、Ｍｏｒｉｔａ 等［６］ 模拟结果与实测出流情况基本一致，
再次验证了本文耦合模型的正确性．图 ８ 给出了 ｘ ＝ ５．６ ｍ 剖面上的土体饱和度随时间变化过程，模拟结果与

实测数据存在一定差异，Ｓｍｉｔｈ 等和 Ｍｏｒｉｔａ 等的模拟结果也存在类似问题，分析其原因可能是初始时刻土壤

含水率的实测数据较少，并不能真实反映实际含水情况，导致建立的土⁃水特征曲线和渗透系数函数模型并

不能准确表征土体的物理特性．但从饱和度随时间的演化过程来看，其符合降雨入渗规律．因此，综上所述，
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可认为本文计算结果是客观合理的．

图 ７　 坡脚出流过程对比 图 ８　 ｘ ＝ ５．６ ｍ 剖面土体饱和度演化过程

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｃｈａｒｇｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ Ｆｉｇ． ８　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ｄｅｇｒｅｅ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｆｏｒ ｘ ＝ ５．６ ｍ

３．３　 均质边坡降雨入渗

本小节对均质边坡的降雨入渗展开模拟．假定边坡水平长度为 １００ ｍ，竖直厚度为 ４０ ｍ，坡角为 １５°，其
几何模型如图 ９ 所示．土体的饱和渗透系数为 ４．３３２×１０－４ ｍ ／ ｍｉｎ，土⁃水特征曲线及渗透性函数如图 １０ 所示．
假定初始时刻土体的体积含水量为 ０．０４５，坡面 Ｍａｎｎｉｎｇ 粗糙度系数为 ０．０３５ ｍ－１ ／ ３·ｍｉｎ ．计算时，分别采用表

１ 中 ５ 种不同工况的降雨强度进行模拟分析，以探究降雨强度对坡面产流的影响，降雨历时 １０ ｈ ．本小节仅

采用四边形网格形成的数学覆盖去覆盖整个计算区域，共生成 １ ４５８ 个物理片和 １ ３７４ 个流形单元．

图 ９　 均质边坡几何模型 图 １０　 土⁃水特征曲线及渗透性函数

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｓｌｏｐｅ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｓｏｉｌ⁃ｗａｔｅｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ
ｔｈｅ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

表 １　 降雨工况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒａｉｎｆａｌｌ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

ｃａｓｅ ｎｕｍｂｅｒ １ ２ ３ ４ ５

ｒａｉｎｆａｌｌ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ Ｉ ／ （ｍ ／ ｍｉｎ） ２．５０２×１０－３ ２．０８５×１０－３ １．６６８×１０－３ １．２５１×１０－３ ８．３４０×１０－４

　 　 图 １１ 和 １２ 分别为 ５ 种不同降雨工况计算得到的平衡条件坡面水位线图和坡脚出流情况．由图可知，降
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雨强度越大，坡面产流时间越早，达到平衡条件时的坡面积水越深，坡脚径流量也越大．工况 １ 降雨强度最

大，产流时间最早，约为 ２５ ｍｉｎ，达到平衡条件时坡脚积水深度为 ８．５ ｃｍ；而工况 ５ 降雨强度最小，降雨约 ７９
ｍｉｎ 之后坡面才开始产流，达到平衡条件时的坡脚积水深度也仅有 ４．３ ｃｍ ．

图 １１　 平衡条件下的坡面水位线 图 １２　 坡脚出流过程

Ｆｉｇ． １１　 Ｆｌｏｗ ｄｅｐｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ Ｆｉｇ． １２　 Ｄｉｓｃｈａｒｇｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ

图 １３ 和 １４ 分别给出了工况 １ 情况下降雨结束时刻坡体和坡面的压力水头分布．由图可以看出，由于初

始时刻边坡的体积含水量较低，降雨只对边坡表面产生影响，最大影响深度约为 １ ｍ 左右，而边坡底层土体

的体积含水量基本不发生变化．

图 １３　 降雨结束时刻工况 １ 边坡压力水头分布 图 １４　 降雨结束时刻工况 １ 边坡表层压力水头分布（单位： ｍ）
Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｈｅａｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｈｅａｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｐｅ

ｉｎ ｃａｓｅ １ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｒａｉｎｆａｌｌ ｉｎ ｃａｓｅ １ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｒａｉｎｆａｌｌ （ｕｎｉｔ： ｍ）

４　 结　 　 论

本文采用一维运动波方程描述坡面径流，用二维压力水头形式的 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程描述土体非饱和渗流，考
虑将降雨入渗面作为径流与渗流的内部域，推导出边坡降雨径流与渗流全耦合模型的总体控制方程．基于

ＮＭＭ 对其进行数值离散，建立了对应的迭代求解格式，并通过编程实现了边坡降雨⁃入渗⁃产流的全过程数

值模拟．研究表明，本文模型及计算方法准确可靠，能够较为真实地反映边坡的降雨入渗与产流过程，可为降

雨型滑坡的稳定性评价及排水治理设计提供技术参考．
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