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摘要：　 构造了一种用于求解理想磁流体方程的四阶熵稳定半离散有限体积格式．该格式空间方向上将高阶熵守恒

通量与采用 ＷＥＮＯ 重构的耗散项结合，得到高阶熵稳定通量．通过在耗散项中添加开关函数，使得数值通量具有更

低的耗散并且高阶 ＷＥＮＯ 重构满足符号性质．对用来控制磁场散度的源项采用中心格式离散，最终得到与熵守恒

通量一致的高阶精度．几个一维、二维算例表明该格式无振荡，鲁棒性强，可以精确捕捉间断．
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０　 引　 　 言

磁流体动力学（ｍａｇｎｅｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ，ＭＨＤ）方程作为天体物理学和工程中重要的物理模型，由 Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ 方程和 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程耦合而成，可以很好地模拟空间等离子体的运动规律．ＭＨＤ 方程数值计算的难点

之一是必须满足一个附加的磁场无散度条件，否则会导致在计算中出现负密度和负压．Ｇｏｄｕｎｏｖ［１］ 从方程的
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对称性出发，提出了通过添加一个非守恒源项来控制磁场散度，最终得到了修正后的 ＭＨＤ 方程．
ＭＨＤ 方程具有双曲守恒律方程的性质，因此考虑将求解双曲守恒律方程的方法应用到 ＭＨＤ 方程中．双

曲守恒律方程的数值计算离不开熵．Ｔａｄｍｏｒ［２⁃３］首次引入熵守恒通量，添加合适的耗散算子来构造求解非线

性双曲守恒律的熵稳定格式．熵稳定格式满足离散熵不等式，在间断区域可以保持熵的耗散，保证不会出现

伪振荡．Ｒｏｅ［４］提出将 Ｒｏｅ 数值格式中的黏性项作为熵稳定格式中的耗散项，进而得到 Ｒｏｅ 型的熵稳定格式．
郑素佩等［５⁃７］利用旋转不变性得到混合数值通量并用来求解浅水波方程以及 Ｅｕｌｅｒ 方程，在保持熵稳定性质

的同时又提高了数值格式的分辨率．Ｆｊｏｒｄｈｏｌｍ 等［８］为双曲守恒律方程设计了一种基于 ＥＮＯ（ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃
ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）重构的任意高阶精确的熵稳定格式，称之为 ＴｅＣＮＯ 格式．为了构建保持熵稳定并且精度更高的重

构方式，Ｂｉｓｗａｓ 等［９］ 通过在耗散项部分添加开关算子，得到了一种基于 ＷＥＮＯ 重构的熵稳定通量．Ｄｕａｎ 和

Ｔａｎｇ［１０⁃１１］构造了基于该重构的高阶精度熵稳定有限差分格式，用来求解浅水磁流体方程和相对论流体方程．
郑素佩等［１２］利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式证明了一种满足符号性质的 ＷＥＮＯ 重构，并构造了熵稳定格式．Ｄｕａｎ 和

Ｔａｎｇ［１３］将自适应移动网格与高阶熵稳定格式结合用来求解相对论流体方程．
国内外有许多学者研究将熵稳定格式应用于 ＭＨＤ 方程求解中．Ｗｉｎｔｅｒｓ 和 Ｇａｓｓｎｅｒ［１４］ 针对于理想 ＭＨＤ

方程构造了一组方便快捷的熵守恒通量，并引入了 Ｊａｎｈｕｎｅｎ 源项，最终得到了求解 ＭＨＤ 方程的一阶熵稳定

格式．为了提高精度，Ｃｈａｎｄｒａｓｈｅｋａｒ 和 Ｋｌｉｎｇｅｎｂｅｒｇ［１５］ 基于 ＴｅＣＮＯ 格式的构造思想，利用满足符号性质的

Ｍｉｎｍｏｄ 限制器对特征熵变量进行重构，得到二阶熵稳定格式．翟梦情等［１６］ 将移动网格与熵稳定格式相结

合，并用来求解一维理想ＭＨＤ 方程．Ｌｉｕ 和 Ｓｈｕ 等［１７］将满足熵稳定性质的 ＤＧ（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ）方法推

广至 ＭＨＤ 方程，并达到三阶精度．熵稳定格式的精度主要与耗散项中熵变量值的跳跃有关．通过对耗散项进

行 ＷＥＮＯ 重构，可以显著提高熵稳定格式的精度．但目前还没有将 ＷＥＮＯ 重构与熵稳定格式结合用来求解

理想磁流体方程的研究．
本文考虑利用五阶 ＷＥＮＯ 重构的思想对特征熵变量进行重构，并且将高阶熵守恒通量与离散源项部分

结合，通过在耗散项中加入开关函数，使得耗散项部分仅在间断位置被激活，从而得到一种低耗散、高分辨率

的用来求解理想 ＭＨＤ 方程的四阶熵稳定格式．

１　 控 制 方 程

理想磁流体方程是由质量、动量、能量以及磁场所构成的一组双曲守恒律方程组，可表示为如下形式：
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其中 ρ 为质量， ρｕ ＝ ［ρｕ　 ρｖ　 ρｗ］ Ｔ 为动量， ρｅ 为总能量， Ｂ ＝ ［Ｂ１ 　 Ｂ２ 　 Ｂ３］ Ｔ 为磁场， ｐ 为压力，符号􀱋表

示张量积．压力 ｐ 可由其他变量表示为

　 　 ｐ ＝ （γ － １） ρｅ － ρ
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其中 γ 为绝热指数，在数值计算中被考虑为常数．记守恒变量 Ｕ ＝ ［ρ 　 ρｕ　 ρｅ　 Ｂ］ Ｔ ．对于理想 ＭＨＤ 方程而

言，一个额外的无散度条件

　 　 Ñ·Ｂ ＝ ０ （３）
需要被满足，否则在进行数值模拟时会出现数值不稳定．给定第 ｉ 个维度的熵对，即熵函数和熵通量函数：
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其中 ｓ ＝ ｌｎ（ｐρ －γ），ｕｉ 为 ｕ 的第 ｉ 个分量．基于文献［１２］中给出的熵变量的定义，可以得到
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其中 β ＝ ρ ／ （２ｐ） ．Ｇｏｄｕｎｏｖ［１］针对于理想 ＭＨＤ 方程的无散度条件，提出通过添加一个额外的非守恒源项来

控制磁场散度．最终得到修正后的 ＭＨＤ 方程为
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其中　 　 ϕ′（Ｖ） ＝ ［０　 ＢＴ 　 ｕ·Ｂ　 ｕＴ］ ．

２　 理想 ＭＨＤ 方程四阶熵稳定格式

本节考虑在高阶熵守恒通量以及高阶离散源项的基础上，通过添加具有开关函数并且基于 ＷＥＮＯ 重构

的耗散项，以确保仅在满足符号性质的位置进行对特征熵变量的 ＷＥＮＯ 重构，从而得到一种耗散更低并且

满足熵稳定性质的高阶数值通量．
在一维情况下，式（６）可以表示为如下守恒形式：
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其中守恒变量 Ｕ ＝ ［ρ 　 ρｕ　 ρｅ　 Ｂ］ Ｔ，Ｂ１（Ｕ） 为磁场 Ｂ 的第一个分量，通量函数为
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考虑在均匀划分的空间网格上对式（７）进行离散，得如下半离散有限体积格式：
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其中 Ｕｉ ＝
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Ｕ（ｘ，ｔ）ｄｘ 为守恒变量 Ｕ 在第 ｉ 个单元 Ｃ ｉ ＝ ［ｘｘ－１ ／ ２，ｘｘ＋１ ／ ２］ 上的单元平均值， Ｆｘ＋１ ／ ２ 为与通量

函数相容的数值通量．采用中心格式的磁场散度部分满足
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Δｘ∫Ｃｉ Ñ·Ｂｄｘ ＝ １
Δｘ ∫

ｘｘ＋１ ／ ２

ｘｘ－１ ／ ２

∂Ｂ１

∂ｘ
ｄｘ ．

２．１　 熵稳定格式

若数值格式（８）满足离散熵等式则为熵守恒格式，即

　 　
ｄη（Ｕｉ）

ｄｘ
＝ －

ｑｘ＋１ ／ ２ － ｑｘ－１ ／ ２

Δｘ
， （９）

其中 ｑｘ＋１ ／ ２ 为数值熵通量函数．Ｃｈａｎｄｒａｓｈｅｋａｒ 等［１５ ］提出了数值通量为熵守恒通量的一个充分条件，并给出了
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如下熵守恒通量：
　 　 ＦＥＣ ＝ ［Ｆ（１） 　 Ｆ（２） 　 Ｆ（３） 　 Ｆ（４） 　 Ｆ（５） 　 Ｆ（６） 　 Ｆ（７） 　 Ｆ（８）］ Ｔ， （１０）

其中

　 　 Ｆ（１） ＝ ρｕ－， Ｆ（２） ＝ ρ－

２β
－ ＋ ｕ－Ｆ（１） ＋ １

２
‖Ｂ‖２ － Ｂ１ Ｂ１，

　 　 Ｆ（３） ＝ ｖ－Ｆ（１） － Ｂ１ Ｂ２， Ｆ（４） ＝ ｗ－Ｆ（１） － Ｂ１ Ｂ３， Ｆ（６） ＝ ０，

　 　 Ｆ（７） ＝ １

β
－ βｕ Ｂ２ － βｖ Ｂ１( ) ， Ｆ（８） ＝ １

β
－ βｕ Ｂ３ － βｗ Ｂ１( ) ，

　 　 Ｆ（５） ＝ １
２

１
（γ － １）β

－ ‖ｕ‖２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｆ

（１） ＋ ｕ－Ｆ（２） ＋ ｖ－Ｆ（３） ＋ ｗ－Ｆ（４） ＋

　 　 　 　 Ｂ１Ｆ（６） ＋ Ｂ２Ｆ（７） ＋ Ｂ３Ｆ（８） － １
２

ｕ－ ‖Ｂ‖２ ＋ （ｕ－ Ｂ
－

１ ＋ ｖ－ Ｂ
－

２ ＋ ｗ－ Ｂ
－

３）Ｂ
－

１，

式中 ａ－ ｘ＋１ ／ ２ ＝
１
２
（ａｉ ＋ ａｉ ＋１），ａｘ＋１ ／ ２ ＝

ａｉ ＋１ － ａｉ

ｌｎ（ａｉ ＋１） － ｌｎ（ａｉ）
．对离散源项部分，取 Ｂ１，ｉ ＋１ ／ ２ ＝ Ｂ

－

１，ｉ ＋１ ／ ２，Ｂ１，ｉ －１ ／ ２ ＝ Ｂ
－

１，ｉ －１ ／ ２ ．

　 　 熵守恒数值格式具有二阶精度，为了提高熵守恒格式的精度，Ｆｊｏｒｄｈｏｌｍ 等［８］ 通过对二阶熵守恒通量进

行线性组合，得到任意偶数阶精度的熵守恒通量．对于离散源项部分，为了获得与高阶熵守恒通量一致的精

度，同样考虑线性组合，得到任意偶数阶精度的离散磁场分量．本文考虑四阶精度的数值通量和离散磁场分

量，具体表示为

　 　
ＦＥＣ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ ＝ ４
３

ＦＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ ＋１） － １
６
（ＦＥＣ（Ｕｉ －１，Ｕｉ ＋１） ＋ ＦＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ ＋２）），

Ｂ４
１，ｉ ＋１ ／ ２ ＝ ４

３
Ｂ１，ｉ ＋ Ｂ１，ｉ ＋１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

６
Ｂ１，ｉ －１ ＋ Ｂ１，ｉ ＋１

２
＋
Ｂ１，ｉ ＋ Ｂ１，ｉ ＋２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１１）

熵守恒格式在光滑区域可以保持高精度，但是当解出现间断时会产生熵耗散，仅用熵守恒格式会产生伪

振荡．因此需要在熵守恒格式中添加额外的数值耗散机制以保证格式的熵稳定性．若数值格式满足离散熵不

等式：

　 　
ｄη（Ｕｉ）

ｄｘ
≤－

ｑｘ＋１ ／ ２ － ｑｘ－１ ／ ２

Δｘ
， （１２）

即为熵稳定格式．本文考虑将 Ｒｏｅ 格式中的数值黏性作为耗散项添加至熵守恒通量来构造熵稳定数值通量：

　 　 ＦＥＳ
ｘ＋１ ／ ２ ＝ ＦＥＣ

ｘ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ ＲＴ
ｘ＋１ ／ ２（Ｖｉ ＋１ － Ｖｉ）， （１３）

其中 Ｒｘ＋１ ／ ２ 为 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵
∂
∂Ｕ

（Ｆ（Ｕ） ＋ ϕ′（Ｖ）Ｂ１（Ｕ）） 的右特征向量的离散形式． Λｘ＋１ ／ ２ 可以选择 Ｒｏｅ 型的

耗散项

　 　 Λｘ＋１ ／ ２ ＝ ｄｉａｇ（ λ ｉ ＋１ ／ ２，１ ，…， λ ｘ＋１ ／ ２，８ ），
或者 Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 型的耗散项

　 　 Λｘ＋１ ／ ２ ＝ ｍａｘ（ λ ｉ ＋１ ／ ２，１ ，…， λ ｘ＋１ ／ ２，８ ）Ｉ，

其中 { λ ｉ ＋１ ／ ２，ｋ } ｋ ＝ １，２，…，８ 为 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵
∂
∂Ｕ

（Ｆ（Ｕ） ＋ ϕ′（Ｖ）Ｂ１（Ｕ）） 的特征值，具体表示参见附录 Ａ ．

２．２　 五阶ＷＥＮＯ 重构

熵稳定通量的耗散项部分包含熵变量的差分，使得熵稳定格式精度只有一阶．为了得到高阶熵稳定格

式，本文考虑五阶 ＷＥＮＯ 重构方法．基于 ２．１ 小节中提出的四阶熵守恒通量，添加重构后的耗散项得到高阶

熵稳定数值通量：

　 　 ＦＨＥＳ
ｘ＋１ ／ ２ ＝ ＦＥＣ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ （ｖ ＋
ｘ＋１ ／ ２ － ｖ －

ｘ＋１ ／ ２）， （１４）
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其中 ｖ －
ｘ＋１ ／ ２ 和 ｖ ＋

ｘ＋１ ／ ２ 分别为特征熵变量 ｖ ＝ ＲＴ
ｘ＋１ ／ ２Ｖ 在单元交界面 ｉ ＋ １ ／ ２ 左右的 ＷＥＮＯ 重构值．

ＷＥＮＯ 重构后 ｖ －
ｘ＋１ ／ ２ 的第 ｊ 个分量表示为 ｖ －

ｉ＋１ ／ ２，ｊ， 表达式如下：
　 　 ｖ －

ｉ＋１ ／ ２，ｊ ＝ ω １ｖ１ ＋ ω ２ｖ２ ＋ ω ３ｖ３， （１５）

　 　
ｖ１ ＝ １

３
ｖｉ －２，ｊ －

７
６

ｖｉ －１，ｊ ＋
１１
６

ｖｉ，ｊ， ｖ２ ＝ － １
６

ｖｉ －１，ｊ ＋
５
６

ｖｉ，ｊ ＋
１
３

ｖｉ＋１，ｊ，

ｖ３ ＝ １
３

ｖｉ，ｊ ＋
５
６

ｖｉ＋１，ｊ －
１
６

ｖｉ＋２，ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

其中 ｖｋ，ｊ（ｋ ＝ ｉ － ２，ｉ － １，ｉ，ｉ ＋ １，ｉ ＋ ２） 表示第 ｋ 个单元上的特征熵变量 ｖｋ 的第 ｊ 个分量．式（１５）中的加权系

数 ω ｋ 具体可表示为

　 　 ω ｋ ＝
α ｋ

α１ ＋ α２ ＋ α３
， α ｋ ＝

ｄｋ

β ｋ ＋ ε
，　 　 ｋ ＝ １，２，３，

其中 ε ＝ １０ －６， 用来防止出现分母部分为 ０； ｄ１ ＝
１
１０

，ｄ２ ＝
３
５
，ｄ１ ＝

３
１０

；β ｋ 为光滑因子，采用 Ｓｈｕ［１８］提出的计算

方法，即

　 　 β １ ＝ １３
１２

（ｖｉ －２，ｊ － ２ｖｉ －１，ｊ ＋ ｖｉ，ｊ） ２ ＋ １
４
（ｖｉ －２，ｊ － ４ｖｉ －１，ｊ ＋ ３ｖｉ，ｊ） ２，

　 　 β ２ ＝ １３
１２

（ｖｉ －１，ｊ － ２ｖｉ，ｊ ＋ ｖｉ ＋１，ｊ） ２ ＋ １
４
（ｖｉ －１，ｊ － ｖｉ ＋１，ｊ） ２，

　 　 β ３ ＝ １３
１２

（ｖｉ，ｊ － ２ｖｉ ＋１，ｊ ＋ ｖｉ ＋２，ｊ） ２ ＋ １
４
（３ｖｉ，ｊ － ４ｖｉ ＋１，ｊ ＋ ３ｖｉ ＋２，ｊ） ２ ．

ｖ ＋
ｉ＋１ ／ ２，ｊ 与 ｖ －

ｉ＋１ ／ ２，ｊ 计算方法相同，只需要取与 ｖ －
ｉ＋１ ／ ２，ｊ 对称的系数即可．

由于 ＷＥＮＯ 重构过程不一定满足符号性质，即
　 　 ｓｇｎ（ｖ ＋

ｘ＋１ ／ ２ － ｖ －
ｘ＋１ ／ ２） ＝ ｓｇｎ（ｖｉ ＋１ － ｖｉ） ． （１７）

符号性质保证了重构后数值格式仍然具有熵稳定性．Ｂｉｓｗａｓ 等［９］针对于 ＷＥＮＯ 重构提出并证明了通过在每

个特征熵变量分量的跳跃处添加一个开关函数：

　 　 Ｓｋ ＝
１，　 　 （ｖ ＋

ｉ＋１ ／ ２，ｋ － ｖ －
ｉ＋１ ／ ２，ｋ）（ｖｉ ＋１，ｋ － ｖｉ，ｋ） ＞ ０，

０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ，{ ｋ ＝ １，２，…，８， （１８）

即可保证经 ＷＥＮＯ 重构后的数值通量仍然保持符号性质．由于最终得到的高阶熵稳定数值通量为

　 　 ＦＥＳ⁃ＷＥＮＯ
ｘ＋１ ／ ２ ＝ ＦＥＣ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２， （１９）

其中 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２ 的第 ｋ 个分量〈ｖｋ〉 ｘ＋１ ／ ２ ＝ Ｓｋ（ｖ
＋
ｉ＋１ ／ ２，ｋ － ｖ －

ｉ＋１ ／ ２，ｋ） ．由式（１８）可以看出，在 ＷＥＮＯ 重构不满足符号性

质的位置，对应耗散项部分变为 ０．与基于 ＥＮＯ 重构的 ＴｅＣＮＯ 格式相比，由于上述格式仅在符号性质满足的

区域进行 ＷＥＮＯ 重构，因此具有更小的耗散．有关 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式的熵稳定性证明参见附录 Ｂ ．
２．３　 二维理想 ＭＨＤ 方程四阶熵稳定格式

二维理想 ＭＨＤ 方程在网格划分均匀的区域上的有限体积半离散格式为

　 　
ｄＵｉｊ

ｄｔ
＝ －

Ｆｉ ＋１ ／ ２，ｊ － Ｆｉ －１ ／ ２，ｊ

Δｘ
－
Ｇｉ，ｊ ＋１ ／ ２ － Ｇｉ，ｊ －１ ／ ２

Δｙ
－

　 　 　 　 ϕ′Ｔ（Ｖｉｊ）
Ｂ１，ｉ ＋１ ／ ２，ｊ － Ｂ１，ｉ －１ ／ ２，ｊ

Δｘ
＋
Ｂ２，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ － Ｂ２，ｉ，ｊ －１ ／ ２

Δｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２０）

其中 Ｕｉｊ ＝
１
Ｃ ｉｊ
∫∫

Ｃｉｊ
Ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｘｄｙ 表示守恒变量 Ｕ 在均匀四面体计算单元 Ｃ ｉｊ ＝ ［ｘｘ－１ ／ ２，ｘｘ＋１ ／ ２］ × ［ｙ ｊ －１ ／ ２，

ｙ ｊ ＋１ ／ ２］ 上的单元平均值．Ｆｉ ±１ ／ ２，ｊ，Ｇｉ，ｊ ±１ ／ ２ 分别为 ｘ，ｙ 方向上相容的数值通量， Ｂ１，ｉ ±１ ／ ２，ｊ，Ｂ２，ｉ，ｊ ±１ ／ ２ 为离散的 ｘ，ｙ 方

向上的磁场分量，并且满足
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Ｂ１，ｉ ＋１ ／ ２，ｊ － Ｂ１，ｉ －１ ／ ２，ｊ

Δｘ
＋
Ｂ２，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ － Ｂ２，ｉ，ｊ －１ ／ ２

Δｙ
≈ １

ΔｘΔｙ∫Ｃｉｊ Ñ·Ｂｄｘｄｙ ＝ １
ΔｘΔｙ ∫

ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ｘ＋１ ／ ２
ｘ－１ ／ ２

∂Ｂ１

∂ｘ
＋

∂Ｂ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ ．

鉴于 ｘ 方向上的数值通量表示与一维情况类似，本小节只考虑 ｙ 方向．首先给出熵守恒数值通量：
　 　 ＧＥＣ ＝ ［Ｇ（１） 　 Ｇ（２） 　 Ｇ（３） 　 Ｇ（４） 　 Ｇ（５） 　 Ｇ（６） 　 Ｇ（７） 　 Ｇ（８）］ Ｔ，

其中

　 　 Ｇ（１） ＝ ρｕ－， Ｇ（２） ＝ ｕ－Ｇ（１） － Ｂ１ Ｂ２， Ｇ（３） ＝ ρ－

２β
－ ＋ ｖ－Ｇ（１） ＋ １

２
‖Ｂ‖２ － Ｂ２ Ｂ２，

　 　 Ｇ（４） ＝ ｗ－Ｇ（１） － Ｂ２ Ｂ３， Ｇ（６） ＝ １

β
－ βｖ Ｂ１ － βｕ Ｂ２( ) ， Ｇ（７） ＝ ０， Ｇ（８） ＝ １

β
－ βｖ Ｂ３ － βｗ Ｂ２( ) ，

　 　 Ｇ（５） ＝ １
２

１
（γ － １）β

－ ‖ｕ‖２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｇ

（１） ＋ ｕ－Ｇ（２） ＋ ｖ－Ｇ（３） ＋ ｗ－Ｇ（４） ＋

　 　 　 　 Ｂ１Ｇ（６） ＋ Ｂ２Ｇ（７） ＋ Ｂ３Ｇ（８） － １
２

ｖ－ ‖Ｂ‖２ ＋ ｕ－ Ｂ
－

１ ＋ ｖ－ Ｂ
－

２ ＋ ｗ－ Ｂ
－

３( ) Ｂ
－

２，

对 ｙ 方向上的离散源项部分，考虑 Ｂ２，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ ＝ Ｂ
－

２，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２，Ｂ２，ｉ，ｊ －１ ／ ２ ＝ Ｂ
－

２，ｉ，ｊ －１ ／ ２ ．四阶熵守恒通量和四阶离散源项部

分采用与式（１１）相同的表示方式．最终得到 ｙ 方向上高阶熵稳定通量如下：

　 　 ＧＥＳ⁃ＷＥＮＯ
ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ＧＥＣ⁃４

ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｉ，ｊ ＋１ ／ ２ Λｉ，ｊ ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｉ，ｊ ＋１ ／ ２， （２１）

其中 Ｒｉ，ｊ ＋１ ／ ２ 与Λｉ，ｊ ＋１ ／ ２ 具体表达参考附录 Ａ，并取 ｎ ＝ ［０， １， ０］ Ｔ；〈ｖ〉 ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ 为带有开关函数的特征熵变量的跳

跃值．

３　 数 值 算 例

本节给出几个理想 ＭＨＤ 方程数值算例用以检验该数值格式的精度、低耗性以及捕捉间断的能力．时间

离散部分采用四阶精确的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法［１９］ ．空间离散考虑四阶精度的熵守恒通量以及五阶 ＷＥＮＯ 重构

的耗散项．格式理论上整体精度可以达到四阶．二维算例网格数均选择 ２５６×２５６．如无特殊声明，耗散项部分

均选择 Ｒｏｅ 型耗散项．一维算例中 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ、ＴｅＣＮＯ、ＥＳ 和 ｒｅｆ 分别代表基于 ＷＥＮＯ 重构的熵稳定格式、基
于 ＥＮＯ 重构的熵稳定格式、一阶熵稳定格式和参考解，其中参考解由 ５ ０００ 个网格的一阶熵稳定格式求得．
３．１　 一维光滑 Ａｌｆｖéｎ波问题

光滑 Ａｌｆｖéｎ 波算例经常用来计算理想 ＭＨＤ 方程数值格式的精度．本文考虑一维情况下的光滑 Ａｌｆｖéｎ
波，用来验证 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式高阶精度的特性，选择周期性边界条件并引入垂直磁场 Ｂ⊥ ＝ ０．１ｓｉｎ（２πｘ）， 平

行磁场 Ｂ∥ ＝ １．０ 以及 ｚ 方向上的磁场 Ｂｚ ＝ ０．１ｃｏｓ（２πｘ） ．具体的初始条件数据由下式给出：
　 　 ρ ＝ １， ｕ ＝ ［０，Ｂ⊥，Ｂ∥］ Ｔ， ｐ ＝ ０．１， Ｂ ＝ ［Ｂ∥，Ｂ⊥，Ｂｚ］ Ｔ，

计算区间为［０，１］，绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３．由于周期性，解会在 １ 个单位时间内恢复到初始状态．表 １ 给出了计算

该算例到 Ｔ ＝ ５ 时刻的 Ｌ１，Ｌ∞ 误差以及对应的收敛阶．可以发现，本文构造的 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式基本可以达到理

论上的四阶精度．
表 １　 Ｔ ＝ ５ 时不同网格数下 Ｂ１ 的 Ｌ１，Ｌ∞ 误差以及对应的收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌ１，Ｌ∞ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ Ｂ１ ａｔ Ｔ ＝ ５ ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈ ｎｕｍｂｅｒｓ

Ｎ Ｌ１ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ Ｌ∞ ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

１６ ９．１６５Ｅ－４ １．４７７Ｅ－３

３２ ２．８３８Ｅ－５ ５．０１３ ４．５１４Ｅ－５ ５．０３２

６４ ２．１００Ｅ－６ ３．７５６ ３．３２５Ｅ－６ ３．７６３

１２８ １．３２０Ｅ－７ ３．９９２ ２．０７６Ｅ－７ ４．００１

２５６ ８．３３７Ｅ－９ ３．９８５ １．３１２Ｅ－８ ３．９８４
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３．２　 Ｒｙｕ⁃Ｊｏｎｅｓ Ｒｉｅｍｍａｎ问题

该一维算例用来测试 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式低耗散的特性．计算区间为［－１，１］．初始条件如下：

　 　 ［ρ， ｕＴ， ｐ， ＢＴ］ ＝
［１， ０， ０， ０， １， ０．７， ０， ０］，　 　 　 ｘ ≤ ０，
［０．３， ０， ０， １， ０．２， ０．７， １， ０］， ｘ ＞ ０，{

绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３．选择 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件．在 ２００ 个网格下分别用 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 和 ＴｅＣＮＯ 格式计算该算例至 Ｔ
＝ ０．４，如图 １（ａ）所示，其中 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 和 ＴｅＣＮＯ 格式均选择耗散更大的 Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 型的耗散项用来抑制

间断处出现的局部振荡．由图 １（ｂ）可知， ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式比 ＴｅＣＮＯ 格式具有更小的耗散量，因此具有更高的

分辨率．图 ２ 给出了 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式对应的开关函数在初始时刻以及终止时刻在单元界面上的函数值，与
ＴｅＣＮＯ 格式不同，ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式的耗散项只有在间断处及其邻近区域不为 ０．

（ａ） 密度 （ｂ） 总熵随时间变化

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

图 １　 Ｒｙｕ⁃Ｊｏｎｅｓ Ｒｉｅｍｍａｎ 问题

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｒｙｕ⁃Ｊｏｎｅｓ Ｒｉｅｍｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

（ａ） Ｔ ＝ ０ 时的开关函数值 （ｂ） Ｔ ＝ ０．４ 时的开关函数值

（ａ） Ｓｗｉｔｃｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ａｔ Ｔ ＝ ０ （ｂ） Ｓｗｉｔｃｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ａｔ Ｔ ＝ ０．４

图 ２　 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式在 Ｔ ＝ ０ 和 Ｔ ＝ ０．４ 对应的开关函数值

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｗｉｔｃｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ＥＳ⁃ＷＥＮＯ ｓｃｈｅｍｅ ａｔ Ｔ ＝ ０ ａｎｄ Ｔ ＝ ０．４

３．３　 Ｔｏｒｒｉｌｈｏｎ Ｒｉｅｍｍａｎ问题

该一维算例用来测试 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式的高分辨率特性．计算区域为［－１，１．５］．初始条件如下：

　 　 ［ρ， ｕＴ， ｐ， ＢＴ］ ＝
［３， ０， ０， ０， ３， １．５， １， ０］， 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ ≤ ０，
［１， ０， ０， ０， １， １．５， ｃｏｓ（１．５）， ｓｉｎ（１．５）］， ｘ ＞ ０，{

绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３．选择 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件．ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式选择 Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 型的耗散项．图 ３ 给出了在 ４００
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个网格下，该算例在 Ｔ ＝ ０．４ 时刻的计算结果．从图中可以看到，接触间断只有在密度场中出现，其余场中依

次出现的波形分别为快稀疏波、慢稀疏波、快激波和慢激波．熵稳定格式在间断处出现严重的抹平现象，并且

在部分极值处丢失精度，新格式精确识别出了每一种波形，在极值处依然保持高精度并且没有产生伪振荡．

（ａ） 密度 （ｂ） 速度分量

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

（ｃ） 压力 （ｄ） 磁场分量

（ｃ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ （ｄ） Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

图 ３　 Ｔｏｒｒｉｌｈｏｎ Ｒｉｅｍｍａｎ 问题

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ Ｔｏｒｒｉｌｈｏｎ Ｒｉｅｍｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

３．４　 二维 Ｏｒｓｚａｇ⁃Ｔａｎｇ漩涡问题

该算例首先由 Ｏｒｓｚａｇ 和 Ｔａｎｇ［２０］提出，并且用来验证 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式的数值稳定性．光滑的初始条件由

下式给出：

　 　 ρ ＝ ２５
３６π

， ｕ ＝ ［ － ｓｉｎ（２πｙ），ｓｉｎ（２πｘ），０］ Ｔ， ｐ ＝ ５
１２π

，

　 　 Ｂ ＝ １
４π

［ － ｓｉｎ（２πｙ），ｓｉｎ（２πｘ），０］ Ｔ，

计算区域为［０，２π］ ２，采用周期性边界条件，绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３．图 ４ 给出了密度分别在 Ｔ ＝ ０．５，１，２，３，４ 时的

等高线图．观察发现，随着时间推移，解在计算区域形成了几个激波和一个漩涡结构，许多细微的复杂特征都

被新格式捕捉到并且没有产生伪振荡．由 ２．２ 小节可以得知，熵稳定格式的总熵由于熵耗散的原因从而不是

恒定的，而是随着时间递减．图 ５（ａ）给出了总熵随时间变化曲线，可以发现总熵在开始的时间里是恒定的，
这是因为间断尚未产生．在大约 Ｔ ＝ １ 之后，间断开始产生，总熵也随之开始递减，因此完全离散的数值格式

满足熵稳定的性质并且比 ＴｅＣＮＯ 格式的耗散小．
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（ａ） Ｔ ＝ ０．５ 时的密度 （ｂ） Ｔ ＝ １ 时的密度

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｔ Ｔ ＝ ０．５ （ｂ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｔ Ｔ ＝ １

（ｃ） Ｔ ＝ ２ 时的密度 （ｄ） Ｔ ＝ ３ 时的密度

（ｃ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｔ Ｔ ＝ ２ （ｄ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｔ Ｔ ＝ ３

（ｅ） Ｔ ＝ ４ 时的密度

（ｅ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｔ Ｔ ＝ ４

图 ４　 二维 Ｏｒｓｚａｇ⁃Ｔａｎｇ 漩涡问题

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ２Ｄ Ｏｒｓｚａｇ⁃Ｔａｎｇ ｖｏｒｔｅｘ ｐｒｏｂｌｅｍ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
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（ａ） 二维 Ｏｒｓｚａｇ⁃Ｔａｎｇ 漩涡问题 （ｂ） 第一转子问题

（ａ） Ｔｈｅ ２Ｄ Ｏｒｓｚａｇ⁃Ｔａｎｇ ｖｏｒｔｅｘ ｐｒｏｂｌｅｍ （ｂ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｒｏｔｏｒ ｐｒｏｂｌｅｍ
图 ５　 总熵随时间变化图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

３．５　 第一转子问题

该算例由 Ｂａｌｓａｒａ 和 Ｓｐｉｃｅｒ［２１］提出，用来检验 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式扭转 Ａｌｆｖéｎ 波的传播．计算区域为［０，１］ ２，
采用周期性边界条件．初始条件由下文给出，首先定义

　 　 ｆ ＝
ｒ１ － ｒ
ｒ１ － ｒ０

，

其中 ｒ０ ＝ ０．１，ｒ１ ＝ ０．１１５，ｕ０ ＝ ２，ｒ ＝ （ｘ － ０．５） ２ ＋ （ｙ － ０．５） ２ ．
若 ｒ ＜ ｒ０， 则

　 　 ρ ＝ １０， ｕ ＝ －
ｕ０

ｒ０
（ｙ － ０．５）， ｖ ＝

ｕ０

ｒ０
（ｘ － ０．５）；

若 ｒ０ ＜ ｒ ＜ ｒ１， 则

　 　 ρ ＝ １ ＋ ９ｆ， ｕ ＝ －
ｆｕ０

ｒ
（ｙ － ０．５）， ｖ ＝

ｆｕ０

ｒ０
（ｘ － ０．５）；

若 ｒ ＞ ｒ１， 则

　 　 ρ ＝ １， ｕ ＝ ０， ｖ ＝ ０．
其余初始条件均取常数，

　 　 ｗ ＝ ０， ｐ ＝ １， Ｂ ＝ ５
４π

［１，０，０］ Ｔ，

绝热指数 γ ＝ １．４．计算该算例到 Ｔ ＝ ０．１５ 并在图 ６ 中给出了密度 ρ， 压力 ｐ， Ｍａｃｈ 数 Ｍａ ＝‖ｕ‖ ／ ２以及磁场

压力‖Ｂ‖２ ／ ２ 的等高线图，其中 ａ ＝ γｐ ／ ρ ．观察到得到的数值解具有高分辨率的特点，并且没有产生振荡．
总熵随时间的变化曲线在图 ５（ｂ）中给出，同理论分析一致，熵随时间的推进而递减，证明新格式满足熵稳定

的性质并且比 ＴｅＣＮＯ 格式的耗散小．
３．６　 二维云⁃激波相互作用

该问题模拟了一个由强激波向静态的高密度云传播的过程，并在激波穿过云时产生了非常复杂的结构．
该算例用来验证 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式高分辨率的特性．计算区域为［０，１］ ２，绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３．首先考虑在 ｘ ＝ ０．０５
处设置激波，考虑初始条件如下：

　 　 ［ρ， ｕＴ， ｐ， ＢＴ］ ＝

　 　 　 　
［３．８６８ ５９， １１．２５３ ６， ０， ０， １６７．３４５， ０， ２．１８２ ６１８ ２０， － ２．１８２ ６１８ ２０］，　 　 ｘ ＜ ０．０５，
［１， １， ０， ０， １， ０， ０．５６４ １８９ ５８， － ０．５６４ １８９ ５８］， ｘ ≥ ０．０５ ．{
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（ａ） 密度 （ｂ） 压力

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ

（ｃ） Ｍａｃｈ 数 （ｄ） 磁场压力

（ｃ） Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒｓ （ｄ） Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ
图 ６　 第一转子问题

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｒｏｔｏｒ ｐｒｏｂｌｅｍ

（ａ） 密度对数 （ｂ） 磁场范数

（ａ） Ｌｏｇｓ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｎｏｒｍｓ
图 ７　 云⁃激波相互作用

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｌｏｕｄ⁃ｓｈｏｃｋ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ
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之后以（０．２５，０．５）为圆心，半径为 ０．１５，设置密度为 １ 的静态云．左边界采用流入边界条件，其余边界均为流

出边界条件．图 ７ 给出了该算例在 Ｔ ＝ ０．０６ 时的密度对数 ｌｎ ρ以及磁场范数‖Ｂ‖ ．从图中可以发现， 激波与

密度云的相互作用在前方产生了弓形激波， 在后方产生了尾形激波， 并且在内部产生了类似于湍流的复杂

结构．

４　 结　 　 论

针对理想 ＭＨＤ 方程组，在熵稳定格式的基础上，通过对耗散项进行满足符合性质的高阶 ＷＥＮＯ 重构，
并且使用任意偶数阶的熵守恒通量以及对 Ｇｏｄｕｎｏｖ 源项进行类似的高阶离散，得到了高阶熵稳定格式．新格

式不仅满足熵稳定性质，并且有效抑制了熵稳定格式的抹平现象，具有更低的耗散．通过对一维、二维 ＭＨＤ
方程标准算例进行测试，该格式具有低耗散、高精度、无振荡并且可以有效捕捉间断等特点．

附录 Ａ　 理想 ＭＨＤ 方程特征向量以及特征值的离散形式

方便起见，定义如下符号：

　 　 ｃ２ｆ，ｓ ＝ １
２
（ａ２ ＋ ‖ｂ‖２） ± １

２
（ａ２ ＋ ‖ｂ‖２） ２ － ４ａ２（ｂ·ｎ） ２ ，

　 　 α２
ｆ ＝

ａ２ － ｃ２ｓ
ｃ２ｆ － ｃ２ｓ

， α２
ｓ ＝

ｃ２ｆ － ａ２

ｃ２ｆ － ｃ２ｓ
，

其中 ｂ ＝ Ｂ
ρ

．定义 ｎ⊥ 为由 ｂ 和 ｎ 张成并且与法向量 ｎ 正交的单位向量，本文选择将 ｎ⊥ 表示为如下形式：

　 　 ｎ⊥ ＝ （ｂ 􀱋 ｎ － ｎ 􀱋 ｂ）ｎ
‖（ｂ 􀱋 ｎ － ｎ 􀱋 ｂ）ｎ‖

．

原始变量 ｐｒ ＝ ［ρ　 ｕＴ 　 ｐ　 ＢＴ］ Ｔ 的特征向量以及对应特征值的紧致形式由下式给出． 为了得到守恒变量 Ｕ ＝
［ρ　 ρｕＴ 　 ρｅ　 ＢＴ］ Ｔ 的特征向量矩阵，需要对原始变量特征向量矩阵左乘 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵：

　 　 ∂Ｕ
∂ｐｒ

＝

１ ０Ｔ ０ ０Ｔ

ｕ ρＩ ０ Ｏ
１
２

‖ｕ‖２ ρｕＴ １
γ － １

ＢＴ

０ Ｏ ０ Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

其中 ０ 为 ３×１ 的零向量， Ｏ 和 Ｉ 分别为 ３×３ 的零矩阵和单位矩阵．
熵波和散度波的特征值为 λ１，２ ＝ ｕ·ｎ， 特征向量为

　 　 ｒ１ ＝ γ － １
γ

ρ
０
０
０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， ｒ２ ＝ １
γ

０
０
０
ａｎ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

；

Ａｌｆｖéｎ 波的特征值为 λ ±ａ ＝ ｕ·ｎ ± ｂ·ｎ， 特征向量为

　 　 ｒ ±ａ ＝ １
２

０

∓ ｐ
ρ
（ｎ⊥ × ｎ）

０

ｐ
ρ

（ｎ⊥ × ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

；

快磁声波的特征值为 λ ±ｆ ＝ ｕ·ｎ ± ｃｆ， 特征向量为

　 　 ｒ ±ｆ ＝ １
２γ

α ｆ ρ

± １
ρ ｃｆ

（α ｆａ２ｎ ＋ α ｓａ（（ｂ·ｎ⊥）ｎ － （ｂ·ｎ）ｎ⊥））

α ｆ ρ ａ２

α ｓａｎ⊥

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

；
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慢磁声波的特征值为 λ ±ｓ ＝ ｕ·ｎ ± ｃｓ， 特征向量为

　 　 ｒ ±ｓ ＝ １
２γ

α ｓ ρ

± ｓｇｎ（ｂ·ｎ）
ρ ｃｆ

（α ｆａ２（ｂ·ｎ）ｎ ＋ α ｆｃ２ｆ ｎ⊥）

α ｓ ρ ａ２

－ α ｆａｎ⊥

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

其中特征向量矩阵和特征值变量取值均考虑为以下平均状态：

　 　 ρ ＝ ρ ｘ＋１ ／ ２， ｕ ＝ ｕ－ ｘ＋１ ／ ２， ｐ ＝
ρ ｘ＋１ ／ ２

２β ｘ＋１ ／ ２

， Ｂ ＝ Ｂ
－

ｘ＋１ ／ ２ ．

附录 Ｂ　 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式的熵稳定性证明

本节只考虑一维情况下 ＥＳ⁃ＷＥＮＯ 格式的熵稳定证明，二维情况可直接推广．为了方便证明，引入熵势 ψ１，ｉ ＝ ＶＴ
ｉ Ｆ（Ｕｉ） －

ｑ１（Ｕｉ） ＋ ϕ（Ｖｉ）Ｂ１，ｉ，ϕ′（Ｖｉ） 与 Ｖｉ 的关系式为 ϕ′（Ｖｉ）·Ｖｉ ＝ ϕ（Ｖｉ） ＝ ϕｉ， 以及符号 Δ （·） ｘ＋１ ／ ２ ＝ （·） ｉ＋１ － （·） ｉ ．

首先考虑数值格式

　 　
ｄＵｉ

ｄｔ
＝ －

ＦＥＣ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ － ＦＥＣ⁃４

ｘ－１ ／ ２

Δｘ
－ ϕ′Ｔ（Ｖｉ）

Ｂ４
１，ｉ＋１ ／ ２ － Ｂ４

１，ｉ－１ ／ ２

Δｘ

的熵守恒性质，上式与 Ｖｉ 做点积可得

　 　 Ｖｉ·
ｄＵｉ

ｄｔ
＝

ｄη（Ｕｉ）
ｄＵｉ

·
ｄＵｉ

ｄｔ
＝

ｄη（Ｕｉ）
ｄｔ

＝ Ｖｉ· －
ＦＥＣ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ － ＦＥＣ⁃４
ｘ－１ ／ ２

Δｘ
－ ϕ′Ｔ（Ｖｉ）

Ｂ４
１，ｉ＋１ ／ ２ － Ｂ４

１，ｉ－１ ／ ２

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － １
Δｘ

（ＶＴ
ｉ （ＦＥＣ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ － ＦＥＣ⁃４
ｘ－１ ／ ２） ＋ ϕｉ（Ｂ４

１，ｉ＋１ ／ ２ － Ｂ４
１，ｉ－１ ／ ２）） ＝

　 　 　 　 － １
Δｘ∑

２

ｒ ＝ １
α２，ｒ∑

ｒ－１

ｓ ＝ ０
ＶＴ

ｉ Ｆ（Ｕｉ－ｓ，Ｕｉ－ｓ＋ｒ） ＋ ϕｉ

Ｂ１，ｉ－ｓ ＋ Ｂ１，ｉ－ｓ＋ｒ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － １
Δｘ∑

２

ｒ ＝ １
α２，ｒ（Ｈｉ，ｉ＋ｒ － Ｈｉ－ｒ，ｉ），

其中， α２，１ ＝ ４ ／ ３，α２，２ ＝ － １ ／ ６， 并且

　 　 Ｈｉ，ｉ＋ｒ ＝ ＶＴ
ｉ ＦＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＋ ϕｉ

Ｂ１，ｉ ＋ Ｂ１，ｉ＋ｒ

２
＝

　 　 　 　
ＶＴ

ｉ ＋ ＶＴ
ｉ＋ｒ

２
ＦＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＋

ϕｉ ＋ ϕｉ＋ｒ

２
Ｂ１，ｉ ＋ Ｂ１，ｉ＋ｒ

２
－

　 　 　 　 １
２ （ＶＴ

ｉ＋ｒ － ＶＴ
ｉ ）ＦＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＋ （ϕｉ＋ｒ － ϕｉ）

Ｂ１，ｉ ＋ Ｂ１，ｉ＋ｒ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

将 Ｃｈａｎｄｒａｓｈｅｋａｒ 等［１５］提出的 ＭＨＤ 方程熵守恒通量满足的充分条件

　 　 （Ｖｉ＋１ － Ｖｉ） ＴＦｘ＋１ ／ ２ ＝ ψ１，ｉ＋１ － ψ１，ｉ － （ϕｉ＋１ － ϕｉ）Ｂ
－

１，ｉ＋１ ／ ２

代入上式，化简可得 Ｈｉ，ｉ＋ｒ ＝ ｑＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＋ ψ１，ｉ， 其中

　 　 ｑＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＝
Ｖｉ ＋ Ｖｉ＋ｒ

２
ＦＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＋

ϕｉ ＋ ϕｉ＋ｒ

２
Ｂ１，ｉ ＋ Ｂ１，ｉ＋ｒ

２
－
ψ１，ｉ － ψ１，ｉ＋ｒ

２
，

同理可得 Ｈｉ，ｉ＋ｒ ＝ ｑＥＣ（Ｕｉ，Ｕｉ＋ｒ） ＋ ψ１，ｉ ．

因此离散熵不等式

　 　
ｄη（Ｕｉ）

ｄｔ
＝

ｑＥＣ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ － ｑＥＣ⁃４

ｘ－１ ／ ２

Δｘ

成立，其中 ｑＥＣ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ ＝ － １

Δｘ∑
２

ｒ ＝ １
α２，ｒ∑１

ｓ ＝ ０
ｑＥＣ（Ｕｉ－ｓ，Ｕｉ－ｓ＋ｒ） ．

下面证明特征熵变量重构后的数值格式的熵稳定性，此时数值格式为
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ｄＵｉ

ｄｔ
＝ －

ＦＥＳ⁃ＷＥＮＯ
ｘ＋１ ／ ２ － ＦＥＳ⁃ＷＥＮＯ

ｘ－１ ／ ２

Δｘ
－ ϕ′Ｔ（Ｖｉ）

Ｂ４
１，ｉ＋１ ／ ２ － Ｂ４

１，ｉ－１ ／ ２

Δｘ
．

上式与 Ｖｉ 做点乘可得

　 　 Ｖｉ·
ｄＵｉ

ｄｔ
＝

ｄη（Ｕｉ）
ｄｔ

＝ － １
Δｘ

ｑＥＣ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ － ｑＥＣ⁃４

ｘ－１ ／ ２ － １
２

ＶＴ
ｉ （Ｒｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２ － Ｒｘ－１ ／ ２ Λｘ－１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ－１ ／ ２）( ) ＝

　 　 　 　 － １
Δｘ

ｑＥＳ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ － ｑＥＳ⁃４

ｘ－１ ／ ２ ＋ １
４

（ΔＶＴ
ｘ＋１ ／ ２Ｒｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２ ＋ ΔＶＴ

ｘ－１ ／ ２Ｒｘ－１ ／ ２ Λｘ－１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ－１ ／ ２）( ) ＝

　 　 　 　 － １
Δｘ

ｑＥＳ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ － ｑＥＳ⁃４

ｘ－１ ／ ２ ＋ １
４

（ΔｖＴ
ｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２ ＋ ΔｖＴ

ｘ－１ ／ ２ Λｘ－１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ－１ ／ ２）( ) ，

其中 ΔｖＴ
ｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２ ＝ ∑８

ｋ ＝ １
（ｖｉ＋１，ｋ － ｖｉ，ｋ） λ ｉ＋１ ／ ２，ｋ Ｓｋ（ｖ

＋
ｉ＋１ ／ ２，ｋ － ｖ －

ｉ＋１ ／ ２，ｋ） ≥ ０， 因此离散熵不等式

　 　
ｄη（Ｕｉ）

ｄｔ
≤－ １

Δｘ
（ ｑＥＳ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ － ｑＥＳ⁃４
ｘ－１ ／ ２）

成立，因此格式满足熵稳定性质．其中 ｑＥＳ⁃４
ｘ＋１ ／ ２ ＝ ｑＥＣ⁃４

ｘ＋１ ／ ２ － １
２

Ｖ
－ Ｔ
ｘ＋１ ／ ２Ｒｘ＋１ ／ ２ Λｘ＋１ ／ ２ 〈ｖ〉 ｘ＋１ ／ ２ 为对应的数值熵通量函数．
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ｓｐｅｃｉａｌ ｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， １２： １⁃２９．
［１１］　 ＤＵＡＮ Ｊ， ＴＡＮＧ Ｈ． Ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｃｃｕｒａｔｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｍａｇｎｅ⁃

ｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２１， ４３１： １１０１３６．
［１２］　 郑素佩， 赵青宇， 封建湖． 基于 ＷＥＮＯ 重构保号的四阶熵稳定格式［Ｊ］ ． 浙江大学学报（理学版）， ２０２２， ４９（３）：

３２９⁃３３５．（ＺＨＥＮＧ Ｓｕｐｅｉ， ＺＨＡＯ Ｑｉｎｇｙｕ， ＦＥＮＧ Ｊｉａｎｈｕ． Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｏｒｄｅｒ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｉｇｎ⁃
ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ＷＥＮＯ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｚｈｅｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０２２， ４９（３）： ３２９⁃

１１４１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 张成治，等： 求解理想磁流体方程的四阶 ＷＥＮＯ 型熵稳定格式



３３５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［１３］　 ＤＵＡＮ Ｊ， ＴＡＮＧ Ｈ． Ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｏｖｉｎｇ ｍｅｓｈ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ２Ｄ ａｎｄ ３Ｄ ｓｐｅｃｉａｌ ｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃ ｈｙｄｒｏｄｙ⁃

ｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２１， ４２６： １０９９４９．
［１４］　 ＷＩＮＴＥＲＳ Ａ Ｒ， ＧＡＳＳＮＥＲ Ｇ Ｊ． Ａｆｆｏｒｄａｂｌｅ， ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ ａｎｄ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｆｌｕｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ

ＭＨＤ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１５， ３０４： ７２⁃１０８．
［１５］　 ＣＨＡＮＤＲＡＳＨＥＫＡＲ Ｐ， ＫＬＩＮＧＥＮＢＥＲＧ Ｃ． Ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｉｄｅａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ＭＨＤ

ｏｎ ２⁃Ｄ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１６， ５４（２）： １３１３⁃１３４０．
［１６］　 翟梦情， 李琦， 郑素佩． 求解一维理想磁流体方程的移动网格熵稳定格式［ Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０２３， ４０（２）：

２２９⁃２３６．（ＺＨＡＩ Ｍｅｎｇｑｉｎｇ， ＬＩ Ｑｉ， ＺＨＥＮＧ Ｓｕｐｅｉ． Ａ ｍｏｖｉｎｇ⁃ｇｒｉｄ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ １Ｄ ｉｄｅａｌ ＭＨＤ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ４０（２）： ２２９⁃２３６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＬＩＵ Ｙ， ＳＨＵ Ｃ Ｗ， ＺＨＡＮＧ Ｍ． Ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｄｅａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉ⁃
ｂｌｅ ＭＨＤ ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１８， ３５４： １６３⁃１７８．

［１８］　 ＳＨＵ Ｃ Ｗ． Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ ａｎｄ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ ｓｃｈｅｍｅｓ［ Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｎｕｍｅｒｉｃａ，
２０２０， ２９： ７０１⁃７６２．

［１９］ 　 ＳＨＵ Ｃ Ｗ， ＯＳＨＥＲ Ｓ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ ｓｈｏｃｋ⁃ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅｓ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８９， ７７（２）： ４３９⁃４７１．

［２０］　 ＯＲＳＺＡＧ Ｓ Ａ， ＴＡＮＧ Ｃ Ｍ． Ｓｍａｌｌ⁃ｓｃａｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｍａｇｎｅｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９７９， ９０（１）： １２９⁃１４３．

［２１］　 ＢＡＬＳＡＲＡ Ｄ Ｓ， ＳＰＩＣＥＲ Ｄ Ｓ． Ａ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｍｅｓｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｕｓｉｎｇ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ Ｇｏｄｕｎｏｖ ｆｌｕｘｅｓ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｓｏｌｅｎｏｉ⁃
ｄａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ ｉｎ ｍａｇｎｅｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９９， １４９
（２）： ２７０⁃２９２．

２１４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


