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摘要：　 将比例边界有限元方法（ＳＢＦＥＭ）拓展用于计算复合梁的自由振动频率．该方法将梁简化为一维模型，并且

仅选用 ｘ 和 ｚ 方向的弹性线位移作为基本未知量．从弹性力学基本方程出发，通过比例边界坐标、虚功原理和对偶

变量技术推导得到了复合梁的一阶常微分比例边界有限元动力控制方程，其通解为解析的矩阵指数函数．利用

Ｐａｄé 级数求解矩阵指数函数可得各个梁层的动力刚度矩阵，根据自由度匹配原则组装得到复合梁的整体刚度和质

量矩阵．求解特征值方程，最终可得复合梁的自由振动频率．该方法对复合梁的层数和边界条件均无限制，具有广泛

的适用性．将该文的解与三层、四层和十层复合梁振动频率的数值参考解以及阶梯型悬臂梁固有频率的实验实测值

进行对比，验证了比例边界有限元算法的准确性、高效性和快速收敛性．
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０　 引　 　 言

复合梁，即复合材料层合梁，由构成材料不同的梁层按一定顺序组合而成，具有强度高、刚度大、重量轻、
耐腐蚀以及耐疲劳等优异性能，并且可以通过改变梁层纤维走向和排列顺序来满足特殊的需求，具有良好的

设计灵活性，因而在航空航天、土木工程、风力发电、机械制造、交通运输、生物医学和军事科技等领域拥有广

阔的应用前景．复合梁用于制造机翼、汽车传动轴、直升机叶片、风力发电机扇叶等结构时，经常承受各种动

力荷载，产生动态响应．模态分析作为动力响应研究的重要组成部分，同时为了保证上述装置的安全稳定运

行，需研究复合梁的自由振动响应．
为了分析复合梁的力学特性，学者们提出了等效单层理论［１⁃２］ ．该理论将复合梁简化为一等效单层梁，计

算方便，求解效率高．等效单层理论包括经典复合梁理论、一阶剪切变形梁理论和高阶剪切变形梁理论．经典

复合梁理论中假设垂直于中面的平面变形后仍保持为平面且垂直于中面，因而忽略了剪切变形的影响，导致

其求解得到的自振频率偏大．一阶剪切变形梁理论可考虑剪切刚度的影响．宋丽红等［３］利用一阶剪切变形梁

理论和微分求积的方法求解了两端固支四层梁的自由振动频率．基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论、线性 ｚｉｇｚａｇ 函数和

Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 混合变分原理，贺丹和杨万里［４］研究了二层、三层、四层和五层简支梁中轴向位移、挠度、正应力、剪
应力和前 ５ 阶振动频率的变化规律．但一阶剪切变形梁理论会出现剪切自锁问题，需引入剪切修正因子．高
阶剪切变形梁理论可充分考虑剪切变形的影响，同时不出现剪切自锁问题．惠维维等［５］采用抛物线型剪切变

形理论和 Ｒｉｔｚ 法开展了复合材料层合梁的模态分析，并揭示了铺层方式和铺设角度对频率分布的影响．
Ｎｇｕｙｅｎ 等［６］运用高阶剪切变形理论、三角级数和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程方法研究了多种边界条件下，复合梁中位移、
应力、振动频率和屈曲荷载的变化规律．但高阶剪切变形梁理论求解相对复杂，降低计算效率．同时，学者们

开发了锯齿（ｚｉｇ⁃ｚａｇ）理论和有限元方法求解复合梁的力学响应．Ｋａｐｕｒｉａ 等［７］采用 ｚｉｇ⁃ｚａｇ 理论给出了复合梁

中挠度、应力、自振频率、振型和屈曲应变的解，并将其与一阶和三阶剪切变形理论的结果进行对比．杨胜奇

等［８］基于新型锯齿理论模型分析了三层、四层、八层、二十五层、五十层和一百层复合梁的静力弯曲响应．陈
玲俐等［９］在 ＡＢＡＱＵＳ 中采用 Ｓｈｅｌｌ 单元建立了以碳纤维 ／环氧树脂为构成材料的简支复合梁有限元力学模

型，并展示了其前 ６ 阶振型，同时分析了铺层方式、角度与数目对自由振动响应的影响．基于四阶 ｚｉｇ⁃ｚａｇ 理

论，Ｇａｒｇ 和 Ｃｈａｌａｋ［１０］提出了三节点有限元模型并分析了复合梁中位移、应力、自振频率和各阶振型的分布规

律．为了求解更为复杂的多段梁、悬臂 Ｌ 型细长梁以及 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 双曲梁的动力响应，学者们分别采用了

谱几何法［１１］、微分求积法［１２］和 Ｌａｐｌａｃｅ 变换法［１３］ ．由以上分析可知，需开发一种不出现剪切自锁现象的精确

高效计算复合梁自由振动频率的数值算法．
比例边界有限元方法（ＳＢＦＥＭ）求解梁结构的振动频率时仅需离散平行于 ｘ 轴的纵向线，将梁简化为一

维模型，并且位移沿梁厚方向的变化规律可解析表示．采用线性谱单元对梁进行网格划分，并且仅以 ｘ 和 ｚ 方
向的线位移为基本未知量．通过比例边界坐标和虚功原理将弹性力学偏微分基本方程简化为易于求解的二

阶常微分控制方程，对位移沿梁厚方向的变化模式不采取任何假设并且不需要剪切修正因子．利用对偶变量

方法，二阶方程进一步降阶为一阶常微分矩阵方程，其通解为解析的矩阵指数函数．运用 Ｐａｄé 级数求解，可
得高精度的动力刚度方程．作为一种半解析的数值算法，比例边界有限元方法引起了众多学者的关注，现已

在层状地基［１４⁃１６］、板［１７⁃１９］、黏弹性［２０］和断裂［２１］等领域取得了一系列研究成果，同时用于计算开孔板［２２］、复
合压电板［２３］、层状磁电弹板［２４］、功能梯度板［２５］、弹性梁［２６］以及壳［２７］等结构的自由振动频率．

本文将比例边界有限元方法进一步拓展用于计算复合梁的自由振动频率．仅采用两个谱单元对梁进行

离散，提高了计算效率．通过 Ｐａｄé 级数，首先得到了任意梁层对应于转角和位移自由度的动力刚度矩阵；其
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次，运用转换矩阵实现自由度变换，得到了对应于线性位移自由度的动力刚度矩阵；最后，根据自由度匹配原

则，将各梁层的动力刚度矩阵组装，得到了复合梁的整体刚度和质量矩阵，通过求解特征值方程进而得到了

复合梁的自由振动频率．

１　 复合梁的控制方程

本节将推导复合梁的控制方程．复合梁的长度为 ｌ， 横截面的宽度为 ｂ， 总厚度为 ｔ， 如图 １ 所示．运用比

例边界有限元方法计算复合梁的自由振动频率时，仅以 ｘ 和 ｚ方向的线位移 ｕｘ ＝ ｕｘ（ｘ，ｚ） 和 ｕｚ ＝ ｕｚ（ｘ，ｚ） 为基

本未知量．为了便于分析，我们将弹性位移组合为向量 ｕ ＝ ｕ（ｘ， ｚ） ＝ ［ｕｚ 　 ｕｘ］ Ｔ ．

图 １　 四层复合梁示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ４ ｌａｙｅｒｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ

以复合梁中的第 ｉ 个梁层为研究对象，其几何方程表示为

　 　 ε ｉ
ｚｚ ＝

∂ｕｉ
ｚ

∂ｚ
， ε ｉ

ｘｘ ＝
∂ｕｉ

ｘ

∂ｘ
， γ ｉ

ｘｚ ＝
∂ｕｉ

ｚ

∂ｘ
＋

∂ｕｉ
ｘ

∂ｚ
， （１）

式中， ｕｉ
ｚ 和 ｕｉ

ｘ 为第 ｉ 个梁层 ｚ 和 ｘ 方向的弹性位移， ε ｉ
ｚｚ 和 ε ｉ

ｘｘ 为第 ｉ 个梁层的正应变， γ ｉ
ｘｚ 为第 ｉ 个梁层的剪

应变．
引入微分算子 Ｌ（ ｚ，ｘ）：

　 　 Ｌ（ ｚ，ｘ） ＝

∂
∂ｚ

０ ∂
∂ｘ

０ ∂
∂ｘ

∂
∂ｚ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｔ

． （２）

式（１）简化为

　 　 ε ｉ ＝ ε ｉ
ｚｚ ε ｉ

ｘｘ γ ｉ
ｘｚ[ ]

Ｔ ＝ Ｌ（ ｚ，ｘ）ｕｉ， （３）

其中 ｕｉ ＝ ［ｕｉ
ｚ 　 ｕｉ

ｘ］ Ｔ ．
第 ｉ 个梁层中应力与应变的关系为

　 　 σｉ ＝ ［σ ｉ
ｚｚ 　 σ ｉ

ｘｘ 　 τ ｉ
ｘｚ］ Ｔ ＝

Ｄｉ
３３ Ｄｉ

１３ ０

Ｄｉ
１３ Ｄｉ

１１ ０

０ ０ Ｄｉ
６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ε ｉ ＝ Ｄｉε ｉ， （４）

式中 Ｄｉ 为第 ｉ 个梁层对应的弹性矩阵．
第 ｉ 个梁层无外力作用时，其动力平衡方程表示为

　 　
∂σ ｉ

ｘｘ

∂ｘ
＋

∂τ ｉ
ｘｚ

∂ｚ
＋ ω ２ρ ｉｕｉ

ｘ ＝ ０， （５）

　 　
∂τ ｉ

ｘｚ

∂ｘ
＋

∂σ ｉ
ｚｚ

∂ｚ
＋ ω ２ρ ｉｕｉ

ｚ ＝ ０， （６）

式中 ρ ｉ 为第 ｉ 个梁层的密度．
利用微分算子 Ｌ（ ｚ， ｘ），第 ｉ 个梁层的平衡方程（５）、（６）简化为
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　 　 ＬＴ（ ｚ，ｘ）σｉ ＋ ω ２ρ ｉｕｉ ＝ ０． （７）
比例边界有限元方法中引入局部坐标 ξ， 且仅采用两个谱单元对梁进行离散，四阶谱单元如图 ２ 所示．

谱单元中积分点与网格节点重合，可使系数矩阵简化为对角或块对角矩阵，减少存储量，提高计算效率．梁中

任意位置处的横坐标可通过节点向量 ｘ ＝ { ｘ１ 　 ｘ２ 　 …　 ｘｍ } 和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形函数 Ｎ∗ ＝ Ｎ∗（ξ） ＝
［Ｎ１（ξ）　 Ｎ２（ξ）　 …　 Ｎｍ（ξ）］ 插值得到

　 　 ｘ（ξ） ＝ Ｎ∗ｘ， （８）
其中参数 ｍ 为网格节点数目，四阶谱单元时 ｍ ＝ ５．

图 ２　 四阶谱单元

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ

式（８）中插值形函数 Ｎｋ（ξ）（ｋ ＝ １，２，３，…，ｍ） 的表达式为

　 　 Ｎｋ（ξ） ＝
（ξ － ξ １）（ξ － ξ ２）…（ξ － ξ ｋ－１）（ξ － ξ ｋ＋１）…（ξ － ξｍ－１）（ξ － ξｍ）

（ξ ｋ － ξ １）（ξ ｋ － ξ ２）…（ξ ｋ － ξ ｋ－１）（ξ ｋ － ξ ｋ＋１）…（ξ ｋ － ξｍ－１）（ξ ｋ － ξｍ）
， （９）

式中 ξ ｋ 为节点 ｘｋ 对应的局部坐标．
利用式（８），比例边界坐标 ξ 和整体坐标 ｘ 之间的变换式为

　 　 ∂
∂ξ

＝ ∂
∂ｘ

∂ｘ
∂ξ

＝ ∂
∂ｘ

ｘ，ξ ＝ Ｊ（ξ） ∂
∂ｘ

， （１０）

　 　 ∂
∂ｘ

＝ １
Ｊ（ξ）

∂
∂ξ

＝ １
Ｊ

∂
∂ξ

， （１１）

式（１０）中下标“，”表示对变量进行偏导运算， ｘ，ξ ＝ ∂ｘ
∂ξ

表示 ｘ 对局部坐标 ξ 的一阶偏导数．

基于式（１１），局部坐标系下微分算子 Ｌ（ ｚ， ξ） 表示为

　 　 Ｌ（ ｚ，ξ） ＝
１
０
０

０
０
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∂
∂ｚ

＋ １
Ｊ

０
０
１

０
１
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∂
∂ξ

＝ ｂ１ ∂
∂ｚ

＋ ｂ２ ∂
∂ξ

． （１２）

基于式（８）中的形函数，第 ｉ 个梁层中任意位置处的位移 { ｕｉ（ ｚ，ξ） } 表示为

　 　 ｕｉ（ ｚ，ξ） ＝
Ｎ∗ ０
０ Ｎ∗

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕｉ
ｚ（ ｚ）

ｕｉ
ｘ（ ｚ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ Ｎｕｉ（ ｚ） ． （１３）

将式（１３）分别代入式（３）和（４），并结合式（１２）的微分运算关系，分别得到式（１４）和（１５）：
　 　 ε ｉ ＝ ｂ１Ｎｕｉ（ ｚ） ，ｚ ＋ ｂ２Ｎ，ξｕｉ（ ｚ） ＝ Ｂ１ｕｉ（ ｚ） ，ｚ ＋ Ｂ２ｕｉ（ ｚ）， （１４）
　 　 σｉ ＝ Ｄｉ（Ｂ１ｕｉ（ ｚ） ，ｚ ＋ Ｂ２ｕｉ（ ｚ））， （１５）

其中 ｕｉ（ ｚ） ，ｚ 表示 ｕｉ（ ｚ） 对坐标 ｚ 的一阶偏导数，Ｎ，ξ 表示形函数矩阵 Ｎ 对坐标 ξ 的一阶偏导数．
运用虚功原理推导第 ｉ 个梁层的比例边界有限元控制方程：
　 　 δＷｉ － δＵｉ ＝ ０， （１６）

其中 δＷｉ ＝ ∫
ｌ
（δｕｉ） ＴＴ ｉｄｘ ＋ ∫

Ｖ
（δｕｉ） Ｔω ２ρ ｉｕｉｄＶ 为第 ｉ 个梁层的外力虚功，δＵｉ ＝ ∫

Ｖ
（δε ｉ） ＴσｉｄＶ 为其内力虚功．

根据梁层边界条件，推导得到第 ｉ 个梁层自由振动问题的控制方程（具体推导过程从略，可参考文献

［１７］）如下：
　 　 Ｅｉ ０ｕｉ（ ｚ） ，ｚｚ ＋ （（Ｅｉ １） Ｔ － Ｅｉ １）ｕｉ（ ｚ） ，ｚ ＋ （ω ２Ｍｉ ０ － Ｅｉ ２）ｕｉ（ ｚ） ＝ ０， （１７）
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其中 ｕｉ（ ｚ） ，ｚｚ 表示 ｕｉ（ ｚ） 对坐标 ｚ 的二阶偏导数．
式（１７）中系数矩阵 Ｅｉ０，Ｅｉ１，Ｅｉ２ 和 Ｍｉ０ 的表达式分别为

　 　 Ｅｉ０ ＝ ∫１
－１
（Ｂ１） ＴＤｉＢ１ Ｊ ｂｄξ， （１８）

　 　 Ｅｉ１ ＝ ∫１
－１
（Ｂ２） ＴＤｉＢ１ Ｊ ｂｄξ， （１９）

　 　 Ｅｉ２ ＝ ∫１
－１
（Ｂ２） ＴＤｉＢ２ Ｊ ｂｄξ， （２０）

　 　 Ｍｉ０ ＝ ∫１
－１
ＮＴρ ｉＮ Ｊ ｂｄξ ． （２１）

由于梁层被划分为两个单元，可分别求解每个单元对应的系数矩阵，然后仿照有限元方法将单元系数矩

阵组装，最终得到控制方程中的整体系数矩阵．从式（１７）可以看出，本文算法具有与 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法和有限元等

方法相同的能力，实现了将弹性梁的偏微分方程简化为二阶常微分方程，降低了问题的求解难度．

２　 复合梁的整体刚度和质量矩阵

通过变量 Ｘｉ（ ｚ） ＝ ［ｕｉ（ ｚ）　 ｑｉ（ ｚ）］ Ｔ， 式（１７）进一步简化为一阶常微分方程：

　 　 Ｘｉ（ ｚ） ，ｚ ＝ －
（Ｅｉ ０） －１（Ｅｉ １） Ｔ － （Ｅｉ ０） －１

ω ２Ｍｉ ０ － Ｅｉ ２ ＋ Ｅｉ １ （Ｅｉ ０） －１ （Ｅｉ １） Ｔ － Ｅｉ １ （Ｅｉ ０） －１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｘｉ（ ｚ） ＝ － Ｚ ｉＸｉ（ ｚ）， （２２）

其中作为 ｕｉ（ ｚ） 对偶变量的 ｑｉ（ ｚ） 是第 ｉ 个梁层的内部节点力向量，
　 　 ｑｉ（ ｚ） ＝ Ｅｉ０ｕｉ（ ｚ） ，ｚ ＋ （Ｅｉ１） Ｔｕｉ（ ｚ） ． （２３）
方程（２２）的通解为解析的矩阵指数函数：
　 　 Ｘｉ（ ｚ） ＝ ｅ －Ｚｉｚｃｉ， （２４）

式中 ｃｉ 为积分常数向量，从后续推导可知由梁层底面处的位移和节点力确定．
将厚度为 ｔｉ 的第 ｉ 个梁层顶面和底面处的竖向坐标 ｚ ＝ ｔｉ 和 ｚ ＝ ０ 代入式（２４），可得

　 　
ｕｉ（０）
ｑｉ（０）{ } ＝

ｕｉ
Ｂ

ｑｉ
Ｂ

{ } ＝
ｕｉ

Ｂ

－ Ｆｉ
Ｂ

{ } ＝
ｃｉ
１

ｃｉ
２

{ } ， （２５）

　 　
ｕｉ（ ｔｉ）

ｑｉ（ ｔｉ）{ } ＝
ｕｉ

Ｔ

ｑｉ
Ｔ

{ } ＝
ｕｉ

Ｔ

Ｆｉ
Ｔ

{ } ＝ ｅ －Ｚｉｔｉ
ｃｉ
１

ｃｉ
２

{ } ． （２６）

式（２５）和 （ ２６） 中梁层顶面位移 ｕｉ
Ｔ 和底面位移 ｕｉ

Ｂ 的表达式为 ｕｉ
Ｔ ＝ ［ { ｕｉ

Ｔｚ } 　 { ｕｉ
Ｔｘ } ］ Ｔ 和 ｕｉ

Ｂ ＝
［ { ｕｉ

Ｂｚ } 　 { ｕｉ
Ｂｘ } ］ Ｔ；Ｆｉ

Ｔ ＝ ［ {Ｆ ｉ
Ｔｚ } 　 {Ｆ ｉ

Ｔｘ } ］ Ｔ 和 Ｆｉ
Ｂ ＝ ［ {Ｆ ｉ

Ｂｚ } 　 {Ｆ ｉ
Ｂｘ } ］ Ｔ 分别为第 ｉ 个梁层顶面和底面处由

外荷载产生的节点力向量．
本文选用二阶 Ｐａｄé 级数求解式（２６）中的矩阵指数函数［１８］：
　 　 ｅ －Ｚｉｔｉ ≈ Ｑｉ （ ｔｉ）

－１Ｐ ｉ（ ｔｉ） ＝ （Ｑｉ） －１Ｐ ｉ， （２７）

　 　 Ｑｉ ＝
Ｑｉ

１１ Ｑｉ
１２

Ｑｉ
２１ Ｑｉ

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ Ｉ ＋ １

２
ｔｉＺ ｉ ＋ ｔ２ｉ Ｖｉ， （２８）

　 　 Ｐ ｉ ＝
Ｐ ｉ

１１ Ｐ ｉ
１２

Ｐ ｉ
２１ Ｐ ｉ

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ Ｉ － １

２
ｔｉＺ ｉ ＋ ｔ２ｉ Ｖｉ， （２９）

其中 Ｖｉ ＝ １
１２

（Ｚ ｉ） ２ ．

根据式（２５）—（２７），第 ｉ 个梁层顶面和底面处位移与外力的关系为

　 　
Ｐ ｉ

１１ － Ｑｉ
１１

Ｐ ｉ
２１ － Ｑｉ

２１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｕｉ
Ｂ

ｕｉ
Ｔ

{ } ＝
Ｐ ｉ

１２ Ｑｉ
１２

Ｐ ｉ
２２ Ｑｉ

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｆｉ
Ｂ

Ｆｉ
Ｔ

{ } ． （３０）
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为了便于刚度和质量矩阵的推导，将自由度 ［ｕｉ
Ｂ 　 ｕｉ

Ｔ］Ｔ 变换为转角和位移自由度 ［θ ｉ 　 ｕ－ ｉ］Ｔ， 如图 ３ 所示．

图 ３　 梁层模型图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌａｙｅｒ

变换矩阵 Ｔ ｉ
ｒ 和其逆的转置表达式为

　 　 Ｔ ｉ
ｒ ＝

－
ｔｉ
２

Ｉ Ｉ

ｔｉ
２

Ｉ Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （３１）

　 　 （Ｔ ｉ
ｒ）

－Ｔ ＝
－ １

ｔｉ
Ｉ １

２
Ｉ

１
ｔｉ

Ｉ １
２

Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （３２）

式中 Ｉ 为单位矩阵．
利用式（３１），位移向量 ［ｕｉ

Ｂ 　 ｕｉ
Ｔ］ Ｔ 与转角和位移 ［θ ｉ 　 ｕ－ ｉ］ Ｔ 的关系式为

　 　

１
ｔｉ
（ｕｉ

Ｔ － ｕｉ
Ｂ）

１
２
（ｕｉ

Ｔ ＋ ｕｉ
Ｂ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

１
ｔｉ
（ { ｕｉ

Ｔｚ } － { ｕｉ
Ｂｚ } ）

１
ｔｉ
（ { ｕｉ

Ｔｘ } － { ｕｉ
Ｂｘ } ）

１
２
（ { ｕｉ

Ｔｚ } ＋ { ｕｉ
Ｂｚ } ）

１
２
（ { ｕｉ

Ｔｘ } ＋ { ｕｉ
Ｂｘ } ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

{ θ ｉ
ｚ }

{ θ ｉ
ｘ }

{ ｕ
－
ｉ
ｚ }

{ ｕ
－
ｉ
ｘ }

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝
θ ｉ

ｕ－ ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ （Ｔ ｉ

ｒ）
－１

ｕｉ
Ｂ

ｕｉ
Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （３３）

同时对应于转角和位移自由度的荷载向量表示为

　 　
ｔｉ
２
（Ｆｉ

Ｔ － Ｆｉ
Ｂ）

Ｆｉ
Ｔ ＋ Ｆｉ

Ｂ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

ｔｉ
２
（ {Ｆ ｉ

Ｔｚ } － {Ｆ ｉ
Ｂｚ } ）

ｔｉ
２
（ {Ｆ ｉ

Ｔｘ } － {Ｆ ｉ
Ｂｘ } ）

{Ｆ ｉ
Ｔｚ } ＋ {Ｆ ｉ

Ｂｚ }

{Ｆ ｉ
Ｔｘ } ＋ {Ｆ ｉ

Ｂｘ }

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

{Ｍｉ
ｚ }

{Ｍｉ
ｘ }

{Ｆ
－
ｉ
ｚ }

{Ｆ
－
ｉ
ｘ }

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝
Ｍｉ

Ｆ
－
ｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ （Ｔ ｉ

ｒ） Ｔ
Ｆｉ

Ｂ

Ｆｉ
Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （３４）

自由度变换后经推导得到第 ｉ 个梁层的动力刚度方程（详细推导过程可参考文献［２６］）：

　 　 （Ｋｉ － ω ２Ｍｉ）
θ ｉ

ｕ－ ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｓｉ（ω）

θ ｉ

ｕ－ ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｍｉ

Ｆ
－
ｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （３５）
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式中 Ｓｉ（ω） 为动力刚度矩阵， Ｋｉ 为该梁层的静刚度矩阵， Ｍｉ 为质量矩阵，

　 　 Ｋｉ ＝ ｔｉ
Ｅｉ ０（Ｉ ＋ ｔ２ｉ Ｖｉ

１１） （Ｅｉ１） Ｔ

Ｅｉ１（Ｉ ＋ ｔ２ｉ Ｖｉ
１１） － ｔ２ｉ Ｖｉ

２１ Ｅｉ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （３６）

　 　 Ｍｉ ＝ ｔｉ

１
１２

ｔ２ｉ Ｍｉ ０ ０

１
１２

ｔ２ｉ Ｍｉ ０ （Ｅｉ ０） －１ （Ｅｉ １） Ｔ Ｍｉ ０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， （３７）

其中 Ｖｉ
１１ ＝ （（Ｚ ｉ

１１） ２ ＋ Ｚ ｉ
１２Ｚ ｉ

２１） ／ １２ 和 Ｖｉ
２１ ＝ （Ｚ ｉ

２１Ｚ ｉ
１１ ＋ Ｚ ｉ

２２Ｚ ｉ
２１） ／ １２．

将式（３３）和（３４）代入式（３５），对应于自由度 ［ｕｉ
Ｂ 　 ｕｉ

Ｔ］ Ｔ 的动力方程表示为

　 　 　 （Ｔ ｉ
ｒ）

－ＴＳｉ（ω） （Ｔ ｉ
ｒ）

－１
ｕｉ

Ｂ

ｕｉ
Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ Ｓｉ（ω）

ｕｉ
Ｂ

ｕｉ
Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Ｆｉ
Ｂ

Ｆｉ
Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （３８）

静刚度矩阵和质量矩阵变换为

　 　 Ｋｉ ＝ （Ｔ ｉ
ｒ）

－ＴＫｉ（Ｔ ｉ
ｒ）

－１， （３９）
　 　 Ｍｉ ＝ （Ｔ ｉ

ｒ）
－ＴＭｉ（Ｔ ｉ

ｒ）
－１ ． （４０）

仿照上述过程，可得到 ｎ 层复合梁中任意梁层的静力刚度矩阵 Ｋｉ 和质量矩阵 Ｍｉ，ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ．根据

相邻梁层交界面相同节点处的自由度匹配原则将各梁层组装， 最终得到复合梁的整体刚度矩阵 Ｋｃ 和质量

矩阵 Ｍｃ：

　 　 Ｋｃ ＝

Ｋ１
１１ Ｋ１

１２

Ｋ１
２１ Ｋ１

２２ ＋ Ｋ２
１１ Ｋ２

１２

Ｋ２
２１ Ｋ２

２２ ＋ Ｋ３
１１

Ｋｎ－１
２２ ＋ Ｋｎ

１１

Ｋｎ
１２ Ｋｎ

２１Ｋｎ
２２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （４１）

　 　 Ｍｃ ＝

Ｍ１
１１ Ｍ１

１２

Ｍ１
２１ Ｍ１

２２ ＋ Ｍ２
１１ Ｍ２

１２

Ｍ２
２１ Ｍ２

２２ ＋ Ｍ３
１１

Ｍｎ－１
２２ ＋ Ｍｎ

１１ Ｍｎ
１２

Ｍｎ
２１ Ｍｎ

２２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （４２）

其中 Ｋｉ
ｓｔ 和 Ｍｉ

ｓｔ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ； ｓ ＝ １，２； ｔ ＝ １，２） 分别表示第 ｉ 个梁层对应的刚度和质量矩阵元素， ｎ 为梁层

的数目．
将矩阵 Ｋｃ 和 Ｍｃ 中边界约束自由度对应的行和列元素均删除，缩减元素后的刚度和质量矩阵分别用

Ｋｍｉｎ
ｃ 和 Ｍｍｉｎ

ｃ 表示．通过求解式（４３）中的特征方程可得相应边界条件下复合梁的自由振动频率：
　 　 Ｋｍｉｎ

ｃ － ω ２Ｍｍｉｎ
ｃ ＝ ０． （４３）

３　 算　 　 例

本部分以四层、三层、十层复合梁以及阶梯型梁为例，验证本文算法的广泛适用性、精确性、高效性和快

速收敛性．讨论两端简支 ＳＳ、一端固支一端简支 ＣＳ、两端固支 ＣＣ 和悬臂 ＣＦ 这 ４ 种边界条件下复合梁中自

振频率的变化规律，各种边界条件下的约束情况见表 １．同时本文列出了比例边界有限元方法求解复合梁振

动频率的计算时间，从式（１８）—（２１）中的系数矩阵开始计时，直至得到频率解．
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表 １　 梁两端处的约束情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｘ ＝ ０ ｘ ＝ ｌ

ＳＳ ｕｚ（０，ｚ） ＝ ０ ｕｚ（ ｌ，ｚ） ＝ ０

ＣＳ ｕｚ（０，ｚ） ＝ ｕｘ（０，ｚ） ＝ ０ ｕｚ（ ｌ，ｚ） ＝ ０

ＣＣ ｕｚ（０，ｚ） ＝ ｕｘ（０，ｚ） ＝ ０ ｕｚ（ ｌ，ｚ） ＝ ｕｘ（ ｌ，ｚ） ＝ ０

ＣＦ ｕｚ（０，ｚ） ＝ ｕｘ（０，ｚ） ＝ ０ ｆｒｅｅ

３．１　 （０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）四层梁

本例分析（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）四层简支梁自振频率的变化规律，如图 ４ 所示．复合梁中的 ０°和 ９０°为纤维铺

设角度，即材料纤维坐标系（１⁃２⁃３）中 １ 主轴与直角坐标系中 ｘ 轴的夹角，如图 ５ 中的角度 α， 文献［２８］给出

了纤维坐标系与直角坐标系下材料参数的变换关系．梁的总厚度为 ｔ，每个梁层厚度相同，宽度与厚度相同即

ｂ ＝ ｔ，选用 ４ 种长厚比 ｌ ／ ｔ ＝ １００，２０，１０ 和 ５．梁的材料参数为 Ｅ１ ＝ １８１ ＧＰａ， Ｅ２ ＝ Ｅ３ ＝ １０．３ ＧＰａ， Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝
７．１７ ＧＰａ， Ｇ２３ ＝ ２．８７ ＧＰａ， ν １２ ＝ ν １３ ＝ ０．２５， ν ２３ ＝ ０．３３， ρ ＝ １ ５７８ ｋｇ ／ ｍ３ ．梁被离散为两个单元，不同阶次的

谱单元如图 ６ 所示，２ 至 ７ 阶谱单元对应的节点数目分别为 ５，７，９，１１，１３ 和 １５．自振频率的计算结果按照式

ω ０ ＝ （ωｌ２ ／ ｔ） ρ ／ Ｙ０ 进行无量纲化，其中 ρ ＝ １ ５７８ ｋｇ ／ ｍ３， Ｙ０ ＝ １０．３ ＧＰａ ．表 ２ 和图 ７ 将比例边界有限元的频

率计算结果与二维弹性解［７］进行对比，可以看出各种长厚比下，本文结果与弹性解均能完全吻合．并且由表

２ 可知，随着谱单元的阶次由 ２ 阶升高到 ７ 阶，即离散节点数由 ５ 升至 １５，比例边界有限元解快速收敛于弹

性解，同时 ２ 至 ７ 阶谱单元的计算时间分别为 ０．１２０ １ ｓ，０．１３２ ７ ｓ，０．１４０ ９ ｓ，０．１５９ ２ ｓ，０．１６４ ０ ｓ 和 ０．２８９ ９ ｓ，
从而验证了比例边界有限元法可准确高效计算复合梁的自由振动频率．

图 ４　 （０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）四层复合梁

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ４⁃ｌａｙｅｒｅｄ （０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°） ｂｅａｍ
图 ５　 材料纤维坐标系（１⁃２⁃３）与直角坐标系

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｉｂｅｒ⁃ｍａｔｒｉｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （１⁃２⁃３）

ａｎｄ ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ６　 梁各阶谱单元

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图 ７　 （０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）四层复合梁的振动频率

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ４⁃ｌａｙｅｒｅｄ

（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°） ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ
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表 ２　 ｌ ／ ｔ ＝ １００ 时（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）四层梁的振动频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ４⁃ｌａｙｅｒｅｄ （０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°） ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌ ／ ｔ ＝ １００

ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｒｄｅｒ １ｓｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ２ｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ３ｒｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ４ｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ５ｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ６ｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

２ｎｄ ｏｒｄｅｒ １２．３０９ ２ ４４．２１５ ７ ５０５．８８９ ６ ９５６．７０５ ８ ２ １１８．２３５ ８ ２ ７０８．１５７ ８

３ｒｄ ｏｒｄｅｒ １１．２５２ ５ ４８．９４５ ４ １１５．３２９ １ １８４．１３３ ７ ９５８．８８９ ６ １ ００５．６１６ １

４ｔｈ ｏｒｄｅｒ １１．２１２ ９ ４４．５６０ ２ １０１．６００ ６ ２１１．０７４ ６ ３２８．６７８ ５ ４３１．４６７ ９

５ｔｈ ｏｒｄｅｒ １１．２１２ ９ ４４．５７１ ８ ９９．４２０ ０ １７３．８８２ ４ ２８０．５５１ ６ ４９８．２５２ ５

６ｔｈ ｏｒｄｅｒ １１．２１２ ９ ４４．５６１ ７ ９９．２１７ ６ １７４．３４５ ３ ２６９．０７３ ７ ３８０．２２３ ２

７ｔｈ ｏｒｄｅｒ １１．２１２ ９ ４４．５６１ ７ ９９．２０６ １ １７３．８３４ ０ ２６７．０５４ ３ ３７７．２１７ １

２Ｄ［７］ １１．１９３ ０ ４４．４７７ ０ ９８．９８８ ０ １７３．３９０ ０ ２６６．０１０ ０ ３７４．９１０ ０

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．１７７ ８ ０．１９０ ５ ０．２２０ ４ ０．２５６ １ ０．３９２ ６ ０．６１５ ４

３．２　 三层简支夹层梁

本例求解三层简支夹层梁的自由振动频率，如图 ８ 所示．夹层梁面层和核心层的厚度分别为 ０．１ｔ和 ０．８ｔ，
面层材料参数为 Ｅ１ ＝ １３１．１ ＧＰａ， Ｅ２ ＝ Ｅ３ ＝ ６．９ ＧＰａ， Ｇ１２ ＝ ３．５８８ ＧＰａ， Ｇ１３ ＝ ３．０８８ ＧＰａ， Ｇ２３ ＝ ２．３３２ ２ ＧＰａ，
ν １２ ＝ ν １３ ＝ ０．３２， ν ２３ ＝ ０．４９， ρ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３；核心层材料参数为 Ｅ１ ＝ ０．２２０ ８ ＭＰａ， Ｅ２ ＝ ０．２２０ １ ＭＰａ， Ｅ３ ＝
２ ７６０ ＭＰａ， Ｇ１２ ＝ １６．５６ ＭＰａ， Ｇ１３ ＝ ５４５．１ ＭＰａ， Ｇ２３ ＝ ４５５．４ ＭＰａ， ν １２ ＝ ０．９９， ν １３ ＝ ０．０００ ０３， ν ２３ ＝ ０．０００ ０３，
ρ ＝ ７０ ｋｇ ／ ｍ３ ．横截面宽度与总厚度相等，并考虑 ４ 种长厚比 ｌ ／ ｔ ＝ １００，２０，１０ 和 ５ 的影响．频率根据式 ω ０ ＝

（ωｌ２ ／ ｔ） ρ ／ Ｙ０ 表示为无量纲的形式，其中 ρ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３， Ｙ０ ＝ ６．９ ＧＰａ ．将利用比例边界有限元方法计算

得到的前六阶频率与文献［７］的参考解进行对比，如图 ９ 所示．计算结果表明，比例边界有限元算法具有较高

的精度，对于薄梁 ｌ ／ ｔ ＝ １００和中厚梁 ｌ ／ ｔ ＝ ５ 比例边界有限元解均与参考解基本一致，说明比例边界有限元方

法具有广泛适用性，可精确求解薄梁和厚梁的固有频率．

图 ８　 三层夹层梁

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ３⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

图 ９　 三层简支夹层梁振动频率

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｌａｙｅｒｅｄ ＳＳ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

３．３　 （０° ／ ９０° ／ ０°）三层梁

本例研究不同边界约束下（０° ／ ９０° ／ ０°）三层梁自由振动频率的分布规律，如图 １０ 所示．３ 个梁层的厚度

均为 ｔ ／ ３， 选择 ３ 种长厚比为 ｌ ／ ｔ ＝ ５０，３０ 和 ２０．梁层的材料参数为 Ｅ１ ＝ ４０Ｅ２，Ｅ２ ＝ Ｅ３，Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０．６Ｅ２，Ｇ２３ ＝

０．５Ｅ２，ν １２ ＝ ν １３ ＝ ν ２３ ＝ ０．２５．振动频率按照ω ０ ＝ （ωｌ２ ／ ｔ） ρ ／ Ｅ２ 进行无量纲化，比例边界有限元的计算结果见

表 ３，表中还列出了文献［６］利用高阶剪切变形理论得到的结果．由表 ３ 可知，比例边界有限元解与文献解吻

合较好，并且 ３ 种边界条件下（０° ／ ９０° ／ ０°）复合梁的自振频率均会随着长厚比的增加而增大．
３．４　 （０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）十层梁

为了进一步展示比例边界有限元算法对复杂梁结构的适用性，本例以文献［２９］中的（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／
０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０°）十层梁为研究对象．梁的边界条件分别为 ＳＳ、 ＣＳ、 ＣＣ 和 ＣＦ，其相应的约束情况见表

１ ．每个梁层的厚度均相同，且宽度 ｂ 与总厚度 ｔ 相等，分析两种长厚比 ｌ ／ ｔ ＝ ５ 和 １０ 下振动频率的变化规律．
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梁层的材料参数为 Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ４０，Ｅ２ ＝ Ｅ３，Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０．６Ｅ２，Ｇ２３ ＝ ０．５Ｅ２，ν １２ ＝ ν ２３ ＝ ν １３ ＝ ０．２５．比例边界有限元

方法计算得到的自振频率见表 ４，其中频率根据式 ω ０ ＝ （ωｌ２ ／ ｔ） ρ ／ Ｅ２ 表示为无量纲的形式．由表可知本文

解与文献［２９］的解基本一致，从而比例边界有限元算法求解十层复合梁自由振动频率的适用性和准确性得

到了验证．从表中可以看出，相同长厚比时，两端固支梁的频率值最大，然后依次为一端固支一端简支梁、简
支梁和悬臂梁．同时将图 ７ 与表 ４ 进行对比可知，当 ｌ ／ ｔ 和边界约束相同时，十层梁的振动频率要大于四层梁

的固有频率．

图 １０　 （０° ／ ９０° ／ ０°）三层复合梁

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ３⁃ｌａｙｅｒｅｄ （０° ／ ９０° ／ ０°） ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ

表 ３　 三层梁（０° ／ ９０° ／ ０°）振动频率

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｉｇｅｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ （０° ／ ９０° ／ ０°） ｂｅａｍ

ｌ ／ ｔ ＳＳ ＣＦ ＣＣ

５０

ＳＢＦＥＭ １７．４８０ ６．２７０ ３７．８０８

ｒｅｆ． ［６］ １７．４６２ ６．２６７ ３７．６７９

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．１０７ ０．０５３ ０．３４３

３０

ＳＢＦＥＭ １７．１０３ ６．２０５ ３４．５１１

ｒｅｆ． ［６］ １７．０５５ ６．１９８ ３４．２６８

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．２８１ ０．１１９ ０．７０９

２０

ＳＢＦＥＭ １６．４３２ ６．０８４ ２９．９８２

ｒｅｆ． ［６］ １６．３３８ ６．０７０ ２９．６９５

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．５７８０ ０．２３４ ０．９６７

表 ４　 十层梁的振动频率

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １０⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｂｅａｍ

ｌ ／ ｔ ＳＳ ＣＳ ＣＣ ＣＦ

１０

ＳＢＦＥＭ １０．８６２ １４．０５８ １７．２４５ ４．１８４

ｒｅｆ． ［２９］ １０．８９３ １４．２２１ １７．５８０ ４．１９７

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ －０．２８８ －１．１４７ －１．９０５ －０．３１６

５

ＳＢＦＥＭ ８．１１８ ９．１９９ １０．５４１ ３．４９７

ｒｅｆ． ［２９］ ８．１５６ ９．３５６ １０．７８４ ３．５２７

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ －０．４６７ －１．６７５ －２．２５０ －０．８５６

３．５　 阶梯型悬臂梁

为充分展示本文算法的准确性，以图 １１ 中的阶梯型悬臂梁为例，将比例边界有限元方法求解得到的振

动频率与实验实测值进行对比．为了便于阶梯梁的网格划分，将其分为四个部分，因此图 １１ 中的阶梯梁可视

为由部分 １、２、３ 和 ４ 组成的复合梁．阶梯梁的弹性参数为 Ｅ ＝ １５０ ＧＰａ， ν ＝ ０．３，ρ ＝ ７ ６３４．４ ｋｇ ／ ｍ３，梁截面的

宽度 ｂ ＝ ３ ｃｍ ．阶梯型悬臂梁前 ４ 阶自振频率的计算结果如表 ５ 所示，表中同时展示了实测值［３０］和复合单元

法（ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＣＥＭ） ［３０］的计算结果．由表 ５ 可知，与复合单元法的结果相比，比例边界有限元

解更加接近实验实测值，从而本文算法的正确性再次得到了验证．

５４９第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李文武，等： 基于比例边界有限元的复合梁自由振动频率计算



图 １１　 阶梯型悬臂梁（单位： ｃｍ）

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｓｔｅｐ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

表 ５　 阶梯型悬臂梁的振动频率

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅｐ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

ＳＢＦＥＭ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ［３０］ ＣＥＭ［３０］

１ｓｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ３６．２２４ ９ ３９．０６ ３６．５９５

２ｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ １４６．５８０ ７ １３８．６７ １４８．１３

３ｒｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ４２８．６８３ ８ ４１７．４８ ４３３．７５

４ｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ７８８．２５７ ６ ７７６．３７ ７９８．２８

４　 结　 　 论

本文基于比例边界有限元方法，提出了一种高精度计算复合梁自由振动频率的数值算法．首先，利用比

例边界坐标和虚功原理，将弹性力学偏微分方程简化为易于求解的二阶常微分方程；运用由内部节点力和位

移组成的对偶变量，二阶方程进一步降阶为一阶常微分矩阵方程，其解为解析的矩阵指数函数；然后，采用

Ｐａｄé 级数方法求解矩阵指数函数，得到任意梁层的动力刚度方程；最后，根据相邻梁层交界面处的自由度匹

配原则， 将各梁层组装， 得到复合梁的整体刚度和质量矩阵， 求解特征方程， 进而得到复合梁的自由振动

频率．与其他方法类似，本文算法对复合梁的层数和边界条件均没有限制，对位移沿梁厚方向的变化模式不

采取任何假设并且不需要剪切修正因子．通过三层、四层、十层复合梁和阶梯型悬臂梁固有频率的计算，本文

算法的精确性、高效性和快速收敛性得到了验证．同时计算结果表明，长厚比、边界条件和梁层数目对复合梁

振动频率的分布有重要影响，因此设计复合梁结构时，需予以重点关注．
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造， ２０１２， ３４（４）： ５２⁃５５． （ＸＩＥ Ｊｉｎｒｏｎｇ， ＺＨＯＵ Ｃｕｉｙｉｎｇ， ＣＨＥＮＧ Ｙｅ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｆｒｅｅ ｖｉ⁃
ｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｔｅｐｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ Ｒｅｓｉｓｔａｎｔ Ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｒｅｔｒｏｆｉｔｔｉｎｇ， ２０１２， ３４（４）： ５２⁃５５． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

８４９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


