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摘要：　 传输特征值在反散射唯一性理论中具有十分重要的意义．在含空隙的各向同性非均匀介质折射率扰动下，
研究了 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程传输特征值的存在性问题．首先，通过构造 Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 算子，建立传输特征值问题的等

价形式．然后，进一步构造特征值函数，将扰动的传输特征值问题转化为算子为零特征值的扰动问题．最后，利用隐

函数定理的扰动方法证明传输特征值的存在性．
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０　 引　 　 言

在声波和电磁波的反散射问题中，传输特征值的性质可以被用来估计散射体材料的性质．由于散射体材

料的折射率不能通过远场数据唯一确定，因此利用传输特征值去估计散射体材料的性质就变得尤其重要［１］ ．
此外，传输特征值在反散射理论中对于证明解的唯一性和重构边界方面也有重要的理论意义［２］ ．

目前关于传输特征值的研究主要集中在传输特征值的离散性［３⁃５］、实传输特征值的存在性［３］、传输特征

值在复平面中的位置、求解传输特征值问题以及传输特征值在各种假设下的光谱性［６⁃８］ 等方面．目前，传统

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的数值计算如有限差分法、变分法、插值型边界无单元法［９］等，关于传输特征值的数值模拟如

有限元法、边界元法、谱方法等．戴海等［１０］采用变分法及 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法求解传输特征值问题．计算传输特

征值是在传输特征值存在的基础上进行的，一般情况下，关于传输特征值的存在性问题很难证明，除非对介

质折射率做出限制性的假设．文献［１１］通过研究算子的谱来证明各向同性的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程存在有限个传输

特征值；文献［１２⁃１３］将其思想推广到了各向异性的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程和各向异性的 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程，证明它们也

存在有限个传输特征值；文献［３，１４⁃１５］通过建立 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 性质研究了含空隙的各向同性非均匀介质的内

部传输问题，证明了传输特征值的存在性并形成一个离散集，为传输特征值在无损检测中的应用提供了理论

背景．对于球分层介质，文献［１６⁃１７］通过放宽折射率的条件证明了其存在复传输特征值，文献［１８］通过构造

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃Ｎｅｕｍａｎｎ 算子，将各向同性介质的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的传输特征值问题转化为算子的零特征值问题，
并研究了在介质折射率扰动下实传输特征值的存在性．但关于含空隙的各向同性非均匀介质的折射率在扰

动下，其 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的传输特征值问题的存在性还未得到解决，本文针对该问题展开研究．

图 １　 含有空隙介质的结构

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉａ ｗｉｔｈ ｖｏｉｄｓ

为了更具体地描述问题，我们考虑频率为 ω 的单色

辐射入射波 ｖ 的散射，其满足 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程：
　 　 Δｖ ＋ ｋ２ｖ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ｒｄ（ｄ ＝ ２，３） ． （１）

由有界域 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 作为支集的非均匀散射， 折射率 ｎ 的

实部是有界函数， 使得 ｎ － １ 的支集 Ｆｓｐｔ（ｎ － １） ＝ Ｄ ＼Ｄ
－

０，
其中非均匀介质 Ｄ ⊂ Ｒｄ 包含域 Ｄ０ ⊂ Ｄ，Ｄ０ 为多连通，使

得 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 连通， Ｄ０ 中 ｎ（ｘ）＝ １．假设 ∂Ｄ，∂Ｄ０ 均为 Ｃ２ 光滑曲

线， υ 为 Ｄ 和 Ｄ０ 的单位外法向量（见图 １）．

定义 ｎ ∈ Ｌ∞（Ｄ ＼Ｄ
－

０） 的上界和下界： ｎ∗ ＝ ｓｕｐＤ ＼Ｄ
－
０
Ｒｅ（ｎ），ｎ∗ ＝ ｉｎｆＤ ＼Ｄ

－
０
Ｒｅ（ｎ），ｋ 称为波数，与频率 ω 成正

比．总场 ｕ 分解为 ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｖ， 其中 ｕｓ 为散射场， ｕｓ ∈ Ｈ２
ｌｏｃ（Ｒｄ） 满足

　 　 Δｕｓ ＋ ｋ２ｎｕｓ ＝ － ｋ２（ｎ － １）ｖ，　 　 ｉｎ Ｒｄ（ｄ ＝ ２，３）， （２）
以及外部的 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ 辐射条件

　 　 ｌｉｍ
ｒ→∞

ｒ（ｄ－１） ／ ２ ∂ｕｓ
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－ ｉｋｕｓæ
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－
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－
是紧的 } ．

对于已知存在实传输特征值的折射率， 本文通过对折射率进行扰动来获得“不规则”折射率， 并利用基

于隐函数定理的扰动方法来证明实传输特征值的存在．具体而言， 针对含有空隙的各向同性非均匀介质

（Ｄ ＼Ｄ
－

０，ｎ）， 假设某一 Ｌ∞ 的折射率 ｎ在某种意义下扰动到折射率 ｎε，那么对于足够小的 ε，可以证明在折射

率 ｎ 的实传输特征值附近，存在与 ｎε 对应的实传输特征值．本文研究的目标是传输特征值的存在性问题，现
在面临着将传输特征值的扰动问题转化为紧自伴随算子的零特征值的扰动问题．这一问题是本文所要解决

的关键问题．具体而言，在一般情况下，本文给出了未扰动问题的一个条件，该条件保证在扰动下存在近似传

输特征值．这里的近似传输特征值指的是将同一问题的传输特征值投射到足够大维度的有限维子空间上．
本文的结构如下：首先，介绍含空隙的各向同性非均匀介质的传输特征值问题的不同等价公式，并将传
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输特征值的扰动问题转化为算子零特征值的扰动问题．接下来，定义一个具有两个变量的函数，即波数 ｋ 和

扰动参数 ε ．对于固定的 ε， 函数的零点产生了一个扰动非均匀性的传输特征值．最后，将基于隐函数定理的

扰动方法应用到含有空隙的各向同性非均匀介质上．

１　 含空隙的各向同性非均匀介质的传输特征值问题

下面精确地用 ｖ 和 ｕ ｕｓ ＋ ｖ 表示一般介质的传输特征值问题，设 Ｄ ⊂ Ｒｄ（ｄ ＝ ２，３）， 为折射率 ｎ ∈
Ｌ２（Ｄ） 的各向同性非均匀介质的支集，使得 Ｒｅ（ｎ） ≥ α ＞ ０，Ｉｍ（ｎ） ≥ ０．

定义 １［１９］ 　 对于一般的各向同性非均匀介质的齐次内部传输问题：

　 　

Δｕ ＋ ｋ２ｎｕ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ｄ，
Δｖ ＋ ｋ２ｖ ＝ ０， ｉｎ Ｄ，
ｕ ＝ ｖ， ｏｎ ∂Ｄ，
∂ｕ
∂υ

＝ ∂ｖ
∂υ

， ｏｎ ∂Ｄ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４）

存在非平凡解 ｕ ∈ Ｌ２（Ｄ） 和 ｖ ∈ Ｌ２（Ｄ）， 使得 ｕ － ｖ ∈ Ｈ２
０（Ｄ）， 称 ｋ ∈ Ｃ 的值为传输特征值．

很容易证明，如果 ｘ 在 Ｄ 的某个邻域内， Ｉｍ（ｎ） ＞ ０， 那么传输特征值不存在［１１］ ．另一方面，若 ｘ ∈ Ｄ
－
，

ｎ（ｘ） ＞ １ 或 ｘ ∈ Ｄ
－
，ｎ（ｘ） ＜ １， 则传输特征值存在并形成一个离散集［２０⁃２１］ ．

本文的目的是考虑非均匀介质中含有空隙（即折射率与背景介质相同）的传输特征值问题．Ｄ 和 Ｄ０ 如引

言所述，折射率 ｎ ∈ Ｌ∞（Ｄ） 使得在 Ｄ０ 内， ｎ ＝ １， 且在 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 内几乎处处 ｎ ≥ α ＞ ０．
定义 ２　 对于含空隙的各向同性非均匀介质的齐次内部传输问题：

　 　

Δｕ ＋ ｋ２ｎｕ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ｄ ＼Ｄ
－

０，

Δｕ ＋ ｋ２ｕ ＝ ０， ｉｎ Ｄ０，

Δｖ ＋ ｋ２ｖ ＝ ０， ｉｎ Ｄ，
ｕ ＝ ｖ， ｏｎ ∂Ｄ，
∂ｕ
∂υ

＝ ∂ｖ
∂υ

， ｏｎ ∂Ｄ，

ｕ ＋ ＝ ｕ －， ｏｎ ∂Ｄ０，

∂ｕ ＋

∂υ
＝ ∂ｕ －

∂υ
， ｏｎ ∂Ｄ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５）

存在非平凡解 ｕ ∈ Ｌ２（Ｄ） 和 ｖ ∈ Ｌ２（Ｄ） 使得 ｕ － ｖ ∈ Ｈ２
０（Ｄ ＼Ｄ

－

０），则称 ｋ 为传输特征值．
本节引入该传输特征值问题的另一种等价公式，便于进一步分析．
定义 ３　 算子 Ｎｋ

ｑ：Ｌ２（∂Ｄ∪∂Ｄ０） → Ｌ２（∂Ｄ∪∂Ｄ０） 为 Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 算子， Ｎｋ
ｑφ ＝ Ｕ ∂Ｄ∪∂Ｄ０

，对于 Ｕ∈

Ｖ（Ｄ０） ∩ Ｈ２（Ｄ ＼Ｄ
－

０），Ｕ 满足

　 　

ΔＵ ＋ ｋ２ｑＵ ＝ ０，　 　 ｉｎ Ｄ ＼Ｄ
－

０，

ΔＵ ＋ ｋ２Ｕ ＝ ０， ｉｎ Ｄ０，
∂Ｕ
∂υ

＝ φ， ｏｎ ∂Ｄ，

Ｕ ＋ ＝ Ｕ －， ｏｎ ∂Ｄ０，

∂Ｕ ＋

∂υ
＝ ∂Ｕ －

∂υ
＝ φ， ｏｎ ∂Ｄ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（６）

其中

　 　 Ｖ（Ｄ０） { ｕ ∈ Ｈ２（Ｄ）：Δｕ ＋ ｋ２ｕ ＝ ０， ｉｎ Ｄ０ } ．
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定理 １　 算子 Ｎｋ
ｑ 为自伴随算子和紧算子．

证明　 对 φ，ψ ∈ Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０），令 Ｎｋ
ｑφ ＝ Ｕ ∂Ｄ∪∂Ｄ０

，Ｎｋ
ｑψ ＝ Ｖ ∂Ｄ∪∂Ｄ０

， 那么利用 Ｇｒｅｅｎ 第一公式得

　 　 （Ｎｋ
ｑφ，ψ） Ｌ２（∂Ｄ∪∂Ｄ０）

＝ ∫
∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｎｋ
ｑφ·ψｄｓ ＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｕ·∂Ｖ
∂υ

ｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ÑＵ·ÑＶｄｘ ＋ ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

Ｕ·ΔＶｄｘ ＋ ∫
Ｄ０

ÑＵ·ÑＶｄｘ ＋ ∫
Ｄ０

Ｕ·ΔＶｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ÑＵ·ÑＶｄｘ － ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ｋ２ｑＶ·Ｕｄｘ ＋ ∫
Ｄ０

ÑＵ·ÑＶｄｘ － ∫
Ｄ０

ｋ２Ｖ·Ｕｄｘ，

　 　 （φ，Ｎｋ
ｑψ） Ｌ２（∂Ｄ∪∂Ｄ０）

＝ ∫
∂Ｄ∪∂Ｄ０

φ·Ｎｋ
ｑψｄｓ ＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

∂Ｕ
∂υ

·Ｖｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ÑＵ·ÑＶｄｘ ＋ ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ΔＵ·Ｖｄｘ ＋ ∫
Ｄ０

ÑＵ·ÑＶｄｘ ＋ ∫
Ｄ０

ΔＵ·Ｖｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ÑＵ·ÑＶｄｘ － ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ｋ２ｑＵ·Ｖｄｘ ＋ ∫
Ｄ０

ÑＵ·ÑＶｄｘ － ∫
Ｄ０

ｋ２Ｕ·Ｖｄｘ，

所以 （Ｎｋ
ｑφ，ψ） ＝ （φ，Ｎｋ

ｑψ）， 因此得算子 Ｎｋ
ｑ 为自伴随算子．

令 Ｎｋ∗
ｑ 为 Ｎｋ

ｑ 的伴随算子，那么 Ｎｋ∗
ｑ ：Ｈ１ ／ ２（∂Ｄ∪ ∂Ｄ０） → Ｈ －１ ／ ２（∂Ｄ∪ ∂Ｄ０）， 由 Ｒｅｌｌｉｃｈ 定理可得 Ｎｋ∗

ｑ 为紧

算子，又由紧算子的伴随算子也为紧算子，因此 Ｎｋ
ｑ 为紧算子．定理 １ 得证．

定理 ２　 如果 ｋ ＞ ０ 使得算子 Ｎｋ
０ Ｎｋ

ｎ － Ｎｋ
１ 的核存在非零 φ ∈ Ｌ２（∂Ｄ∪ ∂Ｄ０）， 即 Ｎｋ

０φ Ｎｋ
ｎφ － Ｎｋ

１φ ＝

０， 那么 ｋ 为传输特征值．相反，如果 ｋ ＞ ０ 是一个传输特征值，且对应的特征函数 ｖ 充分正则，那么
∂ｖ
∂υ

在 Ｎｋ
０

的核中．
证明　 对于 ｋ ＞ ０， 若存在非零 φ ∈ Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）， 由于 Ｎｋ

ｎφ ＝ Ｕ ∂Ｄ∪∂Ｄ０
， 对于 Ｕ ∈ Ｖ（Ｄ０） ∩

Ｈ２（Ｄ ＼Ｄ
－

０），Ｕ 满足 ΔＵ ＋ ｋ２ｎＵ ＝ ０， 在 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 内； ΔＵ ＋ ｋ２Ｕ ＝ ０， 在 Ｄ０ 内； ∂Ｕ
∂υ

＝ φ， 在 ∂Ｄ 上； Ｕ ＋ ＝ Ｕ －，∂Ｕ
＋

∂υ
＝

∂Ｕ －

∂υ
＝ φ， 在 ∂Ｄ０ 上．又由于 Ｎｋ

１φ ＝ Ｖ ∂Ｄ∪∂Ｄ０
， 对于 Ｖ∈ Ｖ（Ｄ０） ∩ Ｈ２（Ｄ ＼Ｄ

－

０），Ｖ 满足 ΔＶ ＋ ｋ２Ｖ ＝ ０， 在 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 内；

ΔＶ ＋ ｋ２Ｖ ＝ ０， 在 Ｄ０ 内； ∂Ｖ
∂υ

＝ φ， 在 ∂Ｄ 上； Ｖ ＋ ＝ Ｖ －，∂Ｖ
＋

∂υ
＝ ∂Ｖ －

∂υ
， 在 ∂Ｄ０ 上．若非零 φ 为算子 Ｎｋ

０ 的核，即 Ｎｋ
０φ

＝ Ｎｋ
ｎφ － Ｎｋ

１φ ＝ ０， 则 （Ｕ － Ｖ） ∂Ｄ ＝ ０， 因此可得 ｋ 为传输特征值．反之，若 ｋ ＞ ０ 是一个传输特征值，那么在

∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０ 上令
∂Ｕ
∂υ

＝ ∂Ｖ
∂υ

＝ φ， 易证 Ｎｋ
０φ ＝ Ｎｋ

ｎφ － Ｎｋ
１φ ＝ ０， 因此存在非零

∂ｖ
∂υ

在 Ｎｋ
０ 的核中．定理 ２ 得证．

定义 ４［２］ 　 令 Ｄ 为复平面中区域 Ｄ ⊂ Ｃ， ｆ：Ｄ → Ｘ 由 Ｄ 映射到复 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ ．如果对每一个 ｚ ∈ Ｄ，

极限 ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ ｚ ＋ ｈ） － ｆ（ ｚ）
ｈ

在 Ｘ 中存在，则 ｆ 称为强纯函数．如果对每一个有界线性泛函 ｇ ∈ Ｘ∗， 有 ｚ a

ｇ（ ｆ（ ｚ）） 是 ｚ 的全纯函数，对 ｚ ∈ Ｄ， 则 ｆ 称为弱纯函数．

注 １　 强纯函数显然是弱纯函数．

引理 １［２］ 　 令 Ｄ为复平面中区域 Ｄ⊂ Ｃ， ｆ：Ｄ→ Ｘ 由 Ｄ映射到复 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 的弱纯函数，那么 ｆ为强

纯函数．
引理 ２［２］ 　 设 Ｘ 和 Ｙ是两个 Ｂａｎａｃｈ 空间，Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｌ（Ｘ，Ｙ） 是 Ｘ→ Ｙ的有界线性算子构成的空间．设

Ｄ是 Ｃ 中的一个域，设 Ａ：Ｄ → Ｌ（Ｘ，Ｙ） 是一个算子值函数，使得对每一个 φ ∈ Ｘ， 函数 Ａφ：Ｄ → Ｙ 是弱纯的，
那么 Ａ 是强纯的．

定理 ３　 设在 Ｄ 中 ｑ ＞ ０， 考虑一个区间 （ａ，ｂ） ⊂ Ｒ 使得 ｋ ∈ （ａ，ｂ），ｋ２ 不是式（６）的一个 Ｎｅｕｍａｎｎ 特

征值，其中 φ ＝ ０．令 Ｃ { ｚ ∈ Ｃ：Ｒｅ（ ｚ） ∈ （ａ，ｂ） } ， 那么 Ｎｋ
ｑ：Ｃ → Ｌ（Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）） 关于 ｋ 解析．

注 ２　 Ｌ（Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）） 表示 Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０） 上有界线性算子形成的 Ｂａｎａｃｈ 空间．
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证明　 　 由 Ｒｉｅｓｚ 表示定理定义

　 　 （ＢＵ，Ｖ） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０）
＝ ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

（ÑＵ·ÑＶ
－
＋ ｑＵＶ

－
）ｄｘ，　 　 ∀Ｕ，Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ

－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０），

　 　 （ＫＵ，Ｖ） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０）
＝ ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ｑＵＶ
－
ｄｘ，　 　 ∀Ｕ，Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ

－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０），

　 　 （ℓ，Ｖ） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０）
＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

φＶ
－
ｄｓ，　 　 ∀ℓ，Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ

－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０） ．

∀ℓ，Ｍ，Ｍ，Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０），λ ∈ Ｃ， 则

　 　 （λℓ ＋ Ｍ，Ｖ） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０）
＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

（λφ ＋ ψ）Ｖ
－
ｄｓ ＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

λφＶ
－
ｄｓ ＋ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

ψＶ
－
ｄｓ ＝ λ（ℓ，Ｖ） ＋ （Ｍ，Ｖ），

　 　 ∀φ，ψ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０）；

　 　 （ℓ，λＭ ＋ Ｖ） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０）
＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

φ （λＭ ＋ Ｖ）ｄｓ ＝ λ
－ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

φＭ
－
ｄｓ ＋ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

φＶ
－
ｄｓ ＝ λ

－
（ℓ，Ｍ） ＋ （ℓ，Ｖ），

　 　 ∀φ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０） ．
因此， （·，·） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ

－
０） 为半双线性形式．

对于 （·，·）：Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） × Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） →Ｃ，由迹定理可得 （ℓ，Ｖ） Ｃ ≤α‖ℓ‖Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０）·‖Ｖ‖Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ

－
０），∀ℓ，

Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０）， 因此 （·，·） Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０） 连续．

若 Ｕφ 为式（６）的一个解，那么 Ｕφ ∈ Ｖ（Ｄ０） ∩ Ｈ２（Ｄ ＼Ｄ
－

０）， 满足 ΔＵφ ＋ ｋ２ｑＵφ ＝ ０， 在 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 内；
∂Ｕφ

∂υ
＝ φ，

在 ∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０ 上．根据 Ｇｒｅｅｎ 第一积分定理：对 ∀Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０）， 有

　 　 （（Ｂ － ｚＫ）Ｕφ，Ｖ） ＝ （ＢＵφ，Ｖ） － ｚ（ＫＵφ，Ｖ） ＝

　 　 　 　 （ＢＵφ，Ｖ） － （ｋ２ ＋ １）（ＫＵφ，Ｖ） ＝ ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ÑＵφ·ÑＶ
－
＋ ｑＵφＶ

－
）ｄｘ － （ｋ２ ＋ １）∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ｑＵφＶ
－
ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ÑＵφ·ÑＶ
－
＋ ｑＵφＶ

－
－ ｋ２ｑＵφＶ

－
－ ｑＵφＶ

－
）ｄｘ ＝ ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

（ÑＵφ·ÑＶ
－
＋ ΔＵφＶ

－
）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕφ

∂υ
ｄｓ ＝ ∫

∂Ｄ
Ｖ
－ ∂Ｕφ

∂υ
ｄｓ ＋ ∫

∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕ ＋

φ

∂υ
ｄｓ ＝ ∫

∂Ｄ
Ｖ
－
φｄｓ ＋ ∫

∂Ｄ０

Ｖ
－
φｄｓ ＝ ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－
φｄｓ ＝ （ℓ，Ｖ） ．

因此 Ｕφ 满足 （Ｂ － ｚＫ）Ｕφ ＝ ℓ，其中 ｚ ｋ２ ＋ １．

若 （（Ｂ － ｚＫ）Ｕφ，Ｖ） ＝ （ℓ，Ｖ），∀Ｕφ，Ｖ，ℓ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０）， 利用 Ｇｒｅｅｎ 积分第一定理得

　 　 （ＢＵφ，Ｖ） － （ｋ２ ＋ １）（ＫＵφ，Ｖ） － （ℓ，Ｖ） ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ÑＵφ·ÑＶ
－
＋ ｑＵφＶ

－
）ｄｘ － （ｋ２ ＋ １）∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ｑＵφＶ
－
ｄｘ － ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－
φｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ÑＵφ·ÑＶ
－
＋ ｑＵφＶ

－
－ ｋ２ｑＵφＶ

－
－ ｑＵφＶ

－
）ｄｘ － ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－
φｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫
∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕφ

∂υ
ｄｓ － ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ΔＵφＶ
－
ｄｘ － ｋ２∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ｑＵφＶ
－
ｄｘ － ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－
φｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫
∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕφ

∂υ
－ φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ － ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

Ｖ
－
（ΔＵφ ＋ ｋ２ｑＵφ）ｄｘ ＝ ０，

由 Ｖ 的任意性可得 ΔＵφ ＋ ｋ２ｑＵφ ＝ ０， 在 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 内； ∂Ｕφ ／ ∂υ ＝ φ， 在 ∂Ｄ∪∂Ｄ０ 上．因此， Ｕφ 为式（６）的一个解．

　 　 考虑 （ＢＵ，Ｕ） ＝ ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ÑＵ·ÑＵ
－
＋ ｑＵＵ

－
）ｄｘ ＝ ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ÑＵ ２ｄｘ ＋ ｑ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

Ｕ ２ｄｘ：

当 ０ ＜ ｑ ＜ １ 时，取 ｍ１ ＝ １
２

ｑ， 则 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ÑＵ ２ｄｘ ＋ ｑ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

Ｕ ２ｄｘ ≥ ｍ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ ÑＵ ２ ＋ Ｕ ２）ｄｘ；

当 ｑ ＞ １ 时，取 ｍ２ ＝ １
２
， 则 ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ÑＵ ２ｄｘ ＋ ｑ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

Ｕ ２ｄｘ ≥ ｍ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ ÑＵ ２ ＋ Ｕ ２）ｄｘ ．
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所以，对于 ｑ ＞ ０， 存在 ｍ ＞ ０， 使得 ‖ＢＵ‖Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－
０） ≥ ｍ ‖Ｕ‖Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ

－
０）， 因此 Ｂ 存在有界逆算子 Ｂ －１ ．由

Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） 紧嵌入到 Ｌ２（Ｄ ＼Ｄ
－

０） 可得 Ｋ 为紧算子．

假设
１
ｚ

是紧算子 Ｂ －１Ｋ 在相应域内的特征值，则存在非零 Ｕ，使得 Ｂ －１ＫＵ ＝ １
ｚ
Ｕ，即 ｚＫＵ ＝ ＢＵ等价于对

∀Ｖ ∈ Ｈ１（Ｄ ＼Ｄ
－

０） ∩ Ｖ（Ｄ０）， 有

　 　 ０ ＝ （（ｋ２ ＋ １）ＫＵ，Ｖ） － （ＢＵ，Ｖ） ＝

　 　 　 　 （ｋ２ ＋ １）∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ｑＵＶ
－
ｄｘ － ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

（ÑＵ·ÑＶ
－
＋ ｑＵＶ

－
）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ｋ２ｑＵＶ
－
ｄｘ ＋ ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ｑＵＶ
－
ｄｘ( ) － ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ÑＵ·ÑＶ
－
ｄｘ ＋ ∫

Ｄ ＼Ｄ
－
０

ｑＵＶ
－
ｄｘ( ) ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ｋ２ｑＵＶ
－
ｄｘ － ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕ
∂υ

ｄｓ － ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

ΔＵ·Ｖ
－
ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ｋ２ｑＵ ＋ ΔＵ）Ｖ
－
ｄｘ － ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕ
∂υ

ｄｓ ．

当
∂Ｕ
∂υ

＝ φ ＝ ０ 时，由 ∫
Ｄ ＼Ｄ

－
０

（ｋ２ｑＵ ＋ ΔＵ）Ｖ
－
ｄｘ － ∫

∂Ｄ∪∂Ｄ０

Ｖ
－ ∂Ｕ
∂υ

ｄｓ ＝ ０ 推不出 Ｕ ＝ ０， 与 ｋ２ 不是 Ｎｅｕｍａｎｎ 特征值

矛盾，因此
１
ｚ

不是紧算子 Ｂ －１Ｋ 的特征值，即 Ｂ － ｚＫ ≠ ０， 因此 ｌｉｍｈ→０
［Ｂ － （ ｚ ＋ ｈ）Ｋ］ － ［Ｂ － ｚＫ］

ｈ
＝ － Ｋ 存

在，所以 Ｂ － ｚＫ 关于 ｚ 解析．同理，逆 （Ｂ － ｚＫ） －１ 也是如此．又因为 （Ｂ － ｚＫ）Ｕφ ＝ ℓ 可得 Ｕφ 关于 ｋ 解析．
对每一个有界线性泛函 ｇ ∈ Ｌ２ （∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）∗， 令 ｓ：ｚ aｇ（ ｆ（ ｚ））， 则 ｓ（ ｚ） ＝ ｇ（ ｆ（ ｚ）），ｚ∈ Ｃ， 其中 ｆ Ｎｋ

ｑ，
ｋ ∈ （ａ，ｂ） ．因为 Ｕφ 关于 ｋ 解析，所以

　 　 ｌｉｍ
ｈ→０

Ｕφ（ｋ ＋ ｈ） － Ｕφ（ｋ）
ｈ

＝ ｌｉｍ
ｈ→０

Ｎｑ（ｋ ＋ ｈ）φ － Ｎｑ（ｋ）φ
ｈ

＝ ｌｉｍ
ｈ→０

Ｎｑ（ｋ ＋ ｈ） － Ｎｑ（ｋ）
ｈ

φ

存在，因为 Ｎｋ
ｑ 为紧算子，由 Ｈａｈｎ⁃Ｂａｎａｃｈ 定理可得 ｌｉｍｈ→０

Ｎｑ（ｋ ＋ ｈ） － Ｎｑ（ｋ）
ｈ

在 Ｌ２（∂Ｄ∪ ∂Ｄ０） 中存在，因此

ｌｉｍｈ→０
ｆ（ ｚ ＋ ｈ） － ｆ（ ｚ）

ｈ
存在，则 ｌｉｍｈ→０

ｇ（ ｆ（ ｚ ＋ ｈ）） － ｇ（ ｆ（ ｚ））
ｈ

＝ ｌｉｍｈ→０
ｓ（ ｚ ＋ ｈ） － ｓ（ ｚ）

ｈ
在 Ｃ 中存在，因此

ｓ（ ｚ） ＝ ｇ（ ｆ（ ｚ）） 是 ｚ 的全纯函数．由定义 ４ 得 ｆ：Ｃ → Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０） 为弱纯，由引理 ２ 得 Ｎｋ
ｑ 是强纯的，即 Ｎｋ

ｑ：Ｃ
→ Ｌ（Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）） 关于 ｋ 解析．定理 ３ 得证．

由上可知，对于给定的含有空隙的非均匀介质 （Ｄ，ｎ）， 算子 Ｎｋ
０：Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０） → Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０） 是紧

的，自伴随的，且关于 ｋ 解析．因此 Ｎｋ
０ 有无穷序列的实（正和负）特征值 {Λ ｊ（０，ｋ） } ｊ∈Ｎ 且以 ０ 为唯一的聚点．

因此，有
　 　 Ｎｋ

０φ ｊ － Λ ｊ（０，ｋ）φ ｊ ＝ ０． （７）

如果 Λ ｊ（０，ｋ） ＝ ０ 是一个特征值，那么 ｋ 为传输特征值．反之，如果 ｋ 为传输特征值，其中
∂ｖ
∂υ

在 Ｌ２（∂Ｄ ∪

∂Ｄ０） 中，那么 Λ（０，ｋ） ＝ ０ ( ∂ｖ∂υ 在 Ｎｋ
０ 的核中，所以 Ｎｋ

０
∂ｖ
∂υ

＝ Ｎｋ
ｎ
∂ｖ
∂υ

－ Ｎｋ
１
∂ｖ
∂υ

＝ ０， 此时存在非零向量
∂ｖ
∂υ

作为算

子 Ｎｋ
０ 的零特征值的特征向量，所以 Λ（０，ｋ） ＝ ０ ) ．因此传输特征值的存在性问题转化为求解算子 Ｎｋ

０ 的零特

征值问题．

２　 扰动下传输特征值的存在性

根据隐函数定理的一个特定版本［２１］，利用扰动技术证明含有空隙的非均匀介质 Ｄ 的实传输特征值的存

在性，前提是对于 Ｄ 和 ｎ 的无扰动的传输特征值问题，实传输特征值要具有正则特征函数 ｖ ．
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假设含有空隙的非均匀介质 （Ｄ，ｎ） 对应的无扰动问题存在一个实传输特征值 ｋ０， 使得 Λ（０，ｋ０） ＝ ０．考
虑一个参数为 ε ＞ ０ 的 ｎ 的单参数扰动族 ｎε， 使得 ｎε 在某种意义下收敛到 ｎ ．对于 （Ｄ，ｎε）， 通过定义两个

Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 算子的差 Ｎｋ
ε Ｎｋ

ｎε
－ Ｎｋ

１ ．令紧的、自伴随算子 Ｎｋ
ε 的特征值为 Λ（ε，ｋ） ．如果 Λ（ε，ｋ） ＝ ０ 是

Ｎｋ
ε 的一个特征值，那么 ｋ 就是扰动下含空隙的非均匀介质 （Ｄ，ｎε） 的传输特征值．

本节考虑扰动，使得 ε ∈ （ － δ，δ） 和 ｋ ∈ （ｋ０ － α，ｋ０ ＋ α） 的算子族 Ｎｋ
ε 关于 ε 连续，关于 ｋ 解析．即映

射 ε，ｋ ∈ （ － δ，δ） × （ｋ０ － α，ｋ０ ＋ α） aＮｋ
ε ∈ Ｌ（Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）） 关于 ε 连续，关于 ｋ 解析．其中， ｋ０ ＞ ０ 是

无扰动问题的传输特征值，选取足够小的 α ＞ ０，使得在 （ｋ０ － α，ｋ０ ＋ α） 内没有无扰动问题的其他传输特征

值（由于传输特征值的离散性）．此外，可排除当 ｑ ｎ 和 ｑ １ 时，式（６）的齐次型 Ｎｅｕｍａｎｎ 特征值．需要注意

的是，折射率为 ｎ 的无扰动问题对应于 ε ＝ ０．因此，无扰动的传输特征值问题的主要假设是 （Ｄ，ｎ） 使得传输

特征值是离散的，并以＋∞为唯一聚点．即如果 ｎ∈ Ｌ∞（Ｄ），ｎ ＝ １ 在 Ｄ０ 内，满足 １ ＜ ｎ∗ ≤ ｎ（ｘ） ≤ ｎ∗ ＜ ∞ 或

０ ＜ ｎ∗ ≤ ｎ（ｘ） ≤ ｎ∗ ＜ １，ｘ 在 Ｄ ＼Ｄ
－

０ 内，那么存在无穷多个传输特征值以＋∞为唯一聚点［１９］ ．
本节将隐函数定理应用于 Λ（ε，ｋ）， 以证明在足够小的扰动 ε ＞ ０ 下，存在一个传输特征值．换句话说，

有一个 ｋ ｋ（ε） 使得 Λ（ε，ｋ（ε）） ＝ ０．这里的目的是证明折射率 ｎ 在扰动下含空隙非均匀介质 （Ｄ，ｎ） 的实

传输特征值的存在性．然而，在这个扰动问题中，必须考虑在 ε ＝ ０ 和 ｋ ＝ ｋ０ 邻域内的函数 Λ（ε，ｋ）， 其中

Λ（ε，ｋ０） ＝ ０ 是自伴紧算子 Ｎｋ０
０ 的特征值的一个聚点．这使得在邻域 （ － δ，δ） × （ｋ０ － α，ｋ０ ＋ α） 中定义连续

函数 Λ（ε，ｋ） 而选择 Ｎｋ
ε 特定的特征值变得复杂．

本节的目的是研究传输特征值的扰动问题，即在满足一定条件的情况下，证明在扰动下存在近似的传输

特征值．这里注意，近似传输特征值是同一问题的传输特征值投影到足够高维度的有限维子空间上．现在精

细表述上述问题：
对所有 ｋ，ε 算子 Ｎｋ

ε 将 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０） 映射到自身，令 Ｘ ＝ Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０）， 所以算子 Ｎｋ
ε：Ｘ

→ Ｘ ．如果 ｋ０ 为无扰动问题的传输特征值，那么 ０ 是 Ｎｋ０
０ 的特征值，特征向量为 Ｎｅｕｍａｎｎ 值 φ ．

对 ｊ∈Ｎ， 令 Ｘ ｊ 为 Ｘ 的子空间，对所有 ｊ∈Ｎ，Ｘ ｊ ⊆ Ｘ ｊ ＋１ 且 Ｘ ＝∪ｊ∈ＮＸ ｊ， 假设子空间 Ｘ ｊ 是使得存在 Ｊ∈Ｎ，
对所有 ｊ ＞ Ｊ， 有 φ∈ Ｘ ｊ ．设 Ｘ ｊ 上的内积是由 Ｘ 上的内积诱导的，令 Ｐ ｊ 为 Ｘ ｊ 上的投影．定义 Ｎｋ

ε，ｊ ＝ Ｐ ｊＮ
ｋ
ε Ｘ ｊ

， 注

意 Ｎｋ
ε，ｊ：Ｘ ｊ → Ｘ ｊ ．为了便于标记，简单的记成 Ｎｋ

ε，ｊ ＝ Ｐ ｊＮ
ｋ
ε， 其定义域限制在 Ｘ ｊ 上．那么，对于 ｊ ＞ Ｊ， 考虑 φ∈

Ｘ ｊ，Ｎｋ０
０，ｊφ ＝ Ｐ ｊＮ

ｋ０
０ Ｘ ｊ

φ ＝ Ｐ ｊ０ ＝ ０， 因此，０ 是 Ｎｋ０
０，ｊ 的特征值，特征向量为 φ ．进一步有以下定理．

定理 ４　 ０ 是算子 （Ｎｋ０
０，ｊ）∗ 的特征值，特征向量为 φ ．

证明　 由于 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的投影算子是自伴的，可得 Ｐ ｊ 为自伴算子，由定理 １ 可得 Ｎｋ０
０ 也为自伴算子，

由于 Ｎｋ０
０，ｊ ＝ Ｐ ｊＮ

ｋ０
０ Ｘ ｊ

， 所以 （Ｎｋ０
０，ｊ）∗ ＝ （Ｐ ｊＮ

ｋ０
０ ）∗，φ ∈ Ｘ ｊ， 易证 Ｐ ｊφ ＝ φ ．

对任意 φ，ψ ∈ Ｘ ｊ， 有

　 　 〈（Ｎｋ０
０，ｊ）∗φ，ψ〉 ＝ 〈（Ｐ ｊＮ

ｋ０
０ ）∗φ，ψ〉 ＝ 〈φ，Ｐ ｊＮ

ｋ０
０ ψ〉 ＝

　 　 　 　 〈Ｐ ｊ
∗φ，Ｎｋ０

０ ψ〉 ＝ 〈（Ｎｋ０
０ ）∗Ｐ ｊ

∗φ，ψ〉 ＝ 〈Ｎｋ０
０ Ｐ ｊφ，ψ〉 ．

由于 ψ 的任意性，得 （Ｎｋ０
０，ｊ）∗ ＝ Ｎｋ０

０ Ｐ ｊ， 综上得 （Ｎｋ０
０，ｊ）∗φ ＝ （Ｐ ｊＮ

ｋ０
０ ）∗φ ＝ Ｎｋ０

０ Ｐ ｊφ ＝ Ｎｋ０
０ φ ＝ ０， 因此 ０ 是

（Ｎｋ０
０，ｊ）∗ 的特征值，特征向量为 φ， 定理 ４ 得证．
因为 ０ 是有限维算子 Ｎｋ０

０，ｊ 的一个特征值，将算子 Ｎｋ
ε，ｊ 的特征值记为 Λ ｊ（ε，ｋ）， 其中 Λ ｊ（０，ｋ０） ＝ ０．然后利

用隐函数定理求函数 ｋ ｊ（ε）， 使得 ε 在 ε ＝ ０ 的区间内，有 Λ ｊ（０，ｋ ｊ（ε）） ＝ ０，由定理 ３，可知 Ｎｋ
０ 在复平面 Ｃ 邻

域中关于 ｋ 解析，前提是 ｋ２ 不是式（６）的特征值．注意后文 〈·，·〉 Ｌ２（∂Ｄ∪∂Ｄ０） 表示 Ｌ２（∂Ｄ ∪ ∂Ｄ０） 上的内积．

定理 ５　 假设
ｄＮｋ

ε

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，φ ≠ ０ 对所有 ｊ ＞ Ｊ， 存在 ε ｊ，∗ ＞ ０， 使得对所有 ε ∈ （ － ε ｊ，∗，ε ｊ，∗），

存在 ｋ ｊ（ε） 使得 Λ ｊ（ε，ｋ ｊ（ε）） ＝ ０， 其中 ｋ ｊ（０） ＝ ｋ０， 使得 Λ ｊ（０，ｋ ｊ（０）） ＝ ０．
证明　 由于在有限维中特征值是多项式的零点，又因为多项式的零点连续地依赖于系数，而系数又连续

地依赖于参数，且由定理 ３ 可知，算子 Ｎｋ
ε 关于 ｋ 是解析的，因此 Λ ｊ（ε，ｋ） 关于 ε，ｋ 是连续的．由于 ｋ０ 为无扰

动问题的特征值，所以 Λ ｊ（０，ｋ０） ＝ ０， 因此满足隐函数定理的部分假设．
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由于 Ｎｋ
０ 关于 ｋ 是解析的，那么在有限维的限制下 Ｎｋ

０，ｊ 关于 ｋ 是解析的，由 Ｒｅｌｌｉｃｈ 经典结果［２２⁃２３］，得到

特征值关于 ｋ 是可微的．易得

　 　
ｄΛ ｊ

ｄｋ
（０，ｋ０） ＝

ｄＮｋ
ε，ｊ

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，φ

〈φ，φ〉
．

因为
ｄＮｋ

ε，ｊ

ｄｋ
＝
ｄ（Ｐ ｊＮ

ｋ
ε）

ｄｋ
＝ Ｐ ｊ

ｄＮｋ
ε

ｄｋ
， 其中 Ｐ ｊ 为自伴随，且 Ｐ ｊφ ＝ φ， 因此上式可表示为

　 　
ｄΛ ｊ

ｄｋ
（０，ｋ０） ＝

ｄＮｋ
ε，ｊ

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，φ

〈φ，φ〉
＝

ｄ（Ｐ ｊＮ
ｋ
ε）

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，φ

〈φ，φ〉
＝

　 　 　 　
Ｐ ｊ

ｄＮｋ
ε

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，φ

〈φ，φ〉
＝

ｄＮｋ
ε

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，Ｐ ｊφ

〈φ，φ〉
＝

ｄＮｋ
ε

ｄｋ （ε，ｋ） ＝ （０，ｋ０）

φ，φ

〈φ，φ〉
≠ ０．

由定理 ５ 的假设可知，由隐函数定理［２１］，存在一条连续曲线 ｋ ｊ（ε）， 使得 Λ ｊ（ε，ｋ ｊ（ε）） ＝ ０， 曲线满足 ｋ ｊ（０） ＝
ｋ０， 定理 ５ 得证．

３　 总结与展望

本文构造了 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃Ｎｅｕｍａｎｎ 算子，得到了含空隙的各向同性非均匀介质 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的传输特征值

问题的等价形式；通过定义两个 Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 算子的差，将传输特征值的扰动问题转化为紧自伴随算子

的零特征值的扰动问题；最后利用隐函数定理的扰动方法证明了介质折射率扰动下传输特征值的存在性．今
后的工作方向可以研究其他介质扰动下，如各向异性非均匀介质的扰动，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的传输特征值的存

在性问题．
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