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摘要：　 采用交叉梁系结构比拟求解正交各向异性薄板结构，给出了两种结构在静力分析和自由振动分析中的相

容性条件；对于满足相容性条件且仅含有简支和固支组合边界的相容问题，论证了其解答随着交叉梁系网格加密

可收敛到正交各向异性板的理论解．进一步建立了所有类型内力的计算公式，并给出了采用 ３Ｄ 结构力学求解器求

解的算法实施和数值算例（包括矩形板和圆形板问题），用以验证理论分析的正确性．
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０　 引　 　 言

交叉梁系和薄板结构是工程中常见的结构形式，前者为杆件结构，属于结构力学内容；后者为平板结构，
属于弹性力学内容．两种结构形式不同，但其控制微分方程却有相似性，使得人们不断探索两者之间比拟求

解的可能性．比拟求解有以下两种解法．
解法一是用薄板理论近似求解交叉梁系结构［１］ ．计算机方法出现之前，交叉梁系的求解并不比板的求解
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更容易、更方便［２］，因此大多比拟求解的研究都是用薄板的理论解近似地给出交叉梁系的解［１］ ．Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
等［１］在其著名专著中，就介绍了将各向异性板理论应用于交叉梁系的求解方法．此法纯为简化近似方法．

解法二是用交叉梁系比拟求解薄板结构［３⁃４］ ．解法一隐含着解法二，但对解法二研究得并不多．实际上，
将解法一［１］中的各向异性板简化为各向同性板，便可明确地获得用交叉梁系比拟求解薄板弯曲问题所需要

的刚度比拟关系．我国学者张玉敏等［３］ 直接对各向同性板分析，得到了与文献［１］相同的刚度比拟关系，并
给出了用交叉梁系计算简支矩形板的自振频率的算例，但没有给出静力计算的算例，也没有讨论和研究随着

网格加密是否可以收敛于薄板理论解这一理论问题．
笔者［４］对解法二做了深一步研究，提出了交叉梁系理论和各向同性薄板理论之间相容性的概念，对于

满足相容性条件且仅含有简支和固支组合边界的相容问题，从理论上论证了其解答随着交叉梁系网格加密

可收敛到薄板的理论解．采用 ３Ｄ 结构力学求解器作为方便可靠的求解工具，文献［４］给出了多个具有代表

性的数值算例（包括三角形板和圆形板），验证了理论分析的正确性及数值算法的有效性．至此，解法二就不

仅仅是一般的简化近似方法，而是类似于有限元法、有限差分法一类的、可以无限逼近薄板理论解的数值逼

近方法．
然而，若将解法二应用于各向异性板问题，由于弹性系数的增加和微分方程形式的改变，需要重新研究

和确定相容的刚度对应关系；而文献［４］中只给出了弯矩的算法，扭矩和剪力的算法也有待建立．近年来对于

各向异性薄板的数值方法研究并不少见［５⁃１１］，但是更多是从应用出发．本文基于文献［４］中对各向同性板研

究的成功，对用交叉梁系比拟正交各向异性薄板进行分析研究，给出了两种结构理论在静力分析和自由振动

分析中的相容性条件；对于相容问题，论证了其解答随着交叉梁系网格加密可收敛到正交各向异性板的理论

解．文中对所有类型的内力建立了计算公式，并给出了采用 ３Ｄ 结构力学求解器求解的算法实施和数值算例

（包括矩形板和圆形板问题），用以验证理论分析的正确性，同时也展示了 ３Ｄ 求解器的出色性能．

１　 问 题 简 述

１．１　 正交各向异性板

设正交各向异性板的材料性质有三个对称面，且与坐标面重合，则应力⁃应变关系（参照文献［１］的符

号）可表示为

　 　
σｘ ＝ Ｅ′ｘεｘ ＋ Ｅ″εｙ，
σｙ ＝ Ｅ′ｙεｙ ＋ Ｅ″εｘ，
τｘｙ ＝ Ｇγｘｙ，
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î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中 σｘ 和 σｙ 为 ｘ，ｙ 方向正应力，εｘ 和 εｙ 为 ｘ，ｙ 方向正应变，τｘｙ 为剪应力，γｘｙ 为剪应变，共有 Ｅ′ｘ，Ｅ″，Ｅ′ｙ 和 Ｇ
四个弹性常数．进而，板的弯矩、扭矩和剪力可表示为
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其中 Ｍｘ 和 Ｍｙ 为弯矩， Ｍｘｙ 为扭矩， Ｑｘ 和 Ｑｙ 为剪力， ｗ 为挠度，
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ｈ 为板的厚度．利用微元体平衡，可以导出用挠度表示的控制微分方程［１］：

　 　 Ｄｘ
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ２Ｈ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｙ２

＋ Ｄｙ
∂４ｗ
∂ｙ４

＝ ｑ， （５）

其中 ｑ 为分布荷载．为了简明起见，以下将“正交各向异性”简称为“各向异性”．
１．２　 交叉梁系

图 １　 交叉梁系结构

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｒｉｄｗｏｒｋ ｓｙｓｔｅｍ

为了简明起见，本文以方板为例进行讨论．对于一般的矩形

板，在不同方向使用各自的几何尺寸即可；而对于非规则形状的

板，仍采用规则矩形网格，只要在边界上将梁截断即可［４］ ．考虑边

长为 Ｌ 、厚度为 ｈ 的方板，将其划分为 Ｎ × Ｎ 规则网格，其网格线

构成 （Ｎ ＋ １） × （Ｎ ＋ １） 横竖十字交叉梁系（图 １），每根梁宽 ｂ ＝
Ｌ ／ Ｎ， 高为 ｈ ．以下将水平方向（沿 ｘ 方向）的梁称为横梁，竖直方

向（沿 ｙ 方向）的梁称为纵梁．记各个横梁截面的抗弯刚度为 ＥＩ１，
抗扭刚度为 ＧＪ１， 各个纵梁截面的相应刚度记为 ＥＩ２ 和 ＧＪ２ ．为区

分起见，以下对梁的挠度和内力均冠以“~”，即分别记为 ｗ，Ｍｘ，
Ｍｙ 等．将交叉梁系看作连续化结构，则常微分可以用偏微分取代，
由结点的平衡，可以得到交叉梁系结点处的控制微分方程［１］：
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ＧＪ２
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∂ｘ２∂ｙ２

＋
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∂ｙ４

＝ ｑ ． （６）

２　 相 容 问 题

２．１　 微分方程的相容性

考察式（５）和式（６）两个不同结构的微分方程，可见形式相似，只是系数不一样．易见，若将式（６）中交叉

梁系的刚度系数取为

　 　
ＥＩ１
ｂ

＝ Ｄｘ，
ＥＩ２
ｂ

＝ Ｄｙ，
ＧＪ１

ｂ
＝
ＧＪ２

ｂ
＝ Ｈ， （７）

则式（５）和式（６）两个方程是相容的，亦即在交叉梁系网格无限加密的极限状态下，互为同解方程［ ４］ ．亦即随

着交叉梁系网格加密其解收敛于薄板理论解．至此，式（７）即为微分方程的相容性条件．值得一提的是，相容

性对于自由振动的特征值问题也适用，只需将以上两式中荷载项 ｑ 分别替换为 ｍω２ｗ 和 ｍω２ｗ 即可，其中 ｍ
和 ω 分别为板的均布质量和自然频率．本文算例部分将提供自由振动问题的算例．
２．２　 边界条件的相容性

若要交叉梁系的解答 ｗ 趋于薄板理论解 ｗ， 除了微分方程相容之外，边界条件也须相容．本文的正交各

向异性板与文献［４］的各向同性板在边界条件的相容性上并无不同，亦即：
１） 固支边界是完全相容的；
２） 简支边界是渐近相容的；
３） 自由边界是不相容的．

２．３　 相容问题的收敛性

当板的边界由固支和简支边组合而成，则交叉梁系在控制微分方程和边界条件上都是相容的，将其称为

相容问题；而含有自由边界的板与交叉梁系在边界条件上是互不相容的，称为非相容问题．对于相容问题，随
着交叉梁系网格的加密，梁的挠度 ｗ 收敛于板的挠度 ｗ， 即当 Ｎ → ∞ 时， ｗ → ｗ， 且相应的各个内力也是收

敛的；而对于非相容问题，交叉梁系的结果并不能收敛到板的理论解［４］ ．
需要强调的是，针对自由边界问题，本文给出了与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论不同的自由边界薄板解法，即不引

入等效剪力假定的方法，故与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论解不相容，因此也不收敛于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论解．
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３　 算 法 实 施

同文献［４］，本文也采用 ３Ｄ 结构力学求解器求解交叉梁系问题［１２⁃１３］ ．３Ｄ 求解器在算法上采用（静力和

动力）精确杆件单元的矩阵位移法，可以对一般的空间杆件结构（包括交叉梁系结构）的静力问题和自由振

动问题给出精确解答（其精确算法可参见文献［１４］）．本节将对使用 ３Ｄ 求解器所需要的相关处理和算法做

一讨论，特别是继文献［４］给出弯矩算法，本节给出所有类型内力的计算方法．
１） 截面刚度的选取

无论是静力分析还是频率振型计算，梁的截面刚度均按式（７）选取．
２） 均布荷载的处理

将均布荷载等效为各个梁上的线荷载 ｑ－ ＝ ｑｂ ／ ２．
３） 均布质量的处理

将均布质量等效为各个梁的线质量 ｍ－ ＝ ｍｂ ／ ２．
４） 转动惯量的处理

将线转动惯量取为 Ｊ
－

ｍ ＝ ｍ－ ｂ２ ／ １２．
５） 边界梁的处理

为了保证相容性，对边梁不作特殊处理．
６） 非规则区域

交叉梁系法可以方便地求解非规则几何区域上的板问题，见文献［４］和本文例 ２ 圆形板的求解．
７） 弯矩的计算

以内部结点处弯矩为例，设水平方向左右两侧梁端的弯矩为 Ｍｘ－，Ｍｘ＋， 竖直方向上下两侧梁端的弯矩

为 Ｍｙ＋，Ｍｙ－， 则结点处的弯矩应取两侧的平均值，并转换为单位长度的弯矩，即

　 　 Ｍｘ ＝
Ｍｘ－ ＋ Ｍｘ＋

２ｂ
， Ｍｙ ＝

Ｍｙ－ ＋ Ｍｙ＋

２ｂ
． （８）

如果两个方向梁的宽度不同，则应采用各自的宽度，下同．由于交叉梁系计算出来的弯矩和挠度的关系为

　 　 Ｍｘ ＝ － Ｄｘ
∂２ｗ
∂ｘ２ ， Ｍｙ ＝ － Ｄｙ

∂２ｗ
∂ｙ２ ， （９）

与式（２）相对比，可得到换算为板的弯矩的公式：

　 　 Ｍｘ ＝ Ｍｘ ＋
Ｄ１

Ｄｙ
Ｍｙ， Ｍｙ ＝ Ｍｙ ＋

Ｄ１

Ｄｘ
Ｍｘ ． （１０）

８） 扭矩的计算

以内部结点处扭矩为例．与弯矩的计算类似，结点处的扭矩应取两侧的平均值，并转换为单位长度的扭

矩，即

　 　 Ｔｘ ＝
Ｔｘ－ ＋ Ｔｘ＋

２ｂ
， Ｔｙ ＝

Ｔｙ－ ＋ Ｔｙ＋

２ｂ
． （１１）

由于薄板理论只有一个扭矩 Ｍｘｙ（ ＝ Ｍｙｘ）， 则结点处的扭矩应取两个方向扭矩的平均值，将其记作

　 　 Ｔｘｙ ＝
Ｔｘ ＋ Ｔｙ

２
． （１２）

由于交叉梁系计算出来的扭矩和挠度的关系为

　 　 Ｔｘｙ ＝ － Ｈ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

， （１３）

与式（２）相对比，可得到换算为板的扭矩的公式：

　 　 Ｍｘｙ ＝ －
２Ｄｘｙ

Ｈ
Ｔｘｙ ． （１４）
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９） 剪力的计算

注意式（３）的含 Ｈ 项中有混合导数的导数，而对于交叉梁系，其各杆没有外加扭矩荷载，各杆件扭矩均

为常数，即式（１３）中的混合导数 ∂２ｗ ／ （∂ｘ∂ｙ） 为常数，再取导后将消失，因此在交叉梁系中不考虑含 Ｈ 项．
以内部结点处剪力为例．与弯矩的计算类似，结点处的剪力应取两侧的平均值，并转换为单位长度的剪

力，即

　 　 Ｑｘ ＝
Ｑｘ－ ＋ Ｑｘ＋

２ｂ
， Ｑｙ ＝

Ｑｙ－ ＋ Ｑｙ＋

２ｂ
． （１５）

由于交叉梁系计算出来的剪力和挠度的关系为

　 　 Ｑｘ ＝ － Ｄｘ
∂３ｗ
∂ｘ３ ， Ｑｙ ＝ － Ｄｙ

∂３ｗ
∂ｙ３ ， （１６）

与式（３）相对比，可见式（１５）即为换算为板的剪力公式

　 　 Ｑｘ ＝ Ｑｘ， Ｑｙ ＝ Ｑｙ ． （１７）
值得一提的是，剪力计算中虽然缺失了含 Ｈ 项，但数值算例显示仍能收敛到理论解．

为明晰，以上各类内力的计算公式汇总在表 １ 中．
表 １　 内力计算公式汇总

Ｔａｂｌｅ１　 Ｆｏｒｍｕｌａｓ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅｓ

ｎｏｄｅ ａｖｅｒａｇｅ ｆｏｒｍｕｌａｓ

ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ Ｍｘ ＝
Ｍｘ－ ＋ Ｍｘ＋

２ｂ
， Ｍｙ ＝

Ｍｙ－ ＋ Ｍｙ＋

２ｂ
Ｍｘ ＝ Ｍｘ ＋

Ｄ１

Ｄｙ
Ｍｙ， Ｍｙ ＝ Ｍｙ ＋

Ｄ１

Ｄｘ
Ｍｘ

ｔｏｒｑｕｅｓ Ｔ ｘｙ ＝
Ｔ ｘ－ ＋ Ｔ ｘ＋ ＋ Ｔ ｙ＋ ＋ Ｔ ｙ－

４ｂ
Ｍｘｙ ＝ －

２Ｄｘｙ

Ｈ
Ｔ ｘｙ

ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ Ｑｘ ＝
Ｑｘ－ ＋ Ｑｘ＋

２ｂ
， Ｑｙ ＝

Ｑｙ－ ＋ Ｑｙ＋

２ｂ
Ｑｘ ＝ Ｑｘ， Ｑｙ ＝ Ｑｙ

４　 数 值 算 例

所有算例均用 ３Ｄ 结构力学求解器计算求解．本文方法可以求解一般的相容问题，并不受板的形状和荷

载形式的限制，但为了验证本文的理论和算法，只选择了有理论解可比较的算例，包括均布荷载作用下的简

支矩形板、固支圆板的弯曲问题，以及简支方板的自由振动问题．例 １ 和例 ２ 的解析解均引自文献［１］，例 ３
的解析解引自文献［１５］，而频率计算的解析解可简单地自行算出．表格中的 Ｎｘ 和 Ｎｙ 分别表示 ｘ 和 ｙ 方向单

元数．
例 １　 各向异性简支矩形板

文献［１］中对双向配筋的钢筋混凝土薄板的刚度建议采用 Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ， 并对均布荷载作用下相应的简

支矩形板给出了级数解，其板中心处的解可表示为

　 　 ｗｃ ＝ α ｑｂ
－ ４

Ｄｙ
， （１８ａ）

　 　 Ｍｘｃ ＝ β１ ＋ β２
Ｅ″
Ｅ′ｘ

　 Ｄｘ

Ｄｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
ｑａ－ ２

ε－ ２ ， （１８ｂ）

　 　 Ｍｙｃ ＝ β２ ＋ β１
Ｅ″
Ｅ′ｙ

　 Ｄｙ

Ｄｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｑｂ

－ ２， （１８ｃ）

其中 ａ－，ｂ
－
为板在 ｘ，ｙ 方向的边长， ε－ 为反映各向异性比值的参数，

　 　 ε－ ＝ ａ－

ｂ
－

４ Ｄｙ

Ｄｘ
． （１９）

文献［１］对于不同比值 ε－ 给出了系数 α，β１，β２ 的结果．需要一提的是，文献［１］中对式（１８ｂ）中的 ε－ ２ 误给为 ε－，
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本文对此做了纠正．从解的结构可以看出，对于给定的比值 ε－， 可以有两种等效的工况用来计算系数．
工况Ⅰ： 材料各向同性，几何各向异性，即取

　 　 ａ－ ／ ｂ
－ ＝ ε－， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １； （２０）

工况Ⅱ： 材料各向异性，几何各向同性，即取

　 　 ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ ε－ ． （２１）

本例将考虑两种比值： ε－ １ ＝ １．２， ε－ ２ ＝ ２．对于每个给定的比值，又分别采用两种工况计算解答系数，用以

检验两种工况的解答是否收敛到相同的解．值得一提的是，求得交叉梁系的弯矩（式（８））后，应当用下式计

算弯矩系数：
　 　 β１ ＝ Ｍｘε

－ ２， β２ ＝ Ｍｙ ． （２２）
例 １（ａ） 　 各向异性比值 ε－ ＝ １．２
为了检验收敛性，采用了一系列均匀加密网格，工况Ⅰ和工况Ⅱ的计算结果分别列于表 ２ 和表 ３．可以看

出，位移和弯矩系数均稳步地收敛于薄板解析解，表明本文方法对各向同性和各向异性板弯曲问题具有同等

适用性．从误差量级来看，内力的精度并不比位移差，表 ３ 中 ８×８ 和 １６×１６ 网格上弯矩解答的误差分别在 ５％
和 ３％上下，可满足一般的工程设计需求．

例 １（ｂ） 　 各向异性比值 ε－ ＝ ２
工况Ⅰ和工况Ⅱ的计算结果分别列于表 ４ 和表 ５．可以看出，位移和弯矩系数均稳步地收敛于薄板解析

解．由于 ｙ 方向抗弯刚度大幅强于 ｘ 方向抗弯刚度（Ｄｙ ＝ １６Ｄｘ），Ｍｙ 占主导成分，Ｍｘ 相对较弱，以致 β１ 在收敛

于解析解时出现小幅局部扰动．
表 ２　 ε－ ＝ １．２ 时，工况Ⅰ的四边简支板的结果 （ａ－ ／ ｂ

－ ＝ １．２， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄｓ ｆｏｒ ｃａｓｅ Ⅰ ｗｉｔｈ ε－ ＝ １．２ （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １．２， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １）

Ｎｘ × Ｎｙ α ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β１ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β２ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

１２×１０ ０．５３２ ５ ５．７５ ３．３１６ ３．６１ ５．０４８ ３．６６

２４×２０ ０．５４６ ８ ３．２２ ３．３６５ ２．１９ ５．１１５ ２．４９

４８×４０ ０．５５５ ４ １．７０ ３．３９８ １．２３ ５．１６９ １．３６

９６×８０ ０．５６０ １ ０．８７ ３．４１７ ０．６８ ５．２０１ ０．７５

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ ０．５６５ ３．４４ ５．２４

表 ３　 ε－ ＝ １．２ 时，工况Ⅱ的四边简支板的结果 （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １．２）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄｓ ｆｏｒ ｃａｓｅ Ⅱ ｗｉｔｈ ε－ ＝ １．２ （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １．２）

Ｎ × Ｎ α ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β１ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β２ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ０．５０７ ３ １０．２ ３．３３１ ３．１５ ５．１３７ １．９７

８×８ ０．５２５ ４ ７．００ ３．３２５ ３．３４ ５．０１６ ４．２８

１６×１６ ０．５４１ ７ ４．１３ ３．３５９ ２．３６ ５．０７７ ３．１２

３２×３２ ０．５５２ ４ ２．２４ ３．３９２ １．３９ ５．１４４ １．８３

６４×６４ ０．５５８ ４ １．１６ ３．４１３ ０．７９ ５．１８７ １．０１

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ ０．５６５ ３．４４ ５．２４

表 ４　 ε－ ＝ ２ 时，工况Ⅰ的四边简支板的结果 （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ ２， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄｓ ｆｏｒ ｃａｓｅ Ⅰ ｗｉｔｈ ε－ ＝ ２ （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ ２， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １）

Ｎｘ × Ｎｙ α ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β１ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β２ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

８×４ ０．９３３ ９ ７．８１ １．４９５ １４．１ ９．３８１ ２．６９

１６×８ ０．９７０ １ ４．２４ １．６８４ ３．２２ ９．３８６ ２．６３

３２×１６ ０．９９０ ４ ２．２３ １．７２８ ０．６９ ９．４８３ １．６３

６４×３２ １．００１ ３ １．１５ １．７３９ ０．０８ ９．５５６ ０．８７

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ １．０１３ １．７４ ９．６４
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表 ５　 ε－ ＝ ２ 时，工况Ⅱ的四边简支板的结果 （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ ２）

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄｓ ｆｏｒ ｃａｓｅ Ⅱ ｗｉｔｈ ε－ ＝ ２ （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ ２）

Ｎ × Ｎ α ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β１ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ β２ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ０．９５２ ０ ６．０２ ０．９８６ ４３．４ ９．５８０ ０．６２

８×８ ０．９７８ ６ ３．４０ １．６３７ ５．８９ ９．４５６ １．９１

１６×１６ ０．９９２ ５ ２．０３ １．７３９ ０．０４ ９．４９０ １．５６

３２×３２ １．００１ ５ １．１３ １．７５２ ０．６８ ９．５５０ ０．９３

６４×６４ １．００６ ９ ０．６１ １．７４９ ０．５４ ９．５９３ ０．４８

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ １．０１３ １．７４ ９．６４

　 　 例 ２　 各向异性固支圆形板

文献［１］对均布荷载作用下的椭圆形固支板，给出了封闭形式的解析解：

　 　 ｗ ＝ ｗ０
１ － ｘ２

ａ－ ２
－ ｙ２

ｂ
－ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （２３）

其中 ａ－ 和 ｂ
－
分别为椭圆的长半轴和短半轴，且

　 　 ｗ０ ＝ ｑ
２４Ｄｘ

ａ－ ４
＋ １６Ｈ
ａ－ ２ｂ

－ ２
＋

２４Ｄｙ

ｂ
－ ４

． （２４）

由此，可导出弯矩、扭矩和剪力的理论解，可用来检验扭矩和剪力的计算效果．

图 ２　 圆形板的 ８×８ 网格

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ８×８ ｇｒｉｄ ｏｆ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

不失一般性，本例取圆形板 （ａ－ ＝ ｂ
－
） 计算．图 ２ 所示为圆形

板的 ８×８ 网格．本例为曲线边界的非规则区域，采用方形网格，
横、竖梁的宽度相同，方便计算；由于是固定边界，无须在边界上

生成边梁．本例考虑与例 １ 相同的刚度 Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ．
仿照例 １，分别考虑两种各向异性比值： ε－ １ ＝ １．２， ε－ ２ ＝ ２．对

于每个给定的比值，计算板中心挠度和弯矩、内点和边界点的剪

力和扭矩．计算内力时，不失一般性地设 Ｄ１ ＝ ０．各向异性比值为

ε１ ＝ １．２ 的计算结果分别列于表 ６—８；各向异性比值为 ε－ ＝ ２ 的

计算结果分别列于表 ９—１１．可以看出，所有情况都能稳定收敛

到板的解析解．从收敛速度上看，内点解大致为 ２ 阶收敛，而边界点大致只有 １ 阶收敛；这一方面是由于边结

点杆件少，未能从结点平均获得更高精度，另一方面是对曲线边界的近似也影响解答精度．本例表明了本文

方法对非规则区域的灵活适用性和稳定有效性．
例 ３　 各向异性简支方板

为了更广泛地检验，此例引自文献［１５］，解析解引自其中的表 ６．２．２．给定数据为 ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝

１ ／ ５ ， ν ＝ ０．２５， Ｄｘｙ ＝ ０．５Ｄｙ， Ｄ１ ＝ νＤｙ， Ｈ ＝ （１ ＋ ν）Ｄｙ， 承受均布荷载 ｑ ．板中心的挠度和弯矩的计算结果

列于表 １２．同样，各个计算值都能快速稳定收敛到板的解析解．
例 ４　 四边简支方板的频率和振型

文献［３］计算了一个各向同性四边简支矩形薄板的前 １０ 阶频率；文献［４］采用 ３Ｄ 求解器计算了同一问

题的前 ７０ 阶频率，获得了更好的精度和收敛性．本文对例 １ 中各向异性 （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １．２） 方板，用 ３Ｄ

求解器计算其前 ７０ 阶频率系数，频率值为频率系数乘以 Ｄｙ ／ ｍ
－ ／ ｂ２ ．

本例为相容问题，加密网格应该收敛到板的理论解．为了验证和展示收敛性，采用一系列均匀加密的网

格计算了前 ７０ 阶频率．表 １３ 给出了前 １０ 阶频率系数的收敛结果，图 ３ 给出了前 ７０ 阶频率系数相对误差分

布图，表 １４ 给出了前 ７０ 阶频率系数各个网格下各自的最大误差（均等于第 ７０ 阶频率系数的误差），可见收
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敛很快，大致在 ２ 阶上下．图 ４ 给出了本文方法计算的第 ５ 阶和第 １０ 阶振型．
表 ６　 固支圆板中心挠度和弯矩的结果 （ε－ ＝ １．２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ε－ ＝ １．２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｎ × Ｎ ｗｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｙｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ２．２６７ ５．８４ ４．２０７ １．８２ ９．３３７ ８．９８

８×８ ２．１７０ １．３１ ４．１４５ ０．３２ ８．７６６ ２．３１

１６×１６ ２．１４９ ０．３１ ４．１３４ ０．０４ ８．６１８ ０．５８

３２×３２ ２．１４４ ０．０７ ４．１３２ ０．０１ ８．５８０ ０．１４

６４×６４ ２．１４２ ０．００ ４．１３２ ０．００ ８．５７１ ０．０３

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ ２．１４２ ４．１３２ ８．５６８

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ４ ／ （１００Ｄｙ） ｑａ－ ２ ／ １００ ｑａ－ ２ ／ １００

表 ７　 固支圆板内点剪力和扭矩的结果 （ε－ ＝ １．２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｔｏｒｔｉｏｎａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ε－ ＝ １．２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｎ × Ｎ Ｑｘ（ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｑｙ（ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｙ（ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ １８．４６２ ３ ０．６４ ３２．７７５ ４ ３．５４ ２．７１４ ７ ８．７５

８×８ １８．０３６ ７ １．６８ ３１．９４３ ９ ０．９２ ２．９６２ ６ ０．４２

１６×１６ １８．２８７ ５ ０．３１ ３１．６６２ ９ ０．０３ ２．９７６ １ ０．０４

３２×３２ １８．３２９ ２ ０．０９ ３１．６４７ ６ ０．０２ ２．９７５ ４ ０．０１

６４×６４ １８．３４０ ８ ０．０２ ３１．６５２ ０ ０．０１ ２．９７５ ２ ０．００

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ １８．３４５ ３１．６５４ ２．９７５

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ２ ／ １００

表 ８　 固支圆板边界点剪力和扭矩的结果 （ε－ ＝ １．２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｔｏｒｔｉｏｎａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ε－ ＝ １．２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｎ × Ｎ Ｑｘ（ａ－，０） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｑｙ（０，ａ－） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｙ（ ３ ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ３７．７０３ ２．７６ ５９．８２１ ５．５１ ４．１３６ １９．７３

８×８ ３６．９５０ ０．７０ ６１．３３１ ３．１２ ４．８１７ ６．５３

１６×１６ ３６．６２０ ０．２０ ６２．１４１ １．８４ ４．８１６ ６．５４

３２×３２ ３６．５２８ ０．４５ ６２．６５３ １．０４ ５．０００ ２．９６

６４×６４ ３６．５５３ ０．３７ ６２．９５３ ０．５４ ５．０９１ １．１５

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ ３６．６９ ６３．３１ ５．１５

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ２ ／ １００

表 ９　 固支圆板中心挠度和弯矩的结果 （ε－ ＝ ２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ε－ ＝ ２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｎ × Ｎ ｗｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｙｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ３．５１１ ３．５７ ０．２０５ １ ７５．８ １４．７９ ９．０６

８×８ ３．４１７ ０．７９ ０．６８３ ０ １９．４ １３．８６ ２．２３

１６×１６ ３．３９５ ０．１７ ０．８０５ ４ ４．９６ １３．６３ ０．５４

３２×３２ ３．３９１ ０．０４ ０．８３６ ８ １．２６ １３．５８ ０．１４

６４×６４ ３．３９０ ０．００ ０．８４４ ７ ０．３３ １３．５６ ０．０２

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ ３．３９０ ０．８４７ ５ １３．５６

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ４ ／ （１００Ｄｙ） ｑａ－ ２ ／ １００ ｑａ－ ２ ／ １００
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表 １０　 固支圆板内点剪力和扭矩的结果 （ε－ ＝ ２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｔｏｒｔｉｏｎａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ε－ ＝ ２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｎ × Ｎ Ｑｘ（ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｑｙ（ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｙ（ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ９．１０４ ９ ５３．４８ ４５．０９８ ２．３４ １．４３７ ４ １５．１９

８×８ ５．５５１ ９ ６．４１ ４４．７２１ １．４８ １．６５２ ２ ２．５２

１６×１６ ５．８７６ ９ ０．９３ ４４．１０７ ０．０９ １．６８９ ４ ０．３３

３２×３２ ５．９２３ ２ ０．１５ ４４．０７６ ０．０２ １．６９３ ６ ０．０８

６４×６４ ５．９２９ ９ ０．０４ ４４．０７１ ０．００ １．６９４ ６ ０．０１

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ ５．９３２ ２ ４４．０６８ １．６９４ ９

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ２ ／ １００

表 １１　 固支圆板边界点剪力和扭矩的结果 （ε－ ＝ ２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｔａｂｌｅ １１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｔｏｒｔｉｏｎａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ε－ ＝ ２， Ｈ ＝ ＤｘＤｙ ）

Ｎ × Ｎ Ｑｘ（ａ－，０） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｑｙ（０，ａ－） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｙ（ ３ ａ－ ／ ２，ａ－ ／ ２） ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ １８．４８２ ５５．７７ ７９．８００ ９．４６ ２．３７０ ８ １９．２４

８×８ １４．５３２ ２２．４９ ８７．１６６ １．１０ ２．７９３ ０ ４．８６

１６×１６ １２．９２４ ８．９３ ８５．８８４ ２．５６ ２．７７２ ４ ５．５６

３２×３２ １２．２５３ ３．２８ ８６．９９０ １．３０ ２．８６６ １ ２．３７

６４×６４ １１．９７１ ０．９０ ８７．５５６ ０．６６ ２．９１１ ３ ０．８３

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１］ １１．８６４ ８８．１３６ ２．９３５ ７

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ／ １００ ｑａ－ ２ ／ １００

表 １２　 均布荷载简支方板的结果（例 ３， ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １ ／ ５ ， ν ＝ ０．２５， Ｈ ＝ １．２５Ｄｙ）

Ｔａｂｌｅ １２　 Ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄｓ

（ｅｘａｍｐｌｅ ３， ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １ ／ ５ ， ν ＝ ０．２５， Ｈ ＝ １．２５Ｄｙ）

Ｎ × Ｎ ｗｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｘｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ Ｍｙｃ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

４×４ ０．６１３ ３．７ ０．１２７６ ８ ２．６１ ０．３８７１ ２ ４．８１

８×８ ０．６３７ ２．０ ０．１２９３ ０ １．３８ ０．４１１６ ０ １．２１

１６×１６ ０．６４５ ０．７ ０．１３０１ ８ ０．７０ ０．４１３３ ７ １．６５

３２×３２ ０．６４８ ０．３ ０．１３０６ ３ ０．３６ ０．４１１１ ４ １．１０

６４×６４ ０．６５０ ０．０ ０．１３０８ ６ ０．１８ ０．４０９４ ９ ０．７０

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１５］ ０．６５ ０．１３１ １ ０．４０６ ７

ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｑａ－ ４ ／ （１ ２００Ｄｙ） ｑａ－ ２ ｑａ－ ２ ／ １００

表 １３　 四边简支方板前 １０ 阶频率系数的收敛比较 （ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １．２）

Ｔａｂｌｅ １３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｐｌａｔｅ

（ａ－ ／ ｂ
－ ＝ １， ４ Ｄｙ ／ Ｄｘ ＝ １．２）

ｏｒｄｅｒ ｋ ８×８ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ １６×１６ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ３２×３２ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ６４×６４ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

１ １７．１９２ ２．８０ １７．０５２ １．９６ １６．９１１ １．１２ １６．８２３ ０．５９７ １６．７２

２ ３７．７１３ １．１５ ３７．７７１ １．３０ ３７．５９７ ０．８４ ３７．４５８ ０．４６４ ３７．２９

３ ４６．０９０ －０．５２ ４６．５７５ ０．５２ ４６．５４７ ０．４６ ４６．４６３ ０．２８１ ４６．３３

４ ６６．５２２ －０．５６ ６７．６０１ １．０６ ６７．４９４ ０．９０ ６７．２５６ ０．５４２ ６６．８９

５ ７１．０５７ －０．７０ ７１．８７０ ０．４４ ７１．８５８ ０．４２ ７１．７４２ ０．２６２ ７１．５５

６ ９２．４９３ －３．３３ ９５．２１５ ０．４９ ９５．７３５ ０．０６ ９５．７７８ ０．１０２ ９５．６８

７ ９９．００７ －２．１３ １０１．７４９ ０．５８ １０１．９３８ ０．７７ １０１．６７３ ０．５０４ １０１．１６

８ １１２．０７４ －３．５９ １１６．０９６ ０．１３ １１６．７４７ ０．４４ １１６．６４３ ０．３４５ １１６．２４

９ １１７．０５８ －２．０７ １１９．３９２ ０．１２ １１９．７３７ ０．１７ １１９．７０３ ０．１４３ １１９．５３

１０ １４３．１８５ －３．９９ １４８．９３３ ０．１４ １４９．８３８ ０．４７ １４９．６９７ ０．３７３ １４９．１４

６２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



表 １４　 前 ７０ 阶频率系数的最大误差 （ ＝第 ７０ 阶频率系数的误差）

Ｔａｂｌｅ １４　 Ｍａｘ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ７０ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ （ ＝ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ７０ｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）

ｍｅｓｈ ８×８ １６×１６ ３２×３２ ６４×６４

ｍａｘ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ７０ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ δ ／ ％ ２４．８ ８．０ １．９ ０．４２

图 ３　 不同网格前 ７０ 阶频率系数误差分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ７０ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｉｄｓ

（ａ） 第 ５ 阶振型 （ｂ） 第 １０ 阶振型

（ａ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ １０ｔｈ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
图 ４　 第 ５ 阶和第 １０ 阶振型（１６×１６ 网格）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ５ｔｈ ａｎｄ １０ｔｈ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ （１６×１６ ｇｒｉｄ）

５　 结　 　 论

本文用交叉梁系比拟求解了正交各向异性薄板弯曲问题和自由振动问题，给出了相容性条件，明确了微

分方程和边界条件同时满足相容性条件的问题为相容问题，论证了相容问题的解答随着交叉梁系网格加密

可收敛到正交各向异性板的理论解，文中给出了所有类型内力的计算公式．本文方法采用降维思想，将二维

问题降为一维问题，进而采用精确梁单元计算，将弹性力学问题转化为结构力学问题，结构力学的程序即可

求解薄板问题，综合效率较高．
值得一提的是，虽然对薄板问题的分析可以采用有限元法，但由于薄板问题属于 Ｃ１连续问题，对于非规

则区域往往需要采用特殊单元来保证其协调性，而且通常的位移元的内力精度是随着对挠度取导而层层递

减的，譬如：三次元的弯矩只有二阶精度，而剪力却只有一阶精度．
文献［４］及本文研究的本质意义：并非要取代有限元法或其他数值方法，而在于发掘了一个用常微逼近

偏微，用杆件结构逼近板结构，用结构力学求解弹性力学问题，且可以无限逼近板理论解的数值方法．文中给

出了采用 ３Ｄ 结构力学求解器求解的数值算例，包括矩形板、圆形板弯曲和自由振动问题，验证了理论分析

的正确性，同时也展示了 ３Ｄ 求解器的出色性能．
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［１１］　 王新志， 赵永刚， 叶开沅， 等． 正交各向异性板的非对称大变形问题［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２００２， ２３（９）： ８８１⁃
８８８．（ＷＡＮＧ Ｘｉｎｚｈｉ， ＺＨＡＯ Ｙｏｎｇｇａｎｇ， ＹＥＨ Ｋａｉｙｕａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｕｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｏｒ⁃
ｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２００２， ２３（９）：８８１⁃８８８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 袁驷． 结构力学Ⅰ： 基础教程（第 ４ 版） 求解器［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． Ｖ３．０． 北京： 高等教育出版社． （２０１８⁃０７⁃１３）［２０２３⁃０７⁃
２９］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ａｂｏｏｋ．ｈｅｐ． ｃｏｍ．ｃｎ ／ １２２０２４２８． （ＹＵＡＮ Ｓｉ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ： ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｃｏｕｒｓｅ （４ｔｈ ｅｄ）
ｓｏｌｖｅｒ［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． Ｖ３．０． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ． （２０１８⁃０７⁃１３） ［２０２３⁃０７⁃２９］ ． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅｓ））

［１３］　 龙驭球， 包世华， 袁驷． 结构力学Ⅰ［Ｍ］ ． ４ 版． 北京： 高等教育出版社， ２０１８． （ＬＯＮＧ Ｙｕｑｉｕ， ＢＡＯ Ｓｈｉｈｕａ，
ＹＵＡＮ Ｓｉ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ［Ｍ］ ． ４ｔｈ ｅｄ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２０１８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 袁驷． 程序结构力学［Ｍ］ ． ２ 版． 北京： 高等教育出版社， ２００８． （ＹＵＡＮ Ｓｉ． Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２００８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ． Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ Ｓｈｅｌｌｓ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｂｏｃａ Ｒａｔｏｎ： ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓ， ２００７．

８２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


