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摘要：　 基于 ３Ｄ 连续壳理论和一阶剪切变形理论，采用分层法，提出了一种求解功能梯度三明治壳线性弯曲问题

的移动最小二乘无网格法．通过映射技术，将随动坐标系上的二维无网格节点信息映射到三维壳中，并在随动坐标

系上形成移动最小二乘近似的形函数．因基于 ３Ｄ 连续壳理论的壳数值解答无法像特定壳一样给出其厚度方向的

显式表达式，该文将功能梯度三明治材料壳结构中材料参数变化的部分划分成若干层，得到每层的材料参数为常

数．利用最小势能原理，推导出了功能梯度三明治壳线性弯曲的无网格控制方程．通过引入一个厚度方向的线性变

换，使得每层厚度方向的 Ｇａｕｓｓ 积分均在－１ 至 １ 区间内，不违背一阶剪切变形理论．采用完全转化法施加本质边界

条件．以功能梯度三明治板、柱壳、双曲扁壳经典几何形状壳为例，讨论了不同梯度系数、径厚比和曲率半径等对数

值结果的影响，并将计算结果与文献解对比．研究表明，该方法在求解不同形状的功能梯度三明治壳线性弯曲问题

时，具有收敛性好、计算精度高的特点．
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０　 引　 　 言

功能梯度材料（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ， ＦＧＭ）是日本学者平井敏雄等针对航天技术中的高落差温度

问题而提出的一种新型非均匀复合材料［１］ ．ＦＧＭ 各组分材料在空间位置上的连续变化使得材料内部功能的

渐变，可以有效避免或降低应力集中等问题．功能梯度板壳以其优越的性能，掀起了学者们的研究热潮［２⁃３］，
并被广泛推广到航空航天、车辆、海洋等工程领域的应用中．

在功能梯度壳解析解方面，板作为一种特殊简单的壳形式，其解析解发展相对比较成熟［４⁃６］ ．而对于壳体

的解析解因其涉及到复杂的几何方程及 Ｌａｍé 系数等，相比板而言较少［７］ ．数值计算方面，诸多学者采用了有

限元法（ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ） ［８］、微分求积法（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＱＭ） ［９］、等几何分析（ｉｓｏ⁃
ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎａｌｙｓｉｓ，ＩＧＡ） ［１０］等方法分析了功能梯度（三明治）板壳的线性弯曲问题．

针对功能梯度板的平面断裂问题，黄干云和汪越胜等［１１⁃１２］ 将梯度材料划分成若干层，假设每层的弹性

模量按线性函数变化，提出了分层模型，借助 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分技术和传递矩阵方法，计算了界面裂纹应力强度因

子．此后，黄立新等［１３］、Ｎｉｋｂａｋｈｔ 等［１４］同样将梯度材料划分成若干层，但他们假设每层的弹性模量为常数，采
用 ＦＥＭ 研究了功能梯度板的线性弯曲及自由振动问题．Ｂｒｉｓｃｈｅｔｔｏ［１５］ 采用 ３Ｄ 分层模型和几何规则壳（含
Ｌａｍé 系数项），给出了功能梯度三明治壳线性弯曲问题的解析解．

无网格作为一种兴起的数值方法，不需要像有限元那样划分网格和单元，且容易构造高阶形函数，避免

了剪切、薄膜锁死．在国内，龙述尧等［１６］采用无网格局部径向点插值法研究了功能梯度板的静力问题，邵玉

龙等［１７］采用二阶一致无网格法分析了功能梯度梁及厚壁圆筒的弯曲问题．在国外，在功能梯度板方面，诸多

学者采用局部 Ｐｅｔｒｏｖ 法（ｌｏｃａｌ Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＬＰＧＭ）、径向点插值（ｒａｄｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＲＰＩ）、核
粒子⁃Ｒｉｔｚ（ｋｅｒｎｅｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ⁃Ｒｉｔｚ，ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ）、移动 Ｋｒｉｇｉｎｇ 插值（ｍｏｖｉｎｇ Ｋｒｉｇｉｎｇ，ＭＫ）等［１８⁃２２］ 方法研究了功能梯度

（三明治）板的弯曲问题．在以上研究中，除了采用不同无网格方法外，部分还采用了不同的横向剪切变形理

论．如一阶剪切变形理论（ ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＦＳＤＴ），简单的一阶剪切变形理论（ ｓｉｍｐｌｅ⁃ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，Ｓ⁃ＦＳＤＴ），高阶剪切变形理论（ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＨＳＤＴ），逆正弦剪切变形理论

（ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｉｎ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＩＳＳＤＴ）等．在功能梯度壳方面，Ｓｌａｄｅｋ 等［２３］采用 ＬＰＧＭ，结合 ＭＬＳ 求解了

功能梯度双曲壳的线性弯曲与受迫振动问题．Ｚｈａｏ 等［２４⁃２５］采用 ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ 无网格方法研究了热环境下，功能梯

度浅柱壳的线性弯曲、自由振动与屈曲问题．Ｚｈａｏ 等［２６］基于 ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ 无网格方法研究了功能梯度锥壳的自由

振动问题．Ｍｅｌｌｏｕｌｉ 等［２７］基于几何精确壳理论［２８］，采用 ＲＰＩ 研究了功能梯度壳的线性弯曲问题．Ｗａｎｇ 等［２９］

采用 ＲＰＩ 研究了面内材料不均匀的功能梯度壳静力和动力问题．
本文将功能三明治梯度材料中材料参数变化的部分划分成若干层，设定每层的弹性模量为常数，基于

３Ｄ 连续壳理论［３０］，提出了一种求解功能梯度三明治壳线性弯曲问题的移动最小二乘近似的无网格法．后文
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中选用了几个不同形状的功能梯度三明治板壳算例，将本文计算结果与文献解对比，以此来验证本文方法计

算功能梯度三明治壳线性弯曲的有效性及准确性．

１　 几 何 模 型

直角坐标系与随动坐标系的关系如图 １ 所示．Ｘ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ） 是在直角坐标系中的位置矢量，ｒ ＝ （ ｒ１，ｒ２，ｒ３）
是随动坐标系中的位置矢量，ｅｉ 是直角坐标系中正交单位矢量，Ｖｉ 是壳中面某一点的正交单位矢量．根据

Ｍｉｎｄｌｉｎ 板壳理论，壳上任意一点的位置及位移矢量参数可分别表示为

　 　 Ｘ ＝ Ｘｍｉｄ ＋
ｒ３
２

ｈＶ３（ ｒ１，ｒ２）， （１）

　 　 ｕ ＝ ｕｍｉｄ ＋
ｒ３
２

ｈ（ － θ １Ｖ２ ＋ θ ２Ｖ１）， （２）

式中， Ｘｍｉｄ 是壳中面的点在直角坐标系中的位置矢量，ｈ 为厚度，ｒ１，ｒ２ 是壳中面内的参数，ｒ３ 是厚度方向的参

数，ｕｍｉｄ（ｕ，ｖ，ｗ） 是壳中面的点在直角坐标系中的位移，θ １，θ ２ 分别为绕壳中面正交矢量 Ｖ１，Ｖ２ 的转角，Ｖ３ 是

垂直壳中面的单位法向矢量，Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３ 有如下关系：

　 　 Ｖ２ ＝
Ｖ３ × ｅ１

Ｖ３ × ｅ１
， Ｖ１ ＝ Ｖ２ × Ｖ３ ． （３）

（ａ） 直角坐标系 （ｂ） 随动坐标系

（ａ） Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｃｔｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ
图 １　 曲壳无网格几何模型及映射技术

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｈｅｌｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

２　 数 学 模 型

２．１　 形函数

由移动最小二乘近似［３１］给出功能梯度壳中面第 Ｉ 个节点在随动坐标系上的形函数：
　 　 ＮＩ（ ｒ１，ｒ２） ＝ ｑＴ（ ｒ１，ｒ２）Ｂ

－１（ ｒ１，ｒ２）ｑ（ ｒ１Ｉ，ｒ２Ｉ）ω
－ （ ｒ１ － ｒ１Ｉ，ｒ２ － ｒ２Ｉ）， （４）

式中， Ｂ（ ｒ１，ｒ２） ＝ ∑ ｎ

Ｉ ＝ １
ω－ （ ｒ１ － ｒ１Ｉ，ｒ１ － ｒ２Ｉ）ｑ（ ｒ１Ｉ，ｒ２Ｉ）ｑＴ（ ｒ１，ｒ２），ｑＴ（ ｒ１，ｒ２） ＝ ［１，ｒ１，ｒ２，ｒ２１，ｒ１ｒ２，ｒ２２］ 为二次基（ｍ

＝ ６），ω－ 为权函数，本文取三次样条权函数：

　 　 ω－ （ ｒ） ＝
２ ／ ３ － ４ｒ２ ＋ ４ｒ３，　 　 　 　 　 ｒ ≤ １ ／ ２，
４ ／ ３ － ４ｒ ＋ ４ｒ２ － ４ｒ３ ／ ３，　 　 １ ／ ２ ＜ ｒ ≤ １，
０，　 　 ｒ ＞ １ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５）

２．２　 位移场近似

根据式（４），利用移动最小二乘近似逼近式（１）、（２），则有
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　 　 Ｘ（ｒ） ＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｒ１，ｒ２） ＸｍｉｄＩ ＋

ｒ３
２

ｈＶ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６）

　 　 ｕ（ｒ） ＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｒ１，ｒ２） ｕｍｉｄＩ ＋

ｒ３
２

ｈ（ － θ １ＩＶ２ ＋ θ ２ＩＶ１）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （７）

式（６）、（７）改写成矩阵形式，分别为

　 　 Ｘ（ｒ） ＝
ｘ
ｙ
ｚ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｒ１，ｒ２）

ｘＩ ＋ （ｈ ／ ２） ｒ３Ｖ３（１）

ｙＩ ＋ （ｈ ／ ２） ｒ３Ｖ３（２）

ｚＩ ＋ （ｈ ／ ２） ｒ３Ｖ３（３）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （８）

　 　 ｕ（ｒ） ＝
ｕ
ｖ
ｗ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

ＮＩ ０ ０ － ｈ
２

ｒ３ＮＩＶ２（１）
ｈ
２

ｒ３ＮＩＶ１（１）

０ ＮＩ ０ － ｈ
２

ｒ３ＮＩＶ２（２）
ｈ
２

ｒ３ＮＩＶ１（２）

０ ０ ＮＩ － ｈ
２

ｒ３ＮＩＶ２（３）
ｈ
２

ｒ３ＮＩＶ１（３）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｕＩ

ｖＩ
ｗＩ

θ １Ｉ

θ ２Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （９）

式中， ［ｕＩ，ｖＩ，ｗＩ，θ １Ｉ，θ ２Ｉ］ Ｔ ＝ ＵＩ 是壳中面上第 Ｉ 个节点的节点参数，ｎ 是壳中面节点个数．
式（６）的位置矢量对随动坐标系 ｒｉ 求偏导，可得到协变基矢量 ｇｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为

　 　 ｇｉ ＝
∂Ｘ（ｒ）
∂ｒｉ

． （１０）

将上式展开有

　 　

∂Ｘ（ｒ）
∂ｒｉ

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

∂ＮＩ（ ｒ１，ｒ２）
∂ｒｉ

ＸｍｉｄＩ ＋
ｒ３
２

ｈＶ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ ＝ １，２，

∂Ｘ（ｒ）
∂ｒ３

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｒ１，ｒ２）

１
２

ｈＶ３ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

整理式（１１），可得 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ＝

ｇＴ
１

ｇＴ
２

ｇＴ
３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

∂ｘ
∂ｒ１

∂ｙ
∂ｒ１

∂ｚ
∂ｒ１

∂ｘ
∂ｒ２

∂ｙ
∂ｒ２

∂ｙ
∂ｒ２

∂ｘ
∂ｒ３

∂ｙ
∂ｒ３

∂ｚ
∂ｒ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （１２）

２．３　 位移⁃应变关系

根据移动最小二乘近似，壳中面上任意一点的向量 Ｖｉ 可表示为

　 　 Ｖｉ ＝
∑

ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｒ１，ｒ２）ＶＩｉ

∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｒ１，ｒ２）ＶＩｉ

，　 　 ｉ ＝ ２，３， Ｖ１ ＝ Ｖ２ × Ｖ３， （１３）

式中， ＶＩｉ 为第 Ｉ 个节点的 Ｖｉ 矢量．
将式（７）对随动坐标 ｒｉ 求偏导，可得：
当 ｊ ＝ １，２ 时，

　 　 ∂ｕ
∂ｒｉ

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

∂ＮＩ

∂ｒｉ
ｕｍｉｄＩ ＋

ｒ３
２

ｈ －
∂ＮＩ

∂ｒｉ
Ｖ２ － ＮＩ

∂Ｖ２

∂ｒｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ θ １Ｉ ＋

∂ＮＩ

∂ｒｉ
Ｖ１ ＋ ＮＩ

∂Ｖ１

∂ｒｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ θ ２Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ； （１４）

当 ｊ ＝ ３ 时，

　 　 ∂ｕ
∂ｒ３

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩ

１
２

ｈ（ － Ｖ２θ １Ｉ ＋ Ｖ１θ ２Ｉ） ． （１５）
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式（１４）和式（１５）改写成矩阵形式，分别为：
当 ｊ ＝ １，２ 时，

　 　 ∂ｕ
∂ｒ ｊ

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
０ ０

０
∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
０

０ ０
∂ＮＩ

∂ｒ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｕＩ

ｖＩ
ｗＩ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

－
ｒ３
２

ｈＶ２（１）

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
－

ｒ３
２

ｈ
∂Ｖ２（１）

∂ｒ ｊ
ＮＩ

－
ｒ３
２

ｈＶ２（２）

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
－

ｒ３
２

ｈ
∂Ｖ２（２）

∂ｒ ｊ
ＮＩ

－
ｒ３
２

ｈＶ２（３）

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
－

ｒ３
２

ｈ
∂Ｖ２（３）

∂ｒ ｊ
ＮＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

　

ｒ３
２

ｈＶ１（１）

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
＋

ｒ３
２

ｈ
∂Ｖ１（１）

∂ｒ ｊ
ＮＩ

ｒ３
２

ｈＶ１（２）

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
＋

ｒ３
２

ｈ
∂Ｖ１（２）

∂ｒ ｊ
ＮＩ

ｒ３
２

ｈＶ１（３）

∂ＮＩ

∂ｒ ｊ
＋

ｒ３
２

ｈ
∂Ｖ１（３）

∂ｒ ｊ
ＮＩ

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

θ １Ｉ

θ ２Ｉ
{ } ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
［αｊ１ 　 αｊ２ 　 αｊ３］

ｕＩ

ｖＩ
ｗＩ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
［ｂ１ｉ，ｊ 　 ｂ２ｉ，ｊ］

θ １Ｉ

θ ２Ｉ
{ } ； （１６）

当 ｊ ＝ ３ 时，

　 　 ∂ｕ
∂ｒ３

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

－ １
２

ｈＶ２（１）ＮＩ － １
２

ｈＶ１（１）ＮＩ

－ １
２

ｈＶ２（２）ＮＩ － １
２

ｈＶ１（２）ＮＩ

－ １
２

ｈＶ２（３）ＮＩ － １
２

ｈＶ１（３）ＮＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

θ １Ｉ

θ ２Ｉ
{ } ＝ ∑

ｎ

Ｉ ＝ １
［ｃ１ｉ 　 ｃ２ｉ］

θ １Ｉ

θ ２Ｉ
{ } ， （１７）

式中， ∂Ｖｉ ／ ∂ｒ ｊ 为

　 　
∂Ｖｉ

∂ｒ ｊ
＝ （Ｉ － Ｖｉ 􀱋 Ｖｉ）ΔＶｉｊ， ΔＶｉｊ ＝

∑
ｎ

Ｉ ＝ １
（∂ＮＩ ／ ∂ｒ ｊ）ＶＩｉ

∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＮＩＶＩｉ

，　 　 ｉ ＝ ２，３， ｊ ＝ １，２， （１８）

　 　
∂Ｖ１

∂ｒ ｊ
＝
∂Ｖ２

∂ｒ ｊ
× Ｖ３ ＋ Ｖ２ ×

∂Ｖ３

∂ｒ ｊ
，　 　 ｊ ＝ １，２， （１９）

其中， Ｉ 为 ３×３ 单位矩阵．
小位移分析应变张量为

　 　 ε ｉｊ ＝
１
２

∂ｕ
∂ｘ ｊ

＋ ∂ｕ
∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２
∂ｕ
∂ｒ ｊ

Ｊ －１
ｉｊ ＋ ∂ｕ

∂ｒｉ
Ｊ －１
ｊｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２０）

将式（１２）、（１６）和（１７）代入式（２０）可得到应变张量如下：

　 　 ε ＝

ε １１

ε ２２

ε ３３

２ε １２

２ε ２３

２ε ３１

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １

Ｎ，１ ０ ０ Ｇ１
１，１ Ｇ２

１，１

０ Ｎ，２ ０ Ｇ１
２，２ Ｇ２

２，２

０ ０ Ｎ，３ Ｇ１
３，３ Ｇ２

３，３

Ｎ，２ Ｎ，１ ０ Ｇ１
１，２ ＋ Ｇ１

２，１ Ｇ２
１，２ ＋ Ｇ２

２，１

０ Ｎ，３ Ｎ，２ Ｇ１
２，３ ＋ Ｇ１

３，２ Ｇ２
２，３ ＋ Ｇ２

３，２

Ｎ，３ ０ Ｎ，１ Ｇ１
１，３ ＋ Ｇ１

３，１ Ｇ２
１，３ ＋ Ｇ２

３，１

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ｕＩ

ｖＩ
ｗＩ

θ １Ｉ

θ ２Ｉ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ＢＩＵＩ， （２１）
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式中， Ｎ，ｉ ＝ Ｊ －１
ｉ１

∂Ｎ
∂ｒ１

＋ Ｊ －１
ｉ２

∂Ｎ
∂ｒ２

，Ｇｋ
ｉ，ｊ ＝ ｂｋｉ，１Ｊ

－１
ｊ１ ＋ ｂｋｉ，２Ｊ

－１
ｊ２ ＋ ｃｋｉＪ

－１
ｊ３ ， Ｊ －１

ｉｊ 中的 ｉ和 ｊ 分别表示 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的逆矩阵中

元素所在的行和列．
２．４　 本构模型

假定材料常数沿厚度方向遵循如下规律变化：
　 　 Ｐ（ ｚ） ＝ （Ｐｃ － Ｐｍ）Ｖｃ（ ｚ） ＋ Ｐｍ， （２２）

式中， Ｐ 表示材料的物理参数，如弹性模量 Ｅ 和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 等，由于 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比变化不大，可假定为常数；下
标 ｍ 和 ｃ 分别代表金属和陶瓷； Ｖｃ（ ｚ） 为体积分数．

根据体积分数分布不同，本文考虑如下 ３ 种类型的功能梯度壳（图 ２）：
Ｔｙｐｅ Ａ： 功能梯度壳

　 　 Ｖｃ（ ｚ） ＝ ２ｚ ＋ ｈ
２ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

，　 　 ｚ ∈ － ｈ
２
， ｈ
２

é

ë
êê

ù

û
úú ． （２３）

Ｔｙｐｅ Ｂ： 功能梯度芯夹层壳

　 　

Ｖ（１）
ｃ （ ｚ） ＝ ０，　 　 　 　 　 　 ｚ ∈ ［ｈ０，ｈ１］，

Ｖ（２）
ｃ （ ｚ） ＝

ｚ － ｈ１

ｈ２ － ｈ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

， ｚ ∈ ［ｈ１，ｈ２］，

Ｖ（３）
ｃ （ ｚ） ＝ １， ｚ ∈ ［ｈ２，ｈ３］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２４）

Ｔｙｐｅ Ｃ： 功能梯度面板夹层壳

　 　

Ｖ（１）
ｃ （ ｚ） ＝

ｚ － ｈ０

ｈ１ － ｈ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

，　 　 ｚ ∈ ［ｈ０，ｈ１］，

Ｖ（２）
ｃ （ ｚ） ＝ １， ｚ ∈ ［ｈ１，ｈ２］，

Ｖ（３）
ｃ （ ｚ） ＝

ｚ － ｈ３

ｈ２ － ｈ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

， ｚ ∈ ［ｈ２，ｈ３］ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２５）

式（２３）—（２５）中， ｐ 为梯度指数．

（ａ） Ｔｙｐｅ Ａ

（ｂ） Ｔｙｐｅ Ｂ （ｃ） Ｔｙｐｅ Ｃ
图 ２　 ３ 类功能梯度壳

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｈｅｌｌｓ

由于壳体本构关系是定义在随动坐标系上，需根据虚功原理变换到直角坐标系上，则有

　 　 σ ＝ （ＴＴ
εＤ′Ｔε）ε ＝ Ｄε， （２６）

其中
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　 　 Ｔε ＝

ｌ２１ ｍ２
１ ｎ２

１ ｌ１ｍ１ ｍ１ｎ１ ｎ１ ｌ１
ｌ２２ ｍ２

２ ｎ２
２ ｌ２ｍ２ ｍ２ｎ２ ｎ２ ｌ２

２ｌ１ ｌ２ ２ｍ１ｍ２ ２ｎ１ｎ２ ｌ１ｍ２ ＋ ｌ２ｍ１ ｍ１ｎ２ ＋ ｍ２ｎ１ ｎ１ ｌ２ ＋ ｎ２ ｌ１
２ｌ２ ｌ３ ２ｍ２ｍ３ ２ｎ２ｎ３ ｌ２ｍ３ ＋ ｌ２ｍ３ ｍ２ｎ３ ＋ ｍ２ｎ３ ｎ２ ｌ３ ＋ ｎ２ ｌ３
２ｌ３ ｌ１ ２ｍ３ｍ１ ２ｎ３ｎ１ ｌ３ｍ１ ＋ ｌ３ｍ１ ｍ３ｎ１ ＋ ｍ３ｎ１ ｎ３ ｌ１ ＋ ｎ３ ｌ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｄ′ ＝ Ｅ（ ｚ）
１ － ν ２

１ ν ０ ０ ０
１ ０ ０ ０

１ － ν
２

０ ０

ｓｙｍ １ － ν
２Ｋｓ

０

１ － ν
２Ｋｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

式中， ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ 分别为局部正交单位矢量 Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 的三个分量，Ｋｓ ＝ ６ ／ ５ 为剪切修正因子．
２．５　 控制方程

功能梯度三明治壳在径向均布荷载作用下的能量泛函为

　 　 ΠＢ ＝ １
２ ∫∫∫εＴＤεｄｘｄｙｄｚ － ∫∫ｑｗｄｘｄｙ ． （２７）

将式（９）代入上式，并结合应力⁃应变方程式（２６），可得

　 　 ΠＢ ＝ １
２

ＵＴＫＵ － ＵＦ， （２８）

其中

　 　 Ｋ ＝ ∫
Ｖ
ＢＴ

Ｉ ＤＢＩｄＶ ＝ ∫
Ｖ
ＢＴ

Ｉ ＤＢＩ Ｊ ｄｒ１ｄｒ２ｄｒ３， （２９）

　 　 Ｆ ＝ ∫∫［Ｖ３（１） 　 Ｖ３（２） 　 Ｖ３（３） 　 ０　 ０］ ＴＮＩｑ
Ｊ′

Ｖ３（３）
ｄｒ１ｄｒ２， （３０）

式中， Ｊ′ 为 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｊ 的前两行两列．
为了应用 Ｇａｕｓｓ 积分，且不违反一阶剪切变形理论，通过如下线性变换使得每层功能梯度三明治壳的厚

度方向积分为－１ 到 １，表达形式如下：

　 　 ｒ３ ＝ － １ ＋ [ ２∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｈ ｊ － ｈｋ（１ － ｒｋ３） ] ／ ｈ ． （３１）

将式（３１）代入式（２９），可得基于分层法的功能梯度三明治壳的刚度矩阵：

　 　 Ｋ ＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
∫
Ｖ
ＢＴ

Ｉ ＤＢＩ（ｈｋ ／ ｈ） Ｊ ｄｒ１ｄｒ２ｄｒｋ３， （３２）

式中， ＮＬ 为总分层数．
根据最小势能原理，由 ΠＢ ＝ ０， 可得功能梯度三明治壳线性弯曲控制方程为

　 　 ＫＵ ＝ Ｆ ． （３３）

３　 完全转换法

基于移动最小二乘近似的无网格法不满足 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 条件， 控制方程（３３）的未知量是节点参数而非真

实位移， 不能像有限元法那样直接施加本质边界条件， 本文采用 Ｃｈｅｎ 等［３２］提出的完全转换法来修正刚度

方程：

　 　 Ｋ
－
Ｕ
－
＝ Ｆ

－
， （３４）
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式中， Ｕ 是真实节点位移，Ｋ
－
＝ ＴＴＫＴ，Ｆ

－
＝ ＴＴＦ，Ｔ 的表达式为

　 　 Ｔ ＝ Λ －１ ＝

Ｎ１（ｒ１） Ｎ２（ｒ１） … Ｎｎ（ｒ１）
Ｎ１（ｒ２） Ｎ２（ｒ２） … Ｎｎ（ｒ２）

︙ ︙ ︙
Ｎ１（ｒｎ） Ｎ２（ｒｎ） … Ｎｎ（ｒｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

－１

． （３５）

４　 算 例 分 析

所有算例中影响域均采用方形，定义 ｈｒ１ ＝ ｄｍａｘ × ｃｒ１， ｈｒ２ ＝ ｄｍａｘ × ｃｒ２ ．ｈｒ１ 和 ｈｒ２ 分别为影响域 ｒ１ 和 ｒ２ 方向

的长度，ｃｒ１ 和 ｃｒ２ 分别为 ｒ１ 和 ｒ２ 方向两个相邻节点的距离，取 ｄｍａｘ ＝ ３．采用背景网格积分，每个网格内 Ｇａｕｓｓ
积分点为 ３×３，每层厚度方向 Ｇａｕｓｓ 积分点数为 ２．材料属性见表 １．每个算例中均采用不同均匀布置的离散

节点方案及层数进行收敛性分析，并将计算结果与文献解进行对比．中点挠度无量纲化公式如下：

　 　 ｗ－ １ ＝
１０ｗｃＥｃｈ３

ｑａ４ ， ｗ－ ２ ＝
１０ｗｃＥ０ｈ

ｑａ２ ， Ｅ０ ＝ １ ＧＰａ， ｗ－ ３ ＝
ｗｃ

ｈ
， ｗ－ ４ ＝

１００ｗｃＥｃｈ３

ｑａ４ ．

本文考虑常见的 ３ 种边界条件，以 ｒ１ ＝ ０ 边界为例有：
① 固支（ｃｌａｍｐ， Ｃ）： ｕ ＝ ｖ ＝ ｗ ＝ θ １ ＝ θ ２ ＝ ０；
② 简支（ｓｉｍｐｌｙ， Ｓ）： Ｎｘ ＝ Ｍｘ ＝ ｖ ＝ ｗ ＝ θ ２ ＝ ０；
③ 自由（ｆｒｅｅ， Ｆ）： 无约束．

表 １　 功能梯度材料组成元素

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

ｐｒｏｐｅｒｔｙ Ａｌ
ｃｅｒａｍｉｃ

Ａｌ２Ｏ３ ＺｒＯ２

Ｅ ／ ＧＰａ ７０ ３８０ ２００
ν ０．３ ０．３ ０．３

４．１　 剪切锁死

将 ＦＧＭ 板退化为各向同性板，设一承受横向均布荷载 Ｐ ＝ １ Ｎ ／ ｍ２的四边固支方板尺寸为 ２０ ｍ × ２０ ｍ ×
１ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ １０ ０００ Ｎ ／ ｍ２，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．４９９ ９９（近似为不可压缩材料）．图 ３ 给出了不同无网格节点

数下方板挠度结果与解析解［３３］的对比曲线，可以看出本文方法具有较好的收敛性．为观察剪切锁死，设 ν ＝
０．３，其他参数同上．图 ４ 给出了当 ｂ ／ ｈ ＝ １０，１００，１ ０００，基函数分别为二次基（ｍ ＝ ６）、三次基（ｍ ＝ １０）、四次

基（ｍ ＝ １５） 和双三次基（ｍ ＝ １６），在 １４ × １４ 无网格节点数下方板中点的收敛性情况，可以看出 ｂ ／ ｈ ＝ １ ０００
的薄板，采取双三次基函数能够避免剪切锁死现象．

图 ３　 不同节点数下方板挠度分析结果

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｌａｔｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

图 ４　 不同宽厚比下方板中点收敛性分析

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ
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４．２　 Ｔｙｐｅ Ｂ和 Ｔｙｐｅ Ｃ 方板

如图 ５ 所示，考虑四边简支的 Ｔｙｐｅ Ｂ 和 Ｔｙｐｅ Ｃ 方板，宽厚比 ｂ ／ ｈ ＝ １０，荷载类型为正弦荷载 ｑ（ ｒ１，ｒ２） ＝
ｑｓｉｎ（πｒ１ ／ ａ）ｓｉｎ（πｒ２ ／ ｂ） ．Ｔｙｐｅ Ｂ 方板厚度为 １⁃８⁃１，即上下表层为 ０．１ｈ，中间核为 ０．８ｈ ．Ｔｙｐｅ Ｃ 方板考虑 ５ 种

层状厚度分布类型．对于弹性模量不变的厚度部分，如 Ｔｙｐｅ Ｂ 中的上下表层，采用一层计算即可．

图 ５　 功能梯度方板受正弦荷载示意图

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

表 ２ 给出了梯度指数为 １０ 不同分层数及无网格节点数下铝 ／氧化铝 Ｔｙｐｅ Ｂ 方板中点归一化挠度 ｗ－ １ ．从
表 ２ 可知，当分层数为 １ ／ １２ ／ １，节点布置数为 ９×９ 时，本文解已基本收敛，故对于 Ｔｙｐｅ Ｂ 板中间核采用 １２ 层

进行计算．表 ３ 给出了不同梯度指数 ｐ 铝 ／氧化铝 Ｔｙｐｅ Ｂ 方板中点归一化挠度 ｗ－ １ ．从表 ３ 可知，本文解与采

用 ｑｕａｓｉ⁃３Ｄ［３４］及反三角剪切变形理论（ｉｎｖｅｒｓｅ ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＩＴＳＤＴ） ［３５］的数值解答较

为相近，证明了本文方法计算 Ｔｙｐｅ Ｂ 方板线性弯曲的准确性．表 ４ 给出了不同层状厚度与不同梯度指数 ｐ
铝 ／氧化锆 Ｔｙｐｅ Ｃ 方板中点归一化挠度 ｗ－ ２， 可以看出， 本文解与 ＦＳＤＴ［３６］所获得的数值解最大相对误差为

０．２８１％，证明了本文方法计算 Ｔｙｐｅ Ｃ 方板线性弯曲的准确性．
表 ２　 分层数及节点数对铝 ／ 氧化铝方板中点归一化挠度 ｗ－ １ 的影响（ｐ ＝ １０， Ｔｙｐｅ Ｂ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ １ ｏｆ ｔｈｅ Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ （ｐ ＝ １０， Ｔｙｐｅ Ｂ）

ｌａｙｅｒｓ
ｐｒｅｓｅｎｔ

５×５ ９×９ １３×１３

１ ／ ４ ／ １ ０．８２９ ７ ０．８２６ １ ０．８２６ １

１ ／ ８ ／ １ ０．８６４ ８ ０．８６１ ０ ０．８６１ ０

１ ／ １２ ／ １ ０．８６１ ９ ０．８５８ ０ ０．８５８ ０

１ ／ １６ ／ １ ０．８６０ ８ ０．８５７ ０ ０．８５７ ０

表 ３　 不同梯度指数 ｐ 下，铝 ／ 氧化铝方板中点归一化挠度 ｗ－ １ （Ｔｙｐｅ Ｂ）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ １ ｆｏｒ ｔｈｅ Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ （Ｔｙｐｅ Ｂ）

ｍｅｔｈｏｄ
ｐ

０ ０．５ １ ４ １０

Ｎｇｕｙｅｎ ｅｔ ａｌ．［３５］（ ＩＴＳＤＴ） ０．３７４ ４ ０．５２４ ５ ０．６３４ ５ ０．８３３ １ ０．８８０ ７

Ｎｅｖｅｓ ｅｔ ａｌ．［３４］（ｑｕａｓｉ⁃３Ｄ） ０．３７１ １ ０．５２３ ８ ０．６３０ ５ ０．８１９ ９ ０．８６４ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３７４ ９ ０．５２３ １ ０．６３２ ２ ０．８１９ ８ ０．８５８ ０

４．３　 Ｔｙｐｅ Ａ和 Ｔｙｐｅ Ｂ柱壳

如图 ６（ａ）和 ６（ｂ）所示，受径向均布荷载 ｑ ＝ １．０ × １０６ Ｎ ／ ｍ２作用的 Ｔｙｐｅ Ａ 柱壳，边长 ａ ＝ ０．２ ｍ，弧度 θ
＝ ０．２ ｒａｄ，半径 Ｒ ＝ １ ｍ，厚度 ｈ ＝ ０．０１ ｍ ．

表 ５ 讨论了梯度指数为 １，不同分层数及无网格节点数对四边简支 Ｔｙｐｅ Ａ 铝 ／氧化锆柱壳的中点挠度

ｗ－ ３ 的影响．表 ６ 给出了不同边界条件与不同梯度指数 ｐ 下 Ｔｙｐｅ Ａ 铝 ／氧化锆柱壳中点归一化挠度 ｗ－ ３ ．由表 ５
可知，当分层数为 ８，无网格节点数为 １３×１３ 时，采用本文方法分析此算例已基本收敛．从表 ６ 可知：本文获得

的数值结果 ０．０６０ ３０ 与 Ｚｈａｏ 等［２４］采用 ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ 所解答的数值结果 ０．０６０ ７２ 相对误差为 ０．６９２％，验证了本文

方法计算 Ｔｙｐｅ Ａ 柱壳线性弯曲的准确性；Ｔｙｐｅ Ａ 铝 ／氧化锆柱壳中点挠度随着梯度指数 ｐ 的增大而增大，随
着边界约束的加强而减小．

７４５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 陈卫，等： 基于分层法的功能梯度三明治壳线性弯曲无网格分析



表 ４　 不同层状厚度与不同梯度指数 ｐ 下，铝 ／ 氧化锆方板中点归一化挠度 ｗ－ ２ （Ｔｙｐｅ Ｃ）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ ２ ｆｏｒ ｔｈｅ Ａｌ ／ ＺｒＯ２ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｌａｙｅｒ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ ａｎｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ （Ｔｙｐｅ Ｃ）

ｐ ｔｈｅｏｒｙ １⁃０⁃１ ２⁃１⁃２ １⁃１⁃１ ２⁃２⁃１ １⁃２⁃１

１

Ｎｇｕｙｅｎ ｅｔ ａｌ． ［３５］（ＩＴＳＤＴ） ０．３２３ ５ ０．３０６ ２ ０．２９１ ９ ０．２８０ ８ ０．２７０ ９

Ｚｅｎｋｏｕｒ［３６］（ＦＳＤＴ） ０．３２４ ８ ０．３０７ ５ ０．２９３ ０ ０．２８１ ７ ０．２７１ ７

Ｎｅｖｅｓ ｅｔ ａｌ． ［３４］（ｑｕａｓｉ⁃３Ｄ） － ０．３０７ ０ ０．２９２ ９ ０．２８２ ０ ０．２７２ ２

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３２４ ３ ０．３０７ １ ０．２９２ ７ ０．２８１ ４ ０．２７１ ５

５

Ｎｇｕｙｅｎ ｅｔ ａｌ． ［３５］（ＩＴＳＤＴ） ０．４０９ １ ０．３９１ ７ ０．３７１ ３ ０．３４９ ５ ０．３３４ ７

Ｚｅｎｋｏｕｒ［３６］（ＦＳＤＴ） ０．４１１ ２ ０．３９４ ２ ０．３７３ ６ ０．３５１ ２ ０．３３６ ３

Ｎｅｖｅｓ ｅｔ ａｌ． ［３４］（ｑｕａｓｉ⁃３Ｄ） － ０．３９０ ５ ０．３７０ ５ ０．３４９ ０ ０．３３４ ７

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．４１０ ８ ０．３９３ ７ ０．３７２ ２ ０．３５０ ９ ０．３３６ ０

１０

Ｎｇｕｙｅｎ ｅｔ ａｌ． ［３５］（ＩＴＳＤＴ） ０．４１７ ５ ０．４０３ ９ ０．３８５ ４ ０．３６２ ０ ０．３４８ ２

Ｚｅｎｋｏｕｒ［３６］（ＦＳＤＴ） ０．４１９ ２ ０．４０６ ６ ０．３８７ ９ ０．３６４ ０ ０．３５０ ０

Ｎｅｖｅｓ ｅｔ ａｌ． ［３４］（ｑｕａｓｉ⁃３Ｄ） － ０．４０２ ６ ０．３８４ ３ ０．３６１ ２ ０．３４８ ０

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．４１８ ９ ０．４０６ ２ ０．３８７ ５ ０．３６３ ６ ０．３４９ ７

（ａ） 几何 （ｂ） 径向均布荷载 （ｃ） 径向正弦荷载

（ａ） Ｇｅｏｍｅｔｒｙ （ｂ） Ｒａｄｉａｌ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ （ｃ） Ｒａｄｉａｌ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｌｏａｄ

图 ６　 功能梯度柱壳示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

表 ５　 分层数及节点数对四边简支铝 ／ 氧化锆柱壳中点挠度 ｗ－ ３ 的影响 （ｐ ＝ １， Ｔｙｐｅ Ａ）

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ ３ ｏｆ

ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ Ａｌ ／ ＺｒＯ２ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ （ｐ ＝ １， Ｔｙｐｅ Ａ）

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｌａｙｅｒｓ
ｐｒｅｓｅｎｔ

５×５ ９×９ １３×１３ １７×１７

４ ０．０６０ ７６ ０．０６０ ０７ ０．０６０ １０ ０．０６０ １２

８ ０．０６０ ９７ ０．０６０ ２９ ０．０６０ ３０ ０．０６０ ３４

１２ ０．０６１ ０１ ０．０６０ ３３ ０．０６０ ３６ ０．０６０ ３８

表 ６　 不同边界条件与不同梯度指数 ｐ 下，铝 ／ 氧化锆柱壳中点归一化挠度 ｗ－ ３ （Ｔｙｐｅ Ａ）

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ ３ ｆｏｒ ｔｈｅ Ａｌ ／ ＺｒＯ２ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ （Ｔｙｐｅ Ａ）

Ｂ．Ｃｓ ｍｅｔｈｏｄ
ｐ

０ ０．２ ０．５ １ ２ ５

ＳＳＳＳ
ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ［２４］ ０．０４２ ６７ ０．０４８ ０７ ０．０５４ ２５ ０．０６０ ７２ ０．０６６ ５８ ０．０７２ ３５

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．０４２ ４７ ０．０４７ ６９ ０．０５３ ８０ ０．０６０ ３０ ０．０６６ ３７ ０．０７２ ４６

ＣＣＣＣ
ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ［２４］ ０．０１３ ４７ ０．０１５ １６ ０．０１７ １１ ０．０１９ １５ ０．０２１ ０２ ０．０２２ ８９

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．０１３ ７１ ０．０１５ ３９ ０．０１７ ３６ ０．０１９ ４７ ０．０２１ ４５ ０．０２３ ４７

　 　 表 ７ 给出了不同径厚比 Ｒ ／ ｈ 与不同梯度指数 ｐ 四边简支 Ｔｙｐｅ Ａ 铝 ／氧化锆柱壳中点归一化挠度 ｗ－ ３ ．从

８４５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



表 ７ 可知：同曲率半径的铝 ／氧化锆柱壳中点挠度随着梯度指数 ｐ 的增大而增大；同梯度指数的铝 ／氧化锆柱

壳中点挠度随着半径的增大而增大．这是因为随着半径的增大，柱壳已慢慢趋近于一个板结构，柱壳膜力慢

慢减少，导致其挠度增大．
表 ７　 不同径厚比 Ｒ ／ ｈ 与不同梯度指数 ｐ 下，四边简支铝 ／ 氧化锆柱壳中点归一化挠度 ｗ－ ３ （Ｔｙｐｅ Ａ）

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ ３ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ Ａｌ ／ ＺｒＯ２ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｄｉｕｓ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ Ｒ ／ ｈ ａｎｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ （Ｔｙｐｅ Ａ）

ｐ Ｒ ／ ｈ
ｍｅｔｈｏｄ

ＦＳＤＴ［３７］ ＣＳＴ［３７］ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ［３８］ ｋｐ⁃Ｒｉｔｚ［２４］ ｐｒｅｓｅｎｔ

１

５０ ０．００４ ２４ ０．００４ ０８ ０．００４ ３０ ０．００４ ２８ ０．００４ ２５

１００ ０．０６０ ５６ ０．０６０ ０２ ０．０６０ ９１ ０．０６０ ７２ ０．０６０ ３０

２００ ０．７２５ ８４ ０．７２４ ７０ ０．７２７ １０ ０．７２８ ３０ ０．７２２ ２１

２

５０ ０．００４ ６４ ０．００４ ４６ ０．００４ ７０ ０．００４ ６９ ０．００４ ６７

１００ ０．０６６ ４０ ０．０６５ ７８ ０．０６６ ７９ ０．０６６ ７８ ０．０６６ ３７

２００ ０．８０３ ０７ ０．８０１ ７３ ０．８０５ ６０ ０．８０５ ７０ ０．８０１ １８

　 　 如图 ６（ａ）和 ６（ｃ）所示，受径向正弦荷载作用的四边简支 Ｔｙｐｅ Ｂ 铝 ／氧化铝柱壳，厚度类型为 １⁃８⁃１．正
弦荷载 ｑ（ ｒ１， ｒ２） ＝ ｑｓｉｎ（πｒ１ ／ ａ）ｓｉｎ（πｒ２ ／ ｂ），ｑ ＝ １ Ｐａ，Ｒ ＝ １０ ｍ，ａ ＝ １ ｍ，θ ＝ ６０° ．

表 ８ 给出了不同分层数及无网格节点数对四边简支 Ｔｙｐｅ Ｂ 铝 ／氧化铝柱壳中点挠度的影响．从表 ８ 可

知，当分层数为 １ ／ ８ ／ １，无网格节点数为 ７１×７ 时，计算结果已基本收敛．其数值结果 ４．１７６ ２×１０－８ ｍ 与文献

［３９］中基于 ＦＳＤＴ 得到的结果 ４．２２４ ５×１０－８ ｍ 相对误差为 １．１４３％．据此，采用分层数 １ ／ ８ ／ １ 及无网格节点数

７１×７ 计算不同梯度指数及径厚比下 Ｔｙｐｅ Ｂ 柱壳的中点挠度，本文解及相关文献解列于表 ９．从表 ９ 可知，本
文解与文献解数据较为吻合，证明了本文方法计算 Ｔｙｐｅ Ｂ 柱壳线性弯曲的准确性．

表 ８　 分层数及节点数对四边简支 Ｔｙｐｅ Ｂ 铝 ／ 氧化铝柱壳中点挠度 ｗｃ × １０ －１１ 的影响，ｐ ＝ １， Ｒ ／ ｈ ＝ １ ０００ （单位： ｍ）

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｃ × １０ －１１ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ， ｐ ＝ １， Ｒ ／ ｈ ＝ １ ０００， Ｔｙｐｅ Ｂ （ｕｎｉｔ： ｍ）

ｌａｙｅｒｓ
ｐｒｅｓｅｎｔ

３１×３ ５１×５ ７１×７ ９１×９

１ ／ ４ ／ １ ３ ９４６．５ ４ １５５．７ ４ １７２．５ ４ １７３．７

１ ／ ８ ／ １ ３ ９５０．７ ４ １５９．２ ４ １７６．２ ４ １７７．１

１ ／ １２ ／ １ ３ ９５１．５ ４ １５９．９ ４ １７６．９ ４ １７７．３

表 ９　 不同径厚比 Ｒ ／ ｈ 与不同梯度指数 ｐ 下，四边简支 Ｔｙｐｅ Ｂ 铝 ／ 氧化铝柱壳中点挠度 ｗｃ × １０ －１１ （单位： ｍ）

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｃ × １０ －１１ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｄｉｕｓ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ Ｒ ／ ｈ ａｎｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ ， Ｔｙｐｅ Ｂ （ｕｎｉｔ： ｍ）

ｐ ｍｅｔｈｏｄ
Ｒ ／ ｈ

４ １０ １００ １ ０００

１

ＣＳＴ［３９］ ０．００４ ６ ０．０６６ １ ５５．４２８ ４ ２２３．３

ＦＳＤＴ［３９］ ０．０６５ ９ ０．２０９ ９ ５６．５３０ ４ ２２４．５

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．０６４ ８ ０．２０８ ７ ５６．４２０ ４ １７６．２

５

ＣＳＴ［３９］ ０．００６ １ ０．０８６ ４ ７３．６５１ ６ ５７８．３

ＦＳＤＴ［３９］ ０．１０２ ０ ０．３１２ ９ ７５．４３７ ６ ５８２．７

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．０９８ ９ ０．３１０ ５ ７５．１２０ ６ ５７９．８

４．４　 Ｔｙｐｅ Ａ双曲壳

如图 ７ 所示，承受均布荷载的四边简支 Ｔｙｐｅ Ａ 双曲壳 （ａ ＝ ｂ），其表达式为 ｚ ＝ － （ｘ２ ／ （２Ｒｘ） ＋ ｘｙ ／ （２Ｒｘ）
＋ ｙ２ ／ （２Ｒｙ）） ．可演变出 ４ 种不同壳体模型：（ａ） 柱壳 （Ｒｘ ＝ Ｒ， Ｒｙ ＝∞）， （ｂ） 球壳 （Ｒｘ ＝ Ｒｙ ＝ Ｒ）， （ｃ） 双曲

抛物面壳 （Ｒｘ ＝ Ｒ， Ｒｙ ＝ － Ｒ）， （ｄ） 椭圆抛物面壳 （Ｒｘ ＝ Ｒ， Ｒｙ ≠ Ｒ） ．
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图 ７　 双曲壳几何模型

Ｆｉｇ． ７　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ ａ ｄｏｕｂｌｙ⁃ｃｕｒｖｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｈｅｌｌ

表 １０ 给出了梯度指数为 １，分层数及节点数对四边简支铝 ／氧化铝柱壳中点挠度 ｗ－ ４ 的收敛情况．分析发

现，当分层数为 １２，节点数为 １３×１３ 时，可认为采用本文方法分析此算例已基本收敛．其数值结果 ８．９２０ ９ 与

Ｓａｙｙａｄ 等［３７］基于 Ｎａｖｉｅｒ 解答中的 ＦＳＤＴ 数值结果 ８．９０７ ２ 相对误差为 ０．１５４％，证明了本文方法计算 Ｔｙｐｅ Ａ
柱壳线性弯曲的准确性．据此，选取分层数 １２ 和节点数 １３×１３ 计算后续 Ｔｙｐｅ Ａ 双曲壳算例．

表 １１ 分别给出了不同梯度指数 ｐ 下，四边简支铝 ／氧化铝不同形状壳无量纲中点挠度 ｗ－ ４ ．ｐ ＝ ２ 和 Ｒｘ ／ ａ
＝ ５ 的四边简支铝 ／氧化铝不同形状壳挠度云图如图 ８ 所示．分析表 １１ 可知：本文方法在分析各类不同形状

Ｔｙｐｅ Ａ 经典壳体时都具有较好的准确性，同时又体现了本文计算方法计算精度高这一特征；在同等曲率半

径及梯度指数下，球壳挠度相比其他三种经典壳体较小，说明球壳形抵抗能力更强，膜力更大；随着功能梯度

指数增大，弹性模量减小，整个结构刚度减小，导致其挠度增大．
表 １０　 分层数及节点数对四边简支铝 ／ 氧化铝柱壳中点挠度 ｗ－ ４ 的影响

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ ４ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｌａｙｅｒｓ
ｐｒｅｓｅｎｔ

５×５ ９×９ １３×１３ １７×１７

４ ８．８７３ ９ ８．７６２ ６ ８．７５９ ９ ８．７６０ ０

８ ９．０１０ ０ ８．８９７ ０ ８．８９４ ３ ８．８９４ ４

１２ ９．０３６ ３ ８．９２３ ０ ８．９２０ ２ ８．９２０ ４

１６ ９．０４５ ６ ８．９３２ １ ８．９２９ ４ ８．９２９ ５

表 １１　 不同梯度指数 ｐ 下，四边简支铝 ／ 氧化铝不同形状壳中点归一化挠度 ｗ－ ４

Ｔａｂｌｅ １１　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ－ ４ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ

ｓｈｅｌｌ ｔｙｐｅ ｍｅｔｈｏｄ
ｐ

０ １ ５ １０ ∞

ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

（Ｒｘ ／ ａ ＝ ５， Ｒｙ ／ ｂ ＝ ∞）

ＥＳＤＴ［３７］ ４．５２６ ５ ８．９６４ ８ １３．９４２ ０ １５．４６０ ０ ２４．５７２ ０

ＦＳＤＴ［３７］ ４．４９２ １ ８．９０７ ２ １３．６８３ ０ １５．１５２ ０ ２４．３８５ ０

ｐｒｅｓｅｎｔ ４．５２５ ５ ８．９２０ ２ １３．８２７ ４ １５．４０１ ０ ２４．５６７ １

ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

（Ｒｘ ／ ａ ＝ ５， Ｒｙ ／ ｂ ＝ ５）

ＥＳＤＴ［３７］ ４．１５７ １ ８．１１９ ３ １２．８１６ ０ １４．３３３ ０ ２２．５６７ ０

ＦＳＤＴ［３７］ ４．１２８ ５ ８．０７２ ９ １２．６０１ ０ １４．０７１ ０ ２２．４１２ ０

ｐｒｅｓｅｎｔ ４．１６１ １ ８．０７３ ９ １２．６９９ ３ １４．２６８ ６ ２２．５８８ ９

ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｐａｒａｂｏｌｏｉｄ ｓｈｅｌｌ

（Ｒｘ ／ ａ ＝ ５， Ｒｙ ／ ｂ ＝ － ５）

ＥＳＤＴ［３７］ ４．６６４ ６ ９．２８６ ８ １４．３６２ ０ １５．８７６ ０ ２５．３２２ ０

ＦＳＤＴ［３７］ ４．６２７ ８ ９．２２４ ６ １４．０８６ ０ １５．５５０ ０ ２５．１２２ ０

ｐｒｅｓｅｎｔ ４．６５３ ９ ９．２３９ ８ １４．２５０ ７ １５．８１５ ４ ２５．２６３ ９

ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｐａｒａｂｏｌｏｉｄ ｓｈｅｌｌ

（Ｒｘ ／ ａ ＝ ５， Ｒｙ ／ ｂ ＝ ７．５）

ＥＳＤＴ［３７］ ４．３００ ３ ８．４４４ ２ １３．２５３ ０ １４．７７２ ０ ２３．３４４ ０

ＦＳＤＴ［３７］ ４．２６９ ４ ８．３９３ ７ １３．０２１ ０ １４．４９３ ０ ２３．１７７ ０

ｐｒｅｓｅｎｔ ４．３０３ ０ ８．３９９ １ １３．１３６ １ １４．７０９ ９ ２３．３５９ ２

０５５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



（ａ） 柱壳 （ｂ） 球壳

（ａ） Ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

（ｃ） 双曲抛物面壳 （ｄ） 椭圆抛物面壳

（ｃ） Ｔｈｅ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｐａｒａｂｏｌｏｉｄ ｓｈｅｌｌ （ｄ） Ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｐａｒａｂｏｌｏｉｄ ｓｈｅｌｌ

图 ８　 梯度指数为 ２ 和 Ｒｘ ／ ａ ＝ ５ 的四边简支铝 ／ 氧化铝不同形状壳挠度云图（ＥＦＧ）

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｎｅｇｈｏｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ Ａｌ ／ Ａｌ２Ｏ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈａｐｅ ｓｈｅｌｌｓ

ｗｉｔｈ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｉｃｅｓ ｐ ＝ ２ ａｎｄ Ｒｘ ／ ａ ＝ ５（ＥＦＧ）

５　 结　 　 论

本文基于 ３Ｄ 连续壳及分层理论，结合一阶剪切变形理论，提出了一种求解功能梯度三明治壳线性弯曲

的移动最小二乘近似无网格法．通过计算几个不同功能梯度类型板壳算例，并将计算结果与文献解进行对

比，得出了以下结论：
１） 本文方法具有较好的收敛性，虽不能完全避免剪切锁死现象，但可通过提高基函数阶次和适当扩大

影响域来消除剪切锁死．
２） 本文解与文献解极为相近，验证了本文方法计算功能梯度三明治壳线性弯曲的有效性及准确性．
３） 由于本文提出的求解功能梯度三明治壳线性弯曲问题的无网格模型不含广义壳体理论中的 Ｌａｍé 系

数项，本文方法还可适用于任意空间曲面的功能梯度三明治壳，如变曲率、非正交曲线坐标系统等壳体．
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４０（１）： ７３⁃８５．（ＬＩＵ Ｔａｏ， ＬＩ Ｃｈａｏｄｏｎｇ， ＷＡＮＧ Ｃｈａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｃ ｉｓｏ⁃ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ，
２０２１， ４０（１）： ７３⁃８５． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 黄干云， 汪越胜， 余寿文． 功能梯度材料的平面断裂力学分析［ Ｊ］ ． 力学学报， ２００５， ３７（１）： １⁃８． （ＨＵＡＮＧ
Ｇａｎｙｕｎ， ＷＡＮＧ Ｙｕｅｓｈｅｎｇ， ＹＵ Ｓｈｏｕｗｅｎ． Ａ ｎｅｗ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００５， ３７（１）： １⁃８． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 ＷＡＮＧ Ｙ Ｓ， ＨＵＡＮＧ Ｇ Ｙ， ＧＲＯＳＳ Ｄ． Ｏｎ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｚｏｎｅ ｗｉｔｈ
ａ Ｇｒｉｆｆｉｔｈ ｃｒａｃｋ： ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ， ２００３， １２５（３）： １８９⁃２０５．

［１３］　 黄立新， 姚祺， 张晓磊， 等． 基于分层法的功能梯度材料有限元分析［ Ｊ］ ． 玻璃钢 ／复合材料， ２０１３（２）： ４３⁃４８．
（ＨＵＡＮＧ Ｌｉｘｉｎ， ＹＡＯ Ｑｉ， ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｏｌｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｌａｙｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３（２）： ４３⁃４８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＮＩＫＢＡＫＨＴ Ｓ， ＳＡＬＡＭＩ Ｓ Ｊ， ＳＨＡＫＥＲＩ Ｍ． Ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｐ ｔｏ ｙｉｅｌｄ⁃
ｉｎｇ， ｕｓｉｎｇ ｆｕｌｌ ｌａｙｅｒ⁃ｗｉｓｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１７， １８２： ９９⁃１１５．

［１５］　 ＢＲＩＳＣＨＥＴＴＯ Ｓ． Ａ ３Ｄ ｌａｙｅｒ⁃ｗｉｓｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔ ｉｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｓｈｅａｒ ／ ｎｏｒｍａｌ ｌｏａｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｉｎ ＦＧＭ ｓｈｅｌｌｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１８， １３６： ５０⁃６６．

［１６］　 龙述尧， 刘凯远， 李光耀． 功能梯度材料中的无网格局部径向点插值法［Ｊ］ ． 湖南大学学报（自然科学版）， ２００７，
３４（３）： ４１⁃４４．（ＬＯＮＧ Ｓｈｕｙａｏ， ＬＩＵ Ｋａｉｙｕａｎ， ＬＩ Ｇｕａｎｇｙａｏ． Ａ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｌｏｃａｌ ｒａｄｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ）， ２００７，
３４（３）： ４１⁃４４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 邵玉龙， 段庆林， 李锡夔， 等． 功能梯度材料的二阶一致无网格法［Ｊ］ ． 工程力学， ２０１７， ３４（３）： １５⁃２１．（ＳＨＡＯ
Ｙｕｌｏｎｇ， ＤＵＡＮ Ｑｉｎｌｉｎ， ＬＩ Ｘｉｋｕｉ， ｅｔ ａｌ． Ｑｕａｄｒａｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｍｅｓｈｆｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅ⁃
ｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３４（３）： １５⁃２１． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１８］ 　 ＱＩＡＮ Ｌ Ｆ， ＢＡＴＲＡ Ｒ Ｃ， ＣＨＥＮ Ｌ Ｍ． Ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｉｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｅｌａｓｔｉｃ
ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌ ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｌｏｃａｌ Ｐｅｔｒｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ
ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ（Ｐａｒｔ Ｂ）： Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００４， ３５： ６８５⁃６９７．

［１９］　 ＬＥＥ Ｙ Ｙ， ＺＨＡＯ Ｘ， ＬＩＥＷ Ｋ Ｍ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ ｋｐ⁃
Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００９， １８（３）： ０３５００７．

［２０］　 ＴＨＡＩ Ｃ Ｈ， ＤＯ Ｖ Ｎ Ｖ， ＮＧＵＹＥＮ⁃ＸＵＡＮ Ｈ． Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｍｏｖｉｎｇ Ｋｒｉｇｉｎｇ⁃ｂａｓｅｄ ｍｅｓｈｆｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｃ， ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎａｌｙｓｅｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ａｎｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅｓ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ
Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０１６， ６４： １２２⁃１３６．

［２１］　 ＨＯＳＳＥＩＮＩ Ｓ， ＲＡＨＩＭＩ Ｇ， ＡＮＡＮＩ Ｙ． Ａ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｆｒｅｅ
ａｎｄ ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ ＦＳＤＴ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄ⁃
ａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０２１， １２５： １６８⁃１７７．

２５５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［２２］　 ＶＵ Ｔ Ｖ， ＫＨＯＳＲＡＶＩＦＡＲＤ Ａ， ＨＥＭＡＴＩＹＡＮ Ｍ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｅｎｈａｎｃｅｄ ｍｅｓｈｆｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｎｅｗ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ ａ ｒｅｆｉｎｅｄ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｉｎ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２０１９， ７４： １６０⁃１７５．

［２３］　 ＳＬＡＤＥＫ Ｊ， ＳＬＡＤＥＫ Ｖ， ＺＨＡＮＧ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａ⁃
ｄｅｄ ａｎｄ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００８， １５（２）：
１４２⁃１５６．

［２４］　 ＺＨＡＯ Ｘ， ＬＥＥ Ｙ Ｙ， ＬＩＥＷ Ｋ Ｍ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ
［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００９， ５１（９ ／ １０）： ６９４⁃７０７．

［２５］　 ＺＨＡＯ Ｘ， ＬＩＥＷ Ｋ Ｍ． Ａ ｍｅｓｈ⁃ｆｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ａｎｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ
ｇｒａｄｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｐａｎｅｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ４５： ２９７⁃３１０．

［２６］　 ＺＨＡＯ Ｘ， ＬＩＥＷ Ｋ Ｍ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｐａｎｅｌｓ ｂｙ ａ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ
［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１１， ９３（２）： ６４９⁃６６４．

［２７］　 ＭＥＬＬＯＵＬＩ Ｈ， ＪＲＡＤ Ｈ， ＷＡＬＩ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｍｅｓｈｆｒｅｅ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｄｉｒｅｃｔｏｒ ｓｈｅｌｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ＦＧＭ
ｓｈｅｌｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０１９， ９９： １１１⁃１２１．

［２８］　 ＳＩＭＯ Ｊ Ｃ， ＦＯＸ Ｄ Ｄ， ＲＩＦＡＩ Ｍ Ｓ． Ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｓｐｅｃｔｓ ｏｆ ａ ｓｔｒｅｓｓ ｒｅｓｕｌｔａｎｔ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ
ｅｘａｃｔ ｓｈｅｌｌ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９０， ５５： ７５１⁃７５９．

［２９］　 ＷＡＮＧ Ｌ， ＬＩＵ Ｙ， ＺＨＯＵ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ
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