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摘要：　 基于辛叠加方法研究了正交各向异性矩形悬臂薄板在谐载载荷作用下的受迫振动问题．首先从薄板受迫振

动的基本方程出发，将问题导入到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，并将原问题拆分为若干子问题，然后在辛空间中利用分离变量和

本征展开方法推导出子问题的解析解，最后通过叠加求解出悬臂薄板受迫振动的解析解．辛叠加方法的主要优点是

经过逐步严格推导获得解析解，不需要对解的形式做任何假设，突破了传统半逆解法的限制．算例针对不同谐载载

荷情况进行了数值计算，并将该文方法与有限元方法获得的结果进行比较，验证了该文方法的可靠性和精确性．
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０　 引　 　 言

板作为一种典型的结构元件，广泛应用于建筑、飞机、火箭、船舶等装备设施．与传统的各向同性板相比，
各向异性板由于具有较高的比刚度和比强度，其应用更为广泛．对于许多在动载荷服役条件下的装备设施，
板的动力问题成为其设计与研究的关键，如超高层建筑的楼面板抗震性能研究、桥梁板面在车辆荷载作用下

的受迫振动等．
求解板振动的数值方法众多，例如有限元法（ＦＥＭ） ［１⁃３］、有限差分法［４］、边界元法［５⁃６］、无网格法［７⁃１０］、有

限条法［１１⁃１３］、等几何法［１４］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法［１５⁃１６］等，它们无疑可以获得工程上可接受的板问题的数值解，但这并

未动摇解析解的地位．由于能够精确反映各参量之间的关联，解析解可以作为检验各类数值解的基准，能为

快速参数分析和优化提供有力的工具，也是高效指导实验设计重要的理论基础．然而，众所周知，由于解析求

解难度较大，目前关于薄板受迫振动的解析解研究并不多见．除了经典的 Ｎａｖｉｅｒ 法和 Ｌéｖｙ 法［１７］之外，付宝连

和李农［１８⁃２０］将功的互等法推广于求解简谐载荷下矩形板的受迫振动问题；Ｘｉｎｇ 和 Ｌｉｕ［２１］使用分离变量法求

解了正交各向异性薄板的自由振动问题；陈英杰等［２２⁃２３］应用混合变量最小原理求解了集中谐载作用下薄板

和中厚板的受迫振动问题等．
针对许多解析方法仅适用于某些特定边界约束下的板壳问题这一缺憾，笔者等近年来提出了一种新的

解析方法：辛叠加方法，能够广泛求解具有非 Ｌéｖｙ 型边界条件的板壳问题，包括弯曲［２４⁃２５］、振动［２６⁃２７］ 和屈

曲［２８⁃２９］等．基于该方法，本文直接从正交各向异性薄板理论的基本方程出发，将薄板的受迫振动问题导入到

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系中，推导出了矩形悬臂薄板受迫振动问题的解析解，通过计算实例验证了所得解的正确性．本
文所构造的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程形式简洁，求解方便．由于求解过程直接从薄板受迫振动问题的基本方程出

发，通过逐步严格的数学推导求出问题的解析解，无需采用像传统半逆法等人为选定解的形式，由此使问题

的求解更加严密．限于篇幅，本文只聚焦悬臂板这一类传统上公认较难处理的问题，但本文的求解思路对于

其他任意边界条件下的板也都是适用的．

１　 Ｈａｍｉｌｔｉｏｎ 体系的导入

如图 １ 所示的一个正交各向异性矩形薄板，其中面位于平面 ｘＯｙ 上，且板的正交主方向与坐标轴方向相

同．规定板的长度为 ａ， 宽度为 ｂ， 厚度为 ｈ， 密度为 ρ０ ．

图 １　 正交各向异性矩形薄板示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ

正交各向异性薄板受迫振动的控制方程为［３０］

　 　 Ｄｘ
∂４ｗ－ （ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｘ４
＋ ２Ｈ ∂４ｗ－ （ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｘ２∂ｙ２
＋ Ｄｙ

∂４ｗ－ （ｘ，ｙ，ｔ）
∂ｙ４

－ ρ ∂２ｗ－ （ｘ，ｙ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ｑ－ ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）， （１）
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式中 Ｄｘ 和 Ｄｙ 分别为板在弹性主向的弯曲刚度； Ｈ ＝ Ｄ１ ＋ ２Ｄｘｙ 为板的有效扭转刚度，其中 Ｄ１ ＝ υ２Ｄｘ ＝ υ１Ｄｙ

是通过 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ１ 和 υ２ 来定义的； Ｄｘｙ 为板的扭转刚度； ρ ＝ ρ０ｈ 是板每单位面积的质量； ｑ－ ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） 为板承

受的动力荷载．
在简谐干扰力作用下，忽略阻尼，令
　 　 ｗ－ （ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ）， ｑ－ ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｑ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ） ． （２）
将式（２）代入式（１），可得薄板稳态解振幅 ｗ（ｘ，ｙ） 满足的基本方程为

　 　 Ｄｘ
∂４ｗ（ｘ，ｙ）

∂ｘ４
＋ ２Ｈ ∂４ｗ（ｘ，ｙ）

∂ｘ２∂ｙ２
＋ Ｄｙ

∂４ｗ（ｘ，ｙ）
∂ｙ４

＋ ρω２ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ｑ（ｘ，ｙ）， （３）

式中 ω 是动力荷载的谐载频率．
由经典正交各向异性薄板理论可知，薄板受迫振动稳态解的平衡方程为

　 　
∂Ｍｘ

∂ｘ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ Ｑｘ ＝ ０， （４ａ）

　 　
∂Ｍｙ

∂ｙ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
－ Ｑｙ ＝ ０， （４ｂ）

　 　
∂Ｑｘ

∂ｘ
＋

∂Ｑｙ

∂ｙ
＋ ρω２ｗ ＋ ｑ ＝ ０， （４ｃ）

内力公式为

　 　 Ｍｘ ＝ － Ｄｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｄ１
∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５ａ）

　 　 Ｍｙ ＝ － Ｄｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ Ｄ１
∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５ｂ）

　 　 Ｍｘｙ ＝ Ｍｙｘ ＝ － ２Ｄｘｙ
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

， （５ｃ）

　 　 Ｑｘ ＝ －
∂
∂ｘ

Ｄｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｈ ∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６ａ）

　 　 Ｑｙ ＝ －
∂
∂ｙ

Ｄｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ Ｈ ∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６ｂ）

　 　 Ｖｘ ＝ Ｑｘ ＋
∂Ｍｘｙ

∂ｙ
， （７ａ）

　 　 Ｖｙ ＝ Ｑｙ ＋
∂Ｍｘｙ

∂ｘ
， （７ｂ）

其中 Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｍｙｘ，Ｑｘ，Ｑｙ，Ｖｘ，Ｖｙ 分别为薄板的弯矩、扭矩、剪力和等效剪力．
由式（４ｃ）、式（７ａ）和（７ｂ）可得

　 　
∂Ｖｘ

∂ｘ
＋

∂Ｖｙ

∂ｙ
－ ２

∂２Ｍｘｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ρω２ｗ ＋ ｑ ＝ ０． （８）

引入

　 　 ∂ｗ
∂ｙ

＝ θ， （９）

则式（５ｂ）可写成

　 　 ∂θ
∂ｙ

＝ ∂２ｗ
∂ｙ２

＝ －
Ｄ１

Ｄｙ

∂２ｗ
∂ｘ２

－
Ｍｙ

Ｄｙ
， （１０）

式（５ｃ）可写成

　 　 Ｍｘｙ ＝ － ２Ｄｘｙ
∂θ
∂ｘ

． （１１）
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由式（４ｃ）、（５ｂ）、（５ｃ）、（６ａ）和式（７ａ）得

　 　
∂Ｖｙ

∂ｙ
＝

ＤｘＤｙ － Ｄ２
１

Ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂４ｗ
∂ｘ４

－
Ｄ１

Ｄｙ

∂２Ｍｙ

∂ｘ２
－ ρω２ｗ － ｑ ． （１２）

由式（４ｂ）、（７ｂ）和式（１１）得

　 　
∂Ｍｙ

∂ｙ
＝ Ｖｙ ＋ ４Ｄｘｙ

∂２θ
∂ｘ２ ． （１３）

令 Ｖｙ ＝ － Ｔ， 则式（９）、（１０）、（１２）和式（１３）可写成矩阵形式：

　 　 ∂Ｚ
∂ｙ

＝ ＨＺ ＋ ｆ， （１４）

其中 Ｚ ＝ ［ｗ，θ，Ｔ，Ｍｙ］ Ｔ 为板的状态向量， ｆ ＝ ［０，０，ｑ，０］ Ｔ 为板的外力向量， Ｈ ＝
Ｆ － Ｇ
－ Ｑ － ＦＴ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
，Ｆ ＝

０ １
－ （Ｄ１ ／ Ｄｙ）∂２ ／ ∂ｘ２ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｇ ＝

０ ０
０ １ ／ Ｄｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｑ ＝

（Ｄｘ － Ｄ２
１ ／ Ｄｙ）∂４ ／ ∂ｘ４ － ρω ２ ０

０ － ４Ｄｘｙ∂２ ／ ∂ｘ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．矩阵Ｈ满足ＨＴ

＝ ＪＨＪ， 是一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵，其中 Ｊ ＝
０ Ｉ２

－ Ｉ２ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

为单位辛矩阵，这里 Ｉ２ 是二阶单位矩阵．式（１４）即为

正交各向异性薄板受迫振动稳态解问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程．

２　 正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动问题求解

对于矩形悬臂薄板的受迫振动问题，令 ｙ ＝ ｂ 边固支而其他边自由，如图 ２ 所示，其中“Ｆ”代表自由，“Ｃ”
代表固支，“ＳＣ”代表滑支（对应等效剪力和转角均为零的边界条件），“Ｓ”代表简支．该问题可以由以下三部

分叠加而成，如图 ２ 所示．

图 ２　 矩形悬臂薄板受迫振动问题的辛叠加示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ

２．１　 一边滑支对边简支矩形薄板的辛解析解

对于正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动问题，运用辛叠加方法，先求解第一类子问题———以一边滑支

对边简支为基底的辛解析解，如图 ２（ｂ）所示．在方程（１４）中交换 ｘ 和 ｙ，ａ 和 ｂ 以及 Ｄｘ 和 Ｄｙ， 得到其 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 对偶方程：

　 　 ∂Ｚ′
∂ｘ

＝ Ｈ′Ｚ′ ＋ ｆ， （１５）

其中 Ｚ′ ＝ ［ｗ，θ ｘ，Ｔｘ，Ｍｘ］ Ｔ 为板的状态向量， ｆ ＝ ［０，０，ｑ，０］ Ｔ 为板的外力向量， Ｈ′ ＝
Ｆ′ － Ｇ′
－ Ｑ′ － Ｆ′Ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
，Ｆ′ ＝

０ １
－ （Ｄ１ ／ Ｄｘ）∂２ ／ ∂ｙ２ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｇ′ ＝

０ ０
０ １ ／ Ｄｘ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｑ′ ＝

（Ｄｙ － Ｄ２
１Ｄｘ）∂４ ／ ∂ｙ４ － ρω ２ ０

０ － ４Ｄｘｙ∂２ ／ ∂ｙ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．

方程（１５）的齐次方程为

　 　 ∂Ｚ′
∂ｘ

＝ Ｈ′Ｚ′ ． （１６）
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在辛空间求解框架下，分离变量法有效［３１］，为此令

　 　 Ｚ′ ＝ Ｙ′（ｙ）Ｘ′（ｘ）， （１７）
其中 Ｙ′（ｙ） ＝ ［ｗ（ｙ），θ ｘ（ｙ），Ｔｘ（ｙ），Ｍｘ（ｙ）］ Ｔ ．

将式（１７）代入式（１６），得

　 　 ｄＸ′（ｘ）
ｄｘ

＝ ξＸ′（ｘ）， （１８）

以及本征方程

　 　 Ｈ′Ｙ′（ｙ） ＝ ξＹ′（ｙ）， （１９）
其中 ξ 为方程的本征值， Ｙ′（ｙ） 为对应的本征向量．

与式（１９）对应的特征方程为

　 　

－ ξ １ ０ ０

－
Ｄ１

Ｄｘ
λ ２ － ξ ０ － １

Ｄｘ

Ｄ２
１ － ＤｘＤｙ

Ｄｘ
λ ４ ＋ ρω ２ ０ － ξ

Ｄ１

Ｄｘ
λ ２

０ ４Ｄｘｙλ ２ － １ － ξ

＝ ０． （２０）

展开式（２０），注意 Ｈ ＝ Ｄ１ ＋ ２Ｄｘｙ， 得到

　 　 Ｄｙλ ４ ＋ ２Ｈξ ２λ ２ ＋ Ｄｙξ ４ ＝ ρω ２ ． （２１）
令

　 　 Ｒｙ ＝ ω ρ ／ Ｄｙ ， （２２）
得到方程（２１）的根为

　 　 λ １，２ ＝ ± γ １ ｉ， λ ３，４ ＝ ± γ ２， （２３）

其中 γ １ ＝ （Ｄ２
ＨＸ － ＤＸＹ）ξ ４ ＋ Ｒ２

ｙ ＋ ＤＨＹξ ２ ，γ ２ ＝ （Ｄ２
ＨＸ － ＤＸＹ）ξ ４ ＋ Ｒ２

ｙ － ＤＨＹξ ２ ，ＤＨＹ ＝ Ｈ ／ Ｄｙ，ＤＨＸ ＝ Ｈ ／ Ｄｘ，
ＤＸＹ ＝ Ｄｘ ／ Ｄｙ ．

由此，可以写出方程（１９）中 ｗ（ｙ） 的本征解为

　 　 ｗ（ｙ） ＝ Ａ′ｃｏｓ（γ １ｙ） ＋ Ｂ′ｓｉｎ（γ １ｙ） ＋ Ｃ′ｃｏｓｈ（γ ２ｙ） ＋ Ｆ′ｓｉｎｈ（γ ２ｙ）， （２４）
其中 Ａ′，Ｂ′，Ｃ′ 和 Ｆ′ 为待定常数．

对于 ｙ ＝ ０ 边滑支、 ｙ ＝ ｂ 边简支的矩形薄板，其 ｙ 方向的边界条件为

　 　 ∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ０

＝ Ｖｙ ｙ ＝ ０ ＝ ０， ｗ ｙ ＝ ｂ ＝ Ｍｙ ｙ ＝ ｂ ＝ ０． （２５）

将式（２４）代入式（２５）中，要满足式（２４）中常数有非零值，令所得方程组的系数矩阵行列式为 ０，即得到

　 　 ｃｏｓ（γ １ｂ）ｃｏｓｈ（γ ２ｂ） ＝ ０． （２６）
解得本征值为

　 　
ξ ±ｎ１ ＝ ± ＤＨＸβ ２

ｎ － （Ｄ２
ＨＸ － ＤＹＸ）β ４

ｎ ＋ ＤＹＸＲ２
ｙ ，

ξ ±ｎ２ ＝ ± ＤＨＸβ ２
ｎ ＋ （Ｄ２

ＨＸ － ＤＹＸ）β ４
ｎ ＋ ＤＹＸＲ２

ｙ ，

ì

î

í
ïï

ïï
（２７）

其中 β ｎ ＝ ｎπ ／ （２ｂ）（ｎ ＝ １，３，５，…），ＤＹＸ ＝ Ｄｙ ／ Ｄｘ ．与本征值 ξ ±ｎ１ 和 ξ ±ｎ２ 对应的本征向量为

　 　 Ｙ′±ｎ１（ｙ） ＝ ［１，ξ ±ｎ１，ξ ±ｎ１［Ｄｘξ ２
±ｎ１ － （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）β ２

ｎ］，Ｄ１β ２
ｎ － Ｄｘξ ２

±ｎ１］ Ｔｃｏｓ（β ｎｙ）， （２８）
　 　 Ｙ′±ｎ２（ｙ） ＝ ［１，ξ ±ｎ２，ξ ±ｎ２［Ｄｘξ ２

±ｎ２ － （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）β ２
ｎ］，Ｄ１β ２

ｎ － Ｄｘξ ２
±ｎ２］ Ｔｃｏｓ（β ｎｙ）， （２９）

其满足共轭辛正交关系［２］ ．
非齐次方程（１５）的解可写成

　 　 Ｚ′ ＝ Ｙ′（ｙ）Ｘ′（ｘ）， （３０）
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其中 Ｙ′（ｙ） ＝ ［Ｙ′ｎ１（ｙ），Ｙ′ｎ２（ｙ），…，Ｙ′－ｎ１（ｙ），Ｙ′－ｎ２（ｙ），…］，Ｘ′（ｘ） ＝ ［Ｘ′ｎ１（ｘ），Ｘ′ｎ２（ｘ），…，Ｘ′－ｎ１（ｘ），Ｘ′－ｎ２（ｘ），
…］ Ｔ（ｎ ＝ １，３，５，…） ．

将式（３０）代入式（１５），得到

　 　 Ｙ′（ｙ） ｄＸ′（ｘ）
ｄｘ

＝ Ｈ′Ｙ′（ｙ）Ｘ′（ｘ） ＋ ｆ， （３１）

注意到

　 　 Ｈ′Ｙ′（ｙ） ＝ Ｙ′（ｙ）Ｍ′， （３２）
其中 Ｍ′ ＝ ｄｉａｇ（ξ ｎ１，ξ ｎ２，…，ξ －ｎ１，ξ －ｎ２，…）， 而式（３１）中的非齐次项 ｆ 可以按辛本征向量展开．令

　 　 ｆ ＝ Ｙ′（ｙ）Ｇ′， （３３）
其中 Ｇ′ ＝ ［ｇ′ｎ１，ｇ′ｎ２，…，ｇ′－ｎ１，ｇ′－ｎ２，…］ Ｔ 为展开系数矩阵，各元素可通过对式（３３）两边同时左乘 （Ｙ′（ｙ）） ＴＪ 并

关于 ｙ 从 ０ 到 ｂ 积分，由共轭辛正交关系求出．将式（３２）和式（３３）代入式（３１）得到

　 　 ｄＸ′（ｘ）
ｄｘ

＝ Ｍ′Ｘ′（ｘ） ＋ Ｇ′ ． （３４）

展开上式，即可求出 Ｘ′ｎ１（ｘ），Ｘ′ｎ２（ｘ），Ｘ′－ｎ１（ｘ） 和 Ｘ′－ｎ２（ｘ） ．
对于承受均布谐载幅值为 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ｐ 的薄板，可得

　 　

Ｘ′ｎ１（ｘ） ＝ Ａ′ｎ１ｅξｎ１ｘ － ２ｐ （ － １） ｎ＋１

ｎπＤｘξ ２
ｎ１（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ２）

，

Ｘ′ｎ２（ｘ） ＝ Ｂ′ｎ１ｅξｎ２ｘ － ２ｐ （ － １） ｎ＋１

ｎπＤｘξ ２
ｎ２（ξ ２

ｎ２ － ξ ２
ｎ１）

，

Ｘ′－ｎ１（ｘ） ＝ Ｃ′ｎ１ｅ
－ξｎ１ｘ － ２ｐ （ － １） ｎ＋１

ｎπＤｘξ ２
ｎ１（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ２）

，

Ｘ′－ｎ２（ｘ） ＝ Ｄ′ｎ１ｅ
－ξｎ２ｘ － ２ｐ （ － １） ｎ＋１

ｎπＤｘξ ２
ｎ２（ξ ２

ｎ２ － ξ ２
ｎ１）

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３５）

对于在 （ｘ０，ｙ０） 处作用一幅值为 ｐ０ 的集中谐载的板，可得

　 　

Ｘ′ｎ１（ｘ） ＝ Ａ′ｎ２ｅξｎ１ｘ ＋
ｅξｎ１（ｘ－ｘ０） ｐ０Ｈ（ｘ － ｘ０）
ｂＤｘξ ｎ１（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ２）

ｃｏｓ（β ｎｙ０），

Ｘ′ｎ２（ｘ） ＝ Ｂ′ｎ２ｅξｎ２ｘ ＋
ｅξｎ２（ｘ－ｘ０） ｐ０Ｈ（ｘ － ｘ０）
ｂＤｘξ ｎ２（ξ ２

ｎ２ － ξ ２
ｎ１）

ｃｏｓ（β ｎｙ０），

Ｘ′－ｎ１（ｘ） ＝ Ｃ′ｎ２ｅ
－ξｎ１ｘ －

ｅ －ξｎ１（ｘ－ｘ０） ｐ０Ｈ（ｘ － ｘ０）
ｂＤｘξ ｎ１（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ２）

ｃｏｓ（β ｎｙ０），

Ｘ′－ｎ２（ｘ） ＝ Ｄ′ｎ２ｅ
－ξｎ２ｘ －

ｅ －ξｎ２（ｘ－ｘ０） ｐ０Ｈ（ｘ － ｘ０）
ｂＤｘξ ｎ２（ξ ２

ｎ２ － ξ ２
ｎ１）

ｃｏｓ（β ｎｙ０），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３６）

其中 Ｈ（ｘ － ｘ０） 为单位阶跃函数， Ａ′ｎ１，Ｂ′ｎ１，Ｃ′ｎ１，Ｄ′ｎ１ 及 Ａ′ｎ２，Ｂ′ｎ２，Ｃ′ｎ２，Ｄ′ｎ２ 为待求常数，由板在 ｘ 方向的边界条件

决定．
于是，由状态向量表示的一边滑支对边简支矩形薄板的受迫振动的解可以写成

　 　 Ｚ′ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，３，５，…
［Ｘ′ｎ１（ｘ）Ｙ′ｎ１（ｙ） ＋ Ｘ′ｎ２（ｘ）Ｙ′ｎ２（ｙ） ＋ Ｘ′－ｎ１（ｘ）Ｙ′－ｎ１（ｙ） ＋ Ｘ′－ｎ２（ｘ）Ｙ′－ｎ２（ｙ）］， （３７）

其中 Ｘ′ｎ１（ｘ），Ｘ′ｎ２（ｘ），Ｘ′－ｎ１（ｘ），Ｘ′－ｎ２（ｘ），Ｙ′ｎ１（ｙ），Ｙ′ｎ２（ｙ），Ｙ′－ｎ１（ｙ） 和 Ｙ′－ｎ２（ｙ） 等已在式（２８）、（２９）、（３５）或式

（３６）中解析给出．
以均布谐载为例，对于 ｙ ＝ ０ 边滑支和 ｙ ＝ ｂ 边简支而 ｘ ＝ ０ 边和 ｘ ＝ ａ 边滑支的板， ｘ 方向的边界条件为

　 　 ∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ０，ａ

＝ Ｖｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０． （３８）
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将状态向量（３７）中的结果代入式（３８），求出常数 Ａ′ｎ１，Ｂ′ｎ１，Ｃ′ｎ１ 和 Ｄ′ｎ１， 最终可以得到均布谐载作用下一边滑

支对边简支正交各向异性矩形薄板受迫振动问题的辛解析解：

　 　 ｗ１（ｘ，ｙ） ＝ － ２ｐ
Ｄｘｂ

∑
∞

ｎ ＝ １，３，５，…

（ － １） ｎ＋１ｃｏｓ（β ｎｙ）
β ｎ（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ２）

１
ξ ２
ｎ１

－ １
ξ ２
ｎ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３９）

对于第二个子问题，如图 ２（ｃ）所示，在 ｘ ＝ ０ 滑支边和 ｘ ＝ ａ 滑支边强加待定转角，于是 ｘ 方向的边界条

件为

　 　 Ｖｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， ∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ０

＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，３，５，…
Ｇｎｃｏｓ（β ｎｙ），

∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ａ

＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，３，５，…
Ｈｎｃｏｓ（β ｎｙ）， （４０）

其中 Ｇｎ 和 Ｈｎ 是待定展开系数．
在式（３５）中令 ｐ ＝ ０， 连同状态向量（３７）中的结果代入式（４０），即可求得由 Ｇｎ 和 Ｈｎ 表达的子问题二的

解为

　 　 ｗ２（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，３，５，…

ｃｏｓ（β ｎｙ）
Ｄｘξ ｎ１ξ ｎ２（ξ ２

ｎ１ － ξ ２
ｎ２）

ｃｓｃｈ（ξ ｎ１ａ）ｃｓｃｈ（ξ ｎ２ａ） ×

　 　 　 　 ［ξ ｎ１ζ ｎｘ１ｓｉｎｈ（ξ ｎ１ａ）ｃｏｓｈ（ξ ｎ２（ａ － ｘ）） － ξ ｎ２ζ ｎｘ２ｓｉｎｈ（ξ ｎ２ａ）ｃｏｓｈ（ξ ｎ１（ａ － ｘ））］{ Ｇｎ －
　 　 　 　 ［ξ ｎ１ζ ｎｘ１ｓｉｎｈ（ξ ｎ１ａ）ｃｏｓｈ（ξ ｎ２ｘ） － ξ ｎ２ζ ｎｘ２ｓｉｎｈ（ξ ｎ２ａ）ｃｏｓｈ（ξ ｎ１ｘ）］Ｈｎ} ， （４１）

其中 ζ ｎｘ１ ＝ （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）β ２
ｎ － Ｄｘξ ２

ｎ１，ζ ｎｘ２ ＝ （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）β ２
ｎ － Ｄｘξ ２

ｎ２（ｎ ＝ １，３，５，…） ．
２．２　 对边滑支矩形薄板的辛解析解

正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动问题求解的第三个子问题为以对边滑支为基底的薄板，如图 ２（ｄ）
所示，方程（１４）为其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，对应的齐次方程为

　 　 ∂Ｚ
∂ｙ

＝ ＨＺ ． （４２）

令 Ｚ ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）， 其中 Ｘ（ｘ） ＝ ［ｗ（ｘ），θ ｙ（ｘ），Ｔｙ（ｘ），Ｍｙ（ｘ）］ Ｔ， 可得到

　 　 ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

＝ μＹ（ｙ）， （４３）

以及本征方程

　 　 ＨＸ（ｘ） ＝ μＸ（ｘ）， （４４）
其中 μ 为方程的本征值， Ｘ（ｘ） 为对应的本征向量．同上一小节的思路，由本征方程（４４）可给出

　 　 ｗ（ｘ） ＝ Ａｃｏｓ（α１ｘ） ＋ Ｂｓｉｎ（α１ｘ） ＋ Ｃｃｏｓｈ（α２ｘ） ＋ Ｆｓｉｎｈ（α２ｘ）， （４５）

其中 α１ ＝ （Ｄ２
ＨＸ － ＤＹＸ）μ ４ ＋ Ｒ２

ｘ ＋ ＤＨＸμ ２ ，α２ ＝ （Ｄ２
ＨＸ － ＤＹＸ）μ ４ ＋ Ｒ２

ｘ － ＤＨＸμ ２ ，Ｒｘ ＝ ω ρ ／ Ｄｘ ，Ａ，Ｂ，Ｃ 和

Ｆ 为待定常数．
对于 ｘ ＝ ０ 边和 ｘ ＝ ａ 边滑支的矩形薄板，其 ｘ 方向的边界条件为

　 　 ∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ０，ａ

＝ Ｖｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０． （４６）

将式（４５）代入式（４６）中，要满足式（４５）中待定常数有非零值，令所得方程组的系数矩阵行列式为 ０，即得到

　 　 ｓｉｎ（α１ａ）ｓｉｎｈ（α２ａ） ＝ ０． （４７）
解得本征值为

　 　
μ ±ｍ１ ＝ ± ＤＨＹα２

ｍ － （Ｄ２
ＨＹ － ＤＸＹ）α４

ｍ ＋ ＤＸＹＲ２
ｘ ，

μ ±ｍ２ ＝ ± ＤＨＹα２
ｍ ＋ （Ｄ２

ＨＹ － ＤＸＹ）α４
ｍ ＋ ＤＸＹＲ２

ｘ ，

ì

î

í
ïï

ïï
（４８）

其中 αｍ ＝ ｍπ ／ ａ（ｍ ＝ ０，１，２，３，…） ．对应的本征向量为

　 　
Ｘ ±ｍ１（ｘ） ＝ ［１，μ ±ｍ１，μ ±ｍ１［Ｄｙμ ２

±ｍ１ － （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）α２
ｍ］，Ｄ１α２

ｍ － Ｄｙμ ２
±ｍ１］ Ｔｃｏｓ（αｍｘ），

Ｘ ±ｍ２（ｘ） ＝ ［１，μ ±ｍ２，μ ±ｍ２［Ｄｙμ ２
±ｍ２ － （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）α２

ｍ］，Ｄ１α２
ｍ － Ｄｙμ ２

±ｍ２］ Ｔｃｏｓ（αｍｘ） ．{ （４９）

由共轭辛正交关系，状态向量可以表示为
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　 　 Ｚ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０，１，２，…
［Ａｍｅμｍ１ｙＸｍ１（ｘ） ＋ Ｂｍｅμｍ２ｙＸｍ２（ｘ） ＋ Ｃｍｅ

－μｍ１ｙＸ －ｍ１（ｘ） ＋ Ｄｍｅ
－μｍ２ｙＸ －ｍ２（ｘ）］， （５０）

其中 Ａｍ，Ｂｍ，Ｃｍ 和 Ｄｍ 为待求常数．
在 ｙ ＝ ０ 滑支边强加待定转角，在 ｙ ＝ ｂ 简支边强加待定弯矩，于是对应的边界条件为

　 　 Ｖｙ ｙ ＝ ０ ＝ ０， ∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ０

＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０，１，２，…
Ｅｍｃｏｓ（αｍｘ）， ｗ ｙ ＝ ｂ ＝ ０， Ｍｙ ｙ ＝ ｂ ＝ ∑

∞

ｍ ＝ ０，１，２，…
Ｆｍｃｏｓ（αｍｘ）， （５１）

其中 Ｅｍ 和 Ｆｍ 是待定展开系数．
将式（５０）代入到式（５１），可得到由 Ｅｍ 和 Ｆｍ 表达的子问题三的解：

　 　 ｗ３（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０，１，２，…

ｃｏｓ（αｍｘ）
Ｄｙμｍ１μｍ２（μ ２

ｍ１ － μ ２
ｍ２）

ｓｅｃｈ（μｍ１ｂ）ｓｅｃｈ（μｍ２ｂ） ×

　 　 　 　 μｍ１ζｍｙ１ｃｏｓｈ（μｍ１ｂ）ｓｉｎｈ［μｍ２（ｂ － ｙ）］ － μｍ２ζｍｙ２ｃｏｓｈ（μｍ２ｂ）ｓｉｎｈ［μｍ１（ｂ － ｙ）］{{ } Ｅｍ ＋
　 　 　 　 μｍ１μｍ２［ｃｏｓｈ（μｍ１ｂ）ｃｏｓｈ（μｍ２ｙ） － ｃｏｓｈ（μｍ２ｂ）ｃｏｓｈ（μｍ１ｙ）］Ｆｍ} ， （５２）

其中 ζｍｙ１ ＝ （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）α２
ｍ － Ｄｙμ ２

ｍ１，ζｍｙ２ ＝ （Ｄ１ ＋ ４Ｄｘｙ）α２
ｍ － Ｄｙμ ２

ｍ２（ｍ ＝ ０，１，２，…） ．
２．３　 正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动问题的辛解析解

以上两小节求解出了正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动问题的三个子问题的解，则悬臂薄板的挠度

解为

　 　 ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ｗ１（ｘ，ｙ） ＋ ｗ２（ｘ，ｙ） ＋ ｗ３（ｘ，ｙ） ． （５３）
对于如图 ２（ａ）所示的悬臂薄板，其真实边界条件为

　 　 Ｍｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ Ｖｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， （５４）
　 　 Ｍｙ ｙ ＝ ０ ＝ Ｖｙ ｙ ＝ ０ ＝ ０， ｗ ｙ ＝ ｂ ＝ θ ｙ ｙ ＝ ｂ ＝ ０． （５５）
在悬臂薄板的自由边界 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 处，子问题解之和已满足等效剪力 Ｖｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０ 的条件，还需满足弯

矩 Ｍｘ 为零，即

　 　 Ｍｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ Ｄｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｄ１
∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０，ａ

＝ ∑
３

ｉ ＝ １
Ｄｘ

∂２ｗ ｉ

∂ｘ２
＋ Ｄ１

∂２ｗ ｉ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０，ａ

＝ ０． （５６）

在悬臂薄板的自由边界 ｙ ＝ ０ 处，子问题解之和已满足等效剪力 Ｖｙ ｙ ＝ ０ ＝ ０ 的条件，还需满足弯矩 Ｍｙ 为

零，即

　 　 Ｍｙ ｙ ＝ ０ ＝ Ｄｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ Ｄ１
∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ ＝ ０

＝ ∑
３

ｉ ＝ １
Ｄｙ

∂２ｗ ｉ

∂ｙ２
＋ Ｄ１

∂２ｗ ｉ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ ＝ ０

＝ ０． （５７）

在悬臂薄板的固支边界 ｙ ＝ ｂ 处，子问题解之和已满足挠度 ｗ ｙ ＝ ｂ ＝ ０ 的条件，还需满足转角 θ ｙ 为零，即

　 　 θ ｙ ｙ ＝ ｂ ＝
∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ｂ

＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂ｗ ｉ

∂ｙ ｙ ＝ ｂ

＝ ０． （５８）

将式（３９）、（４１）和式（５２）代入到式（５３），然后将其挠度代入到式（５６）、（５７）和式（５８），即可联立求出

常数 Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ 和 Ｈｎ， 再将它们代回式（４１）和式（５２），连同式（３９）进行求和，即得到均布谐载作用下正交

各向异性矩形悬臂薄板的解析解．需要指出，由式（５６）、（５７）和式（５８）得到的是四组无穷联立方程组，理论

上取无穷个常数时可得到精确结果，而实际当中必须取有限组进行计算，例如可令式（３９）、（４１）中 ｎ ＝ １，３，
５，…，Ｎ， 式（５２）中 ｍ ＝ ０，１，２，…，Ｎ 进行求解，其中 Ｎ 为求和上限，根据解的精度需要确定．

集中谐载作用下薄板受迫振动的解析解可完全按照上述求解思路得到．

３　 数值算例与讨论

为了验证本文求解的正确性，本节给出几种正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动解析解的数值算例：
① 悬臂薄板承受均布谐载 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ｐ 的作用；
② 悬臂薄板在中心点承受幅值为 ｐ０ 的集中谐载作用；
③ 悬臂薄板在自由边上一点 （ａ ／ ４，０） 承受幅值为 ｐ０ 的集中谐载作用．
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表 １ 和表 ２ 给出了正交各向异性矩形悬臂薄板 （Ｈ ＝ ０．５Ｄｘ，Ｄｙ ＝ ０．５Ｄｘ） 在均布和集中谐载作用下的无

量纲挠度和弯矩解的收敛性分析．结果表明，挠度解收敛速度比弯矩解快，对于均布谐载的情况， Ｎ 取 １００ 可

收敛到四位小数，对于集中谐载的情况， Ｎ 取 １５０ 可收敛到四位小数．
表 １　 均布谐载下正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩收敛性分析

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ａ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄ

　 ω ／ ω１１
Ｎ

１０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０ ７０ ８０ ９０ １００

ｗ－ ｐ（０，０）

０．３ ０．２８２ １ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０ ０．２８２ ０

０．５ ０．３４３ ０ ０．３４２ ９ ０．３４２ ９ ０．３４２ ８ ０．３４２ ８ ０．３４２ ８ ０．３４２ ８ ０．３４２ ８ ０．３４２ ８ ０．３４２ ８

０．８ ０．７１８ ４ ０．７１８ ０ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９ ０．７１７ ９

１．１ １．２３６ ５ １．２３７ ５ １．２３７ ７ １．２３７ ７ １．２３７ ８ １．２３７ ８ １．２３７ ８ １．２３７ ８ １．２３７ ８ １．２３７ ８

ｗ－ ｐ（０，０．４ｂ）

０．３ ０．１３０ ５ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４ ０．１３０ ４

０．５ ０．１５７ ８ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７ ０．１５７ ７

０．８ ０．３２６ １ ０．３２５ ９ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８ ０．３２５ ８

１．１ ０．５５０ ０ ０．５５０ ４ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５ ０．５５０ ５

Ｍ
－
ｙ（０．５ａ，ｂ）

０．３ －０．６０３ ０ －０．５７８ ９ －０．５９３ ２ －０．５８３ ２ －０．５９０ ７ －０．５８４ ３ －０．５８４ ３ －０．５８４ ４ －０．５８４ ４ －０．５８４ ４

０．５ －０．７２０ ４ －０．６９１ ５ －０．７０８ ５ －０．６９６ ５ －０．７０５ ６ －０．６９７ ９ －０．６９７ ９ －０．６９８ ０ －０．６９８ ０ －０．６９８ ０

０．８ －１．４４３ ６ －１．３８４ ５ －１．４１８ ７ －１．３９４ ７ －１．４１２ ７ －１．３９７ ４ －１．３９７ ６ －１．３９７ ７ －１．３９７ ８ －１．３９７ ８

１．１ －２．３１９ １ －２．２２５ １ －２．２８１ ０ －２．２４２ ８ －２．２７１ ５ －２．２４７ ４ －２．２４７ ７ －２．２４７ ９ －２．２４８ １ －２．２４８ １

表 ２　 中心点处作用集中谐载的正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩收敛性分析

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ

　 ω ／ ω１１
Ｎ

１０ ３０ ５０ ７０ ９０ １１０ １２０ １３０ １４０ １５０

ｗ－ ｐ０（０，０）

０．３ ０．２３７ ３ ０．２３８ ３ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４ ０．２３８ ４

０．５ ０．２９０ ５ ０．２９１ ８ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９ ０．２９１ ９

０．８ ０．６１９ ２ ０．６２１ ４ ０．６２１ ７ ０．６２１ ７ ０．６２１ ７ ０．６２１ ８ ０．６２１ ８ ０．６２１ ８ ０．６２１ ８ ０．６２１ ８

１．１ １．０９２ ４ １．０９８ ０ １．０９８ ５ １．０９８ ６ １．０９８ ７ １．０９８ ７ １．０９８ ７ １．０９８ ７ １．０９８ ７ １．０９８ ７

ｗ－ ｐ０（０，０．４ｂ）

０．３ ０．１１４ ８ ０．１１５ １ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２ ０．１１５ ２

０．５ ０．１３８ ７ ０．１３９ １ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２ ０．１３９ ２

０．８ ０．２８６ １ ０．２８７ ０ ０．２８７ １ ０．２８７ １ ０．２８７ １ ０．２８７ １ ０．２８７ １ ０．２８７ １ ０．２８７ １ ０．２８７ １

１．１ ０．４８０ ８ ０．４８３ ３ ０．４８３ ６ ０．４８３ ６ ０．４８３ ７ ０．４８３ ７ ０．４８３ ７ ０．４８３ ７ ０．４８３ ７ ０．４８３ ７

Ｍ
－
ｙ０（０．５ａ，ｂ）

０．３ －０．６３０ ６ －０．６２１ ５ －０．６１９ １ －０．６１３ ３ －０．６１３ ４ －０．６１３ ４ －０．６１３ ５ －０．６１３ ５ －０．６１３ ５ －０．６１３ ５

０．５ －０．７３３ ８ －０．７２３ ２ －０．７２０ ５ －０．７１３ ６ －０．７１３ ７ －０．７１３ ８ －０．７１３ ８ －０．７１３ ８ －０．７１３ ８ －０．７１３ ８

０．８ －１．３６７ ９ －１．３４８ ５ －１．３４３ ４ －１．３２９ ９ －１．３３０ １ －１．３３０ ３ －１．３３０ ４ －１．３３０ ３ －１．３３０ ４ －１．３３０ ４

１．１ －１．９２４ ８ －１．９０２ ７ －１．８９５ ５ －１．８７５ １ －１．８７５ ５ －１．８７５ ７ －１．８７６ ０ －１．８７５ ９ －１．８７６ ０ －１．８７６ ０

　 　 表 ３ 给出了各向同性矩形悬臂薄板 （ν ＝ １ ／ ６，ｂ ＝ ａ） 在均布谐载和集中谐载作用下的无量纲挠度和弯矩

解．其中均布谐载对应的无量纲挠度 ｗ－ ｐ ＝ ｗｑａ４ ／ Ｄ （ Ｄ 为板的弯曲刚度），无量纲弯矩 Ｍ
－

ｙ ＝ Ｍｙｑａ２， 集中谐载

对应的无量纲挠度 ｗ－ ｐ０ ＝ ｗｑａ２ ／ Ｄ， 无量纲弯矩 Ｍ
－

ｙ０ ＝ Ｍｙｑ， 表中 ω １１ 是由精细有限元分析（采用 ＡＢＡＱＵＳ 软件

中 Ｓ４Ｒ 单元， ａ ／ １００ 的网格）得到的基频结果．通过与精细有限元分析的收敛结果进行对比可见，本文求解方

法得到的结果与有限元结果吻合得很好，从而证明了本文方法的准确性．本文结果与文献［２０］利用功的互等

定理法计算出的部分结果存在一定差异，原因可能是文献中并未说明薄板的基频大小，导致本文的基频和文

献中的基频存在差异，进而产生外载频率和响应的差异．

５２１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 王森林，等： 基于辛叠加方法的正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动解析解



表 ３　 各向同性悬臂板的无量纲挠度和弯矩

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ａｎ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ

　 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ（ｗ－ ｐ０）， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．１ｂ ｙ ＝ ０．３ｂ

ｗ－ ｐ（ｗ－ ｐ０）， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ（Ｍ

－
ｙ０）， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｈａｒｍｏｎｉｃ

ｌｏａｄ

０．３

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１３７ ９ ０．１１９ ３ ０．０８２ ４ ０．０４７ ８ ０．１３８ ３ ０．１３８ ８ ０．１３９ ０ －０．５４８ ４ －０．５６２ ５

ＦＥＭ ０．１３７ ９ ０．１１９ ３ ０．０８２ ４ ０．０４７ ８ ０．１３８ ３ ０．１３８ ８ ０．１３９ ０ －０．５３８ ０ －０．５５４ ５

ｒｅｆ． ［２０］ ０．１４２ ２ ０．１２３ ０ ０．０８４ ８ ０．０４９ １ ０．１４２ ５ ０．１４２ ９ ０．１４３ １ －０．５８１ １ －０．５６９ ７

０．５

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１６７ ７ ０．１４４ ９ ０．０９９ ９ ０．０５７ ７ ０．１６８ １ ０．１６８ ８ ０．１６９ ０ －０．６５３ ４ －０．６７１ １

ＦＥＭ ０．１６７ ７ ０．１４４ ９ ０．０９９ ９ ０．０５７ ７ ０．１６８ １ ０．１６８ ８ ０．１６９ １ －０．６４１ ３ －０．６６２ ０

ｒｅｆ． ［２０］ ０．１７４ ２ ０．１５０ ５ ０．１０２ ５ ０．０５９ ７ ０．１７４ ５ ０．１７５ ０ ０．１７５ ２ －０．６９６ ８ －０．６８４ ７

０．８

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３５０ ９ ０．３０２ ７ ０．２０７ ３ ０．１１８ ６ ０．３５１ ９ ０．３５３ ５ ０．３５４ ０ －１．２９８ ９ －１．３３９ ５

ＦＥＭ ０．３５０ ９ ０．３０２ ７ ０．２０７ ３ ０．１１８ ６ ０．３５１ ９ ０．３５３ ５ ０．３５４ ０ －１．２７６ １ －１．３２２ ４

ｒｅｆ． ［２０］ ０．３８１ ６ ０．３２９ ０ ０．２２５ ０ ０．１２８ ５ ０．３８２ ５ ０．３８３ ８ ０．３８４ ２ －１．４４８ １ －１．４３０ ７

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．６０５ ５ ０．５２０ ７ ０．３５３ ３ ０．１９９ ２ ０．６０７ ４ ０．６１０ ４ ０．６１１ ４ －２．０６７ １ －２．１４５ ７

ＦＥＭ ０．６０５ ８ ０．５２１ ０ ０．３５３ ５ ０．１９９ ３ ０．６０７ ７ ０．６１０ ６ ０．６１１ ７ －２．０３５ ０ －２．１２３ １

ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ
ｈａｒｍｏｎｉｃ
ｌｏａｄ ａｔ

ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ

０．３

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１１４ １ ０．０９９ ４ ０．０７０ ０ ０．０４１ ４ ０．１１５ ７ ０．１１８ ２ ０．１１９ ３ －０．４９２ ３ －０．５８１ ７

ＦＥＭ ０．１１４ ０ ０．０９９ ４ ０．０７０ ０ ０．０４１ ４ ０．１１５ ６ ０．１１８ ２ ０．１１９ ３ －０．４８３ ５ －０．５７２ ９

ｒｅｆ． ［２０］ ０．１１６ ３ ０．１０１ ３ ０．０７１ ３ ０．０４２ １ ０．１１７ ８ ０．１２０ ４ ０．１２１ ５ －０．４５１ １ －０．５６８ ７

０．５

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１４０ １ ０．１２１ ８ ０．０８５ ３ ０．０５０ １ ０．１４１ ８ ０．１４４ ５ ０．１４５ ６ －０．５８４ ４ －０．６７７ １

ＦＥＭ ０．１４０ ０ ０．１２１ ８ ０．０８５ ３ ０．０５０ １ ０．１４１ ７ ０．１４４ ５ ０．１４５ ６ －０．５７４ １ －０．６６７ ３

ｒｅｆ． ［２０］ ０．１４３ ８ ０．１２５ ０ ０．０８７ ４ ０．０５１ ３ ０．１４５ ４ ０．１４８ １ ０．１４９ ２ －０．５３６ ８ －０．６６４ ７

０．８

ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３００ ４ ０．２５９ ８ ０．１７９ ３ ０．１０３ ４ ０．３０２ ５ ０．３０６ ０ ０．３０７ ５ －１．１４９ ９ －１．２６２ ９

ＦＥＭ ０．３００ ３ ０．２５９ ８ ０．１７９ ３ ０．１０３ ４ ０．３０２ ５ ０．３０６ ０ ０．３０７ ４ －１．１３０ ２ －１．２４６ ２

ｒｅｆ． ［２０］ ０．３２２ １ ０．２７８ ４ ０．１９１ ９ ０．１１０ ５ ０．３２４ １ ０．３２７ ５ ０．３２８ ９ －１．０９０ ０ －１．２８３ ４

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．５３６ ６ ０．４６０ ７ ０．３１１ ３ ０．１７４ ７ ０．５３７ ０ ０．５３７ ４ ０．５３７ ５ －１．７９４ １ －１．７８４ ９

ＦＥＭ ０．５３６ ９ ０．４６１ ０ ０．３１１ ４ ０．１７４ ８ ０．５３７ ３ ０．５３７ ６ ０．５３７ ６ －１．７６６ ０ －１．７６７ ２

　 　 表 ４—９ 给出了正交各向异性矩形悬臂薄板 （Ｈ ＝ ０．５Ｄｘ） 在均布谐载或集中谐载下的无量纲挠度和弯矩

解，其中均布谐载对应的无量纲挠度 ｗ－ ｐ ＝ ｗｑａ４ ／ Ｄｘ，无量纲弯矩Ｍ
－

ｙ ＝ Ｍｙｑａ２，集中谐载对应的无量纲挠度 ｗ－ ｐ０

＝ ｗｑａ２ ／ Ｄｘ，无量纲弯矩Ｍ
－

ｙ０ ＝Ｍｙｑ ．本文方法得到的结果均与有限元结果吻合得很好．另外，表 １０ 给出了正交
各向异性矩形悬臂薄板 （Ｈ ＝ ０．５Ｄｘ，Ｄｙ ＝ ０．５Ｄｘ，ｂ ＝ ａ） 在均布谐载和集中谐载下谐载频率 ω ＝ ０．８ω １１ 时的挠
度和弯矩云图，同样可以看出本文方法得到的结果与有限元吻合良好．

（ａ） 均布谐载 （ｂ） 集中谐载

（ａ） Ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ （ｂ） Ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ
图 ３　 不同谐载频率下正交各向异性悬臂板 ｘ ＝ ａ ／ ２ 处的无量纲挠度沿 ｙ 轴变化曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｙ ａｘｉｓ ａｔ ｘ ＝ ａ ／ ２ ｏｆ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ

６２１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



（ａ） 均布谐载 （ｂ） 集中谐载

（ａ） Ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ （ｂ） Ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ

图 ４　 正交各向异性悬臂板在不同弯曲刚度下的频率响应曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｉｅｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

众所周知，当动力载荷 ｑ－ ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） 的频率 ω 接近薄板的固有频率 ω １１ 时，板的挠度将变得非常大，这通常

被称为共振现象．图 ３ 给出了各激励频率下板在 ｘ ＝ ａ ／ ２ 处的挠度分布曲线， 图 ４ 给出了不同弯曲刚度下正

交各向异性悬臂薄板 （Ｈ ＝ ０．５Ｄｘ， ｂ ＝ ａ） 在点 （ａ ／ ２，０） 处的频率响应曲线， 可观察出激励频率对矩形薄板

受迫振动的影响， 和理论预期相符． 同时将本文求解结果和精细有限元模拟结果进行直观比较， 发现两者

吻合良好．
表 ４　 均布谐载下正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩 （ｂ ＝ ａ）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ， ｗｉｔｈ ｂ ＝ ａ

Ｄｙ ／ Ｄｘ 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．４ｂ ｙ ＝ ０．８ｂ

ｗ－ ｐ， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

０．５

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．２８２ ０ ０．１３０ ４ ０．０１６ ３ ０．２８２ ８ ０．２８３ ９ ０．２８４ ４ －０．５４１ ８ －０．５８５ ８ －０．５８４ ４

ＦＥＭ ０．２８２ ０ ０．１３０ ４ ０．０１６ ３ ０．２８２ ８ ０．２８４ ０ ０．２８４ ４ －０．５２４ １ －０．５７７ ５ －０．５８０ ９

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３４２ ８ ０．１５７ ７ ０．０１９ ５ ０．３４３ ８ ０．３４５ ３ ０．３４５ ８ －０．６４４ ５ －０．６９９ ２ －０．６９８ １

ＦＥＭ ０．３４２ ８ ０．１５７ ７ ０．０１９ ５ ０．３４３ ８ ０．３４５ ３ ０．３４５ ８ －０．６２３ ６ －０．６８９ ６ －０．６９４ ０

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．７１７ ９ ０．３２５ ８ ０．０３９ ０ ０．７２０ １ ０．７２３ ５ ０．７２４ ７ －１．２７６ ４ －１．３９８ ２ －１．３９７ ８

ＦＥＭ ０．７１７ ５ ０．３２５ ６ ０．０３９ ０ ０．７１９ ７ ０．７２３ １ ０．７２４ ３ －１．２３５ ７ －１．３７９ ５ －１．３９０ ３

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ １．２３７ ８ ０．５５０ ５ ０．０６２ ７ １．２４２ ０ １．２４８ ５ １．２５１ ０ －２．０１５ １ －２．２４３ ２ －２．２４８ １

ＦＥＭ １．２３９ ０ ０．５５１ ０ ０．０６２ ７ １．２４３ ２ １．２４９ ７ １．２５２ ２ －１．９５７ ３ －２．２２０ ２ －２．２４２ ７

１．０

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１４１ １ ０．０６４ ６ ０．００７ ７ ０．１４１ ６ ０．１４２ ４ ０．１４２ ７ －０．５２７ ７ －０．５８６ ８ －０．５９１ ８

ＦＥＭ ０．１４１ １ ０．０６４ ６ ０．００７ ７ ０．１４１ ６ ０．１４２ ４ ０．１４２ ７ －０．５２３ ８ －０．５８０ ７ －０．５８３ ４

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１７１ ５ ０．０７８ １ ０．００９ １ ０．１７２ ２ ０．１７３ １ ０．１７３ ５ －０．６２７ ３ －０．７００ ６ －０．７０６ ９

ＦＥＭ ０．１７１ ５ ０．０７８ １ ０．００９ １ ０．１７２ １ ０．１７３ １ ０．１７３ ５ －０．６２２ ８ －０．６９３ ５ －０．６９７ ２

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３５９ １ ０．１６１ １ ０．０１８ ２ ０．３６０ ５ ０．３６２ ８ ０．３６３ ６ －１．２４０ ６ －１．４０１ ７ －１．４１６ ５

ＦＥＭ ０．３５９ ２ ０．１６１ １ ０．０１８ ２ ０．３６０ ６ ０．３６２ ８ ０．３６３ ７ －１．２３３ １ －１．３８９ １ －１．３９８ ８

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．６１９ ９ ０．２７２ ２ ０．０２９ ０ ０．６２２ ７ ０．６２７ １ ０．６２８ ８ －１．９５６ ６ －２．２５４ ３ －２．２８３ ９

ＦＥＭ ０．６２０ ０ ０．２７２ ２ ０．０２９ ０ ０．６２２ ８ ０．６２７ ２ ０．６２８ ９ －１．９４８ ２ －２．２３７ ９ －２．２５９ ７

７２１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 王森林，等： 基于辛叠加方法的正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动解析解



表 ５　 均布谐载下正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩 （ｂ ＝ ２ａ）

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ， ｗｉｔｈ ｂ ＝ ２ａ

Ｄｙ ／ Ｄｘ 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．４ｂ ｙ ＝ ０．８ｂ

ｗ－ ｐ， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

０．５

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ４．６１５ ４ ２．１５９ ０ ０．２８２ ４ ４．６１６ ６ ４．６１８ ５ ４．６１９ １ －１．９７４ ６ －２．４０２ ５ －２．４８１ ２

ＦＥＭ ４．６０６ ３ ２．１５４ ８ ０．２８１ ９ ４．６０７ ５ ４．６０９ ３ ４．６１０ ０ －２．００８ ７ －２．３８５ ６ －２．４３３ １

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ５．６１０ ５ ２．６１１ ４ ０．３３７ ９ ５．６１２ ０ ５．６１４ ４ ５．６１５ ３ －２．３４７ ３ －２．８６６ ４ －２．９６２ １

ＦＥＭ ５．６１６ ９ ２．６１４ ２ ０．３３８ ３ ５．６１８ ４ ５．６２０ ７ ５．６２１ ５ －２．３９５ １ －２．８５４ ６ －２．９１３ １

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ １１．７５３ ５ ５．４０３ １ ０．６８０ ３ １１．７５７ １ １１．７６２ ６ １１．７６４ ６ －４．６４５ ４ －５．７２７ ６ －５．９２８ ０

ＦＥＭ １１．７５４ ３ ５．４０３ ３ ０．６８０ ３ １１．７５７ ９ １１．７６３ ５ １１．７６５ ５ －４．７３９ ４ －５．７００ ９ －５．８２７ ５

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ２０．２５７ ０ ９．１３９ ５ １．１０２ １ ２０．２６４ ０ ２０．２７４ ９ ２０．２７８ ９ －７．３１６ ８ －９．１６７ ９ －９．５１３ ３

ＦＥＭ ２０．５２６ ７ ９．２６２ １ １．１１７ ２ ２０．５３４ ０ ２０．５４５ ３ ２０．５４９ ５ －７．５８５ ９ －９．２６２ ４ －９．４９２ ９

１．０

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．３２０ ６ １．０８０ ４ ０．１３４ ７ ２．３２１ １ ２．３２１ ８ ２．３２２ ０ －２．０５２ ６ －２．４４１ ８ －２．４６９ ３

ＦＥＭ ２．３２０ ９ １．０８０ ５ ０．１３４ ７ ２．３２１ ５ ２．３２２ ２ ２．３２２ ５ －１．９８６ ０ －２．４１５ ４ －２．４６９ ５

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．８２０ ３ １．３０６ ３ ０．１６１ ０ ２．８２１ ０ ２．８２１ ９ ２．８２２ ２ －２．４３８ １ －２．９１３ １ －２．９４８ ３

ＦＥＭ ２．８１８ ８ １．３０５ ６ ０．１６０ ９ ２．８１９ ５ ２．８２０ ５ ２．８２０ ８ －２．３５８ ３ －２．８８０ ３ －２．９４７ ０

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ５．９０５ ２ ２．７００ ３ ０．３２３ １ ５．９０６ ８ ５．９０９ ０ ５．９０９ ８ －４．８１４ ４ －５．８１９ ３ －５．９０２ ５

ＦＥＭ ５．９１５ ０ ２．７０４ ７ ０．３２３ ６ ５．９１６ ６ ５．９１９ ０ ５．９１９ ９ －４．６６９ ６ －５．７６８ ４ －５．９１４ １

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ １０．２０４ ８ ４．５７７ ２ ０．５２２ ５ １０．２０８ １ １０．２１２ ７ １０．２１４ ３ －７．５８１ ３ －９．３４３ ８ －９．５１１ ６

ＦＥＭ １０．１４７ ８ ４．５５１ ３ ０．５１９ ４ １０．１５１ ２ １０．１５６ １ １０．１５８ １ －７．３０８ ０ －９．２０１ ４ －９．４６５ ７

表 ６　 中心点处作用集中谐载的正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩 （ｂ ＝ ａ）

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ， ｗｉｔｈ ｂ ＝ ａ

Ｄｙ ／ Ｄｘ 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ０， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．４ｂ ｙ ＝ ０．８ｂ

ｗ－ ｐ０， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ０， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

０．５

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．２３８ ４ ０．１１５ ２ ０．０１４ ７ ０．２４０ １ ０．２４２ ７ ０．２４３ ７ －０．５０５ ７ －０．５９４ ５ －０．６１３ ５

ＦＥＭ ０．２３９ ８ ０．１１６ ３ ０．０１５ ０ ０．２４１ ２ ０．２４３ ３ ０．２４３ ７ －０．４９７ ０ －０．５８９ ５ －０．６０８ ３

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．２９１ ９ ０．１３９ ２ ０．０１７ ５ ０．２９３ ８ ０．２９６ ７ ０．２９７ ７ －０．５９６ ３ －０．６９４ ７ －０．７１３ ８

ＦＥＭ ０．２９３ ３ ０．１４０ ４ ０．０１７ ８ ０．２９４ ９ ０．２９７ ３ ０．２９７ ７ －０．５８５ ０ －０．６８８ ６ －０．７０８ ３

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．６２１ ８ ０．２８７ １ ０．０３４ ７ ０．６２４ ７ ０．６２９ ２ ０．６３０ ９ －１．１５２ ９ －１．３１０ ４ －１．３３０ ４

ＦＥＭ ０．６２３ ３ ０．２８８ ３ ０．０３５ ０ ０．６２５ ９ ０．６２９ ９ ０．６３０ ９ －１．１２５ ０ －１．２９７ １ －１．３２２ ２

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ １．０９８ ７ ０．４８３ ７ ０．０５４ ７ １．１０１ ４ １．１０５ ６ １．１０７ ２ －１．７４０ ２ －１．８９１ ４ －１．８７６ ０

ＦＥＭ １．０９７ １ ０．４８２ ３ ０．０５４ ４ １．１００ １ １．１０５ ０ １．１０７ ３ －１．６７９ ９ －１．８６６ ６ －１．８７１ ２

１．０

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１１９ ６ ０．０５５ １ ０．００６ ２ ０．１２１ ０ ０．１２３ ２ ０．１２４ ０ －０．４６６ ２ －０．６０８ ５ －０．６５０ ０

ＦＥＭ ０．１２０ ８ ０．０５６ ０ ０．００６ ４ ０．１２２ ０ ０．１２３ ８ ０．１２４ １ －０．４７２ ５ －０．６０６ ９ －０．６４０ ４

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．１４６ ５ ０．０６７ ０ ０．００７ ５ ０．１４８ １ ０．１５０ ５ ０．１５１ ３ －０．５５４ ７ －０．７０９ ６ －０．７５２ ４

ＦＥＭ ０．１４７ ８ ０．０６８ ０ ０．００７ ７ ０．１４９ １ ０．１５１ １ ０．１５１ ４ －０．５６０ ９ －０．７０７ ４ －０．７４１ ６

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．３１２ ７ ０．１４０ ６ ０．０１５ ６ ０．３１５ ０ ０．３１８ ５ ０．３１９ ７ －１．０９８ ９ －１．３３１ ８ －１．３８２ ０

ＦＥＭ ０．３１４ ３ ０．１４１ ７ ０．０１５ ８ ０．３１６ ３ ０．３１９ ２ ０．３１９ ８ －１．１０３ ３ －１．３２５ １ －１．３６３ ９

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．５５４ ６ ０．２４３ ２ ０．０２６ ３ ０．５５６ ０ ０．５５８ ４ ０．５５９ ４ －１．７３３ ２ －１．９０５ ５ －１．８９４ ０

ＦＥＭ ０．５５２ ２ ０．２４１ ６ ０．０２６ ０ ０．５５４ １ ０．５５７ ３ ０．５５９ ４ －１．７０８ ７ －１．８８４ １ －１．８７４ ８

８２１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



表 ７　 中心点处作用集中谐载的正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩 （ｂ ＝ ２ａ）

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ， ｗｉｔｈ ｂ ＝ ２ａ

Ｄｙ ／ Ｄｘ 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ０， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．４ｂ ｙ ＝ ０．８ｂ

ｗ－ ｐ０， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ０， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

０．５

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ １．９３７ ８ ０．９８０ ７ ０．１３９ ４ １．９３８ ２ １．９３８ ６ １．９３８ ８ －０．９８３ ３ －１．１８５ ２ －１．２２１ ７

ＦＥＭ １．９３４ ２ ０．９７９ ０ ０．１３９ ２ １．９３４ ５ １．９３５ ０ １．９３５ １ －１．０００ ２ －１．１７７ ４ －１．１９８ ６

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．３７０ １ １．１７７ ５ ０．１６３ ６ ２．３７０ ５ ２．３７１ ２ ２．３７１ ５ －１．１４６ １ －１．３８７ ７ －１．４３１ ５

ＦＥＭ ２．３７３ ６ １．１７９ １ ０．１６３ ８ ２．３７４ １ ２．３７４ ７ ２．３７５ ０ －１．１６９ ０ －１．３８２ ２ －１．４０８ ２

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ５．０３９ ４ ２．３９１ ４ ０．３１２ ６ ５．０４０ ８ ５．０４２ ８ ５．０４３ ５ －２．１４７ ３ －２．６３３ ３ －２．７２２ ３

ＦＥＭ ５．０４２ ４ ２．３９２ ７ ０．３１２ ７ ５．０４３ ８ ５．０４５ ８ ５．０４６ ６ －２．１９０ ６ －２．６２２ １ －２．６７７ ７

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ８．８７４ ９ ３．９２８ ８ ０．４６１ ８ ８．８７８ ２ ８．８８３ ３ ８．８８５ ２ －３．０５１ ２ －３．８３８ ５ －３．９８５ ４

ＦＥＭ ８．８２４ １ ３．９０５ ７ ０．４５８ ９ ８．８２７ ４ ８．８３２ ４ ８．８３４ ２ －３．０９７ ０ －３．７９９ ０ －３．８９６ ９

１．０

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．９７８ ４ ０．４９０ ４ ０．０６６ ４ ０．９７８ ５ ０．９７８ ５ ０．９７８ ５ －１．０２０ ８ －１．２０５ ４ －１．２１７ ４

ＦＥＭ ０．９７８ ６ ０．４９０ ５ ０．０６６ ４ ０．９７８ ６ ０．９７８ ７ ０．９７８ ７ －０．９８８ ０ －１．１９２ ４ －１．２１７ ５

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ １．１９６ １ ０．５８９ ０ ０．０７７ ９ １．１９６ ３ １．１９６ ４ １．１９６ ４ －１．１８９ ６ －１．４１１ ７ －１．４２７ １

ＦＥＭ １．１９５ ５ ０．５８８ ７ ０．０７７ ８ １．１９５ ６ １．１９５ ７ １．１９５ ８ －１．１５１ ０ －１．３９５ ９ －１．４２６ ４

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．５４０ ８ １．１９７ ０ ０．１４８ ６ ２．５４１ ３ ２．５４２ ０ ２．５４２ ２ －２．２２７ ０ －２．６８０ ６ －２．７１７ １

ＦＥＭ ２．５４５ ７ １．１９９ ２ ０．１４８ ９ ２．５４６ ３ ２．５４７ ０ ２．５４７ ３ －２．１６１ １ －２．６５７ ６ －２．７２２ ６

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ４．４８３ ７ １．９７５ ６ ０．２１９ ９ ４．４８５ ２ ４．４８７ ５ ４．４８８ ３ －３．１７１ ７ －３．９２７ ２ －４．００１ ６

ＦＥＭ ４．４５９ ３ １．９６４ ５ ０．２１８ ６ ４．４６１ ０ ４．４６３ ４ ４．４６４ ４ －３．０５９ ２ －３．８６７ ５ －３．９８１ ４

表 ８　 （ａ ／ ４，０） 处作用集中谐载的正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩 （ｂ ＝ ａ）

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ ａｔ （ａ ／ ４，０）， ｗｉｔｈ ｂ ＝ ａ

Ｄｙ ／ Ｄｘ 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ０， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．４ｂ ｙ ＝ ０．８ｂ

ｗ－ ｐ０， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ０， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

０．５

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．８９７ ５ ０．３９０ ６ ０．０４６ ０ ０．８７８ ７ ０．８３１ ３ ０．７５８ ７ －１．３９９ ６ －１．３７９ ７ －１．２３５ ３

ＦＥＭ ０．９０７ ３ ０．３９４ ０ ０．０４６ ４ ０．８８７ １ ０．８３５ ６ ０．７６２ ２ －１．３８４ １ －１．３７０ ２ －１．２３２ ８

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ １．０５８ ０ ０．４６３ １ ０．０５４ ５ １．０３８ ９ ０．９９０ ６ ０．９１５ ９ －１．６７１ ８ －１．６７７ ９ －１．５２５ ７

ＦＥＭ １．０６８ ３ ０．４６６ ７ ０．０５５ ０ １．０４７ ８ ０．９９５ ３ ０．９２０ ３ －１．６５２ ２ －１．６６３ ６ －１．５２２ ５

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．０３２ ０ ０．９０１ ２ ０．１０５ ８ ２．０１３ ８ １．９６５ ８ １．８８４ ４ －３．３４４ ３ －３．４８４ ５ －３．３１８ １

ＦＥＭ ２．０４４ ６ ０．９０５ ９ ０．１０６ ４ ２．０２４ ９ １．９７２ ４ １．８９４ ０ －３．２６０ ５ －３．４５２ ４ －３．３１０ ８

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ２．９６２ ７ １．３３４ ０ ０．１５２ ７ ３．００１ ２ ３．０７２ ０ ３．１６３ ９ －５．０３３ ３ －５．８２９ ０ －６．０３８ ９

ＦＥＭ ２．９５８ ２ １．３３２ ７ ０．１５２ ５ ２．９９８ ４ ３．０８５ １ ３．１８２ ２ －４．８７８ ６ －５．７６７ ２ －６．０２４ ８

１．０

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．５４３ １ ０．２３６ ５ ０．０２６ ５ ０．５１９ ４ ０．４６０ ６ ０．３８２ ２ －１．６２４ ４ －１．５２５ ２ －１．２５５ ８

ＦＥＭ ０．５５５ ５ ０．２４０ ８ ０．０２７ ０ ０．５２９ ８ ０．４６７ ３ ０．３８３ ４ －１．６４１ ７ －１．５２４ ５ －１．２４５ ４

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ０．６３２ ３ ０．２７６ ９ ０．０３１ ２ ０．６０６ ９ ０．５４３ ９ ０．４６１ ２ －１．９２６ ３ －１．８３９ ７ －１．５５０ ３

ＦＥＭ ０．６４５ ５ ０．２８１ ６ ０．０３１ ７ ０．６１８ ０ ０．５５１ ４ ０．４６２ ７ －１．９４５ １ －１．８３８ ０ －１．５３７ １

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ １．１４４ １ ０．５０６ ７ ０．０５７ ０ １．１１４ ４ １．０４３ ５ ０．９４７ ７ －３．６８７ ３ －３．７１５ ０ －３．３６４ ２

ＦＥＭ １．１６４ ５ ０．５１４ ５ ０．０５７ ９ １．１３２ ２ １．０５４ ５ ０．９５１ ８ －３．６６６ ５ －３．６９９ ４ －３．３３８ ２

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ １．２７６ ３ ０．５５７ ２ ０．０５７ １ １．３３２ ５ １．４５３ ３ １．５９０ ３ －４．２０８ ２ －５．５０１ ４ －６．１３３ ２

ＦＥＭ １．２６４ １ ０．５５２ ６ ０．０５６ ４ １．３２３ ９ １．４５３ ９ １．６００ ２ －４．１３７ ６ －５．４４５ ４ －６．０７２ ５

９２１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 王森林，等： 基于辛叠加方法的正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动解析解



表 ９　 （ａ ／ ４，０） 处作用集中谐载的正交各向异性悬臂板的无量纲挠度和弯矩 （ｂ ＝ ２ａ）

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ ａｔ （ａ ／ ４，０）， ｗｉｔｈ ｂ ＝ ２ａ

Ｄｙ ／ Ｄｘ 　 ω ／ ω１１ ｍｅｔｈｏｄ
ｗ－ ｐ０， ｘ ＝ ０

ｙ ＝ ０ ｙ ＝ ０．４ｂ ｙ ＝ ０．８ｂ

ｗ－ ｐ０， ｙ ＝ ０

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ
Ｍ
－
ｙ０， ｙ ＝ ｂ

ｘ ＝ ０．１ａ ｘ ＝ ０．３ａ ｘ ＝ ０．５ａ

０．５

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ６．５０４ ９ ２．８２１ ９ ０．３４０ ９ ６．４４５ ４ ６．３１６ ０ ６．１６４ ４ －２．２８４ ７ －２．６４８ ６ －２．５９６ ４

ＦＥＭ ６．５１３ ０ ２．８２２ ７ ０．３４０ ８ ６．４５３ １ ６．３２２ １ ６．１６７ ５ －２．３３０ ２ －２．６３４ ０ －２．５５４ ８

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ７．７８４ ６ ３．４０３ ４ ０．４１２ ３ ７．７２４ ８ ７．５９４ ９ ７．５６５ ５ －２．７６４ ４ －３．２４２ ９ －３．２１０ ４

ＦＥＭ ７．８１３ ０ ３．４１３ ４ ０．４１３ ３ ７．７５２ ９ ７．６２１ ３ ７．４６５ ６ －２．８２７ ４ －３．２３４ ８ －３．１６８ １

０．８
ｐｒｅｓｅｎｔ １５．６６９ ６ ６．９８６ ２ ０．８５１ ７ １５．６１０ ９ １５．４８１ ９ １５．３９３ ４ －５．７１６ １ －６．９０９ ８ －７．００６ ０

ＦＥＭ １５．７０２ ４ ６．９９８ ３ ０．８５３ １ １５．６４３ ３ １５．５１２ ５ １５．３５５ ２ －５．８４２ ０ －６．８８７ ８ －６．９０３ ６

１．１
ｐｒｅｓｅｎｔ ２５．３５０ ４ １１．６５０ １ １．４３２ ２ ２５．４２５ １ ２５．５７９ ９ ２５．６０９ ７ －９．６１７ ３ －１２．１８７ ７ －１２．７９５ １

ＦＥＭ ２５．２３８ ０ １１．６０１ ５ １．４２６ ２ ２５．３１３ ２ ２５．４６９ ９ ２５．６４０ ０ －９．７７７ ２ －１２．０８８ ８ －１２．５３３ ９

１．０

０．３
ｐｒｅｓｅｎｔ ３．５７２ ０ １．５５８ ５ ０．１８３ ２ ３．４８６ ９ ３．３０６ ３ ３．０９０ ６ －２．６３４ ７ －２．８２７ ９ －２．５９７ ５

ＦＥＭ ３．５８６ ２ １．５６１ ９ ０．１８３ ５ ３．５００ ２ ３．３１６ ４ ３．１０９ ３ －２．５５０ ５ －２．８１０ １ －２．６０３ ６

０．５
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表 １０　 正交各向异性悬臂板的挠度和弯矩分布云图

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ

４　 结　 　 论

本文基于辛叠加方法求解了正交各向异性矩形悬臂薄板受迫振动问题的解析解．板的力学问题的主要

任务之一就是求解满足给定边界条件下的高阶偏微分控制方程，传统的半逆解法需要提前假设解的形式，而

０３１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



本文方法则是从板的基本方程出发求解，无需任何假设，逐步严格地推导出问题的解．通过所得解析解，本文

给出了较大量的数值结果，可作为检验各类求解方法的对比基准；同时，量化地考查了谐载频率对薄板受迫

振动特性的影响规律，可为工程师开展相关结构设计提供理论依据．本文方法还可进一步扩展至考虑各种复

杂边界条件和组合载荷的板壳问题，因而在更多受迫振动问题的研究中具有较大的应用潜力．
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