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摘要：　 对于功能梯度矩形板的自由振动问题，寻求既满足高阶偏微分控制方程又满足各种非 Ｌéｖｙ 型边界条件的

振型函数十分困难，这使得利用传统方法难以解析求解该类问题．该文拓展了近年来发展的基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的

辛叠加方法，将其成功应用于功能梯度矩形板自由振动问题的解析求解．求解方案将原问题拆分成子问题，并引入

物理中性面消除了由于横向材料不均匀产生的拉弯耦合效应，采用在传统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系中无法使用的分离变量、
辛本征展开等数学方法对子问题进行求解，最后通过叠加获得了原问题的解答．辛叠加方法的优点是不需要事先假

定解的形式，克服了传统半逆解法的限制，能够获得更多复杂问题的解析解．将该方法的求解结果与数值解进行对

比，证明了其正确性，并在此基础上进行了定量的参数分析，研究了不同边界条件、材料分布和长宽比对板固有频

率的影响．
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０　 引　 　 言

随着材料科学和制造业的进步，由金属和陶瓷两种材料构成、沿厚度分布平稳变化的功能梯度材料得到

了快速发展［１］ ．功能梯度材料相较于单一的金属或陶瓷材料具有更高的比强度和比刚度，已被广泛应用于航

空航天工程、声学工程、土木工程和海洋工程等各个领域［２］ ．板作为工程中常见的承力结构，其动力问题一直

是结构设计时需要重点考虑的问题，因此，功能梯度板自由振动行为的研究引起了科研人员和工程师们的极

大关注．
求解板自由振动问题的方法主要分为数值方法和解析方法，其中常见的数值方法包括有限元法［３⁃６］、边

界元法［７⁃８］、无网格法［９⁃１０］、Ｒｉｔｚ 法［１１⁃１５］、微分求积法［１６⁃１８］、动刚度法［１９］、有限差分法［２０⁃２１］、等几何法［２２］ 等．上
述数值方法已部分应用于求解功能梯度板的自由振动问题：如 Ｋｕｍａｒ 等［２３］使用动刚度法求解了功能梯度板

的自由振动问题；Ｙｉｎ 等［２４］通过等几何分析研究了功能梯度板的静态弯曲、屈曲和自由振动行为．
由于解析方法在结构快速分析及初步优化设计等方面具有数值方法不能比拟的效率优势，因此即便在

数值方法蓬勃发展的今天，解析方法仍然具有不可替代性．然而，在传统求解框架下，高阶偏微分方程的复杂

边值问题很难解析求解，这大大限制了解析方法的发展．事实上，除了传统的 Ｎａｖｉｅｒ 型边界［２５⁃２８］和 Ｌéｖｙ 型边

界［２９⁃３１］功能梯度矩形板，其他边界下板自由振动问题的解析解研究较为少见，这与实际工程中对边简支矩

形板应用很少的现实相矛盾．因此，寻求一种高效高精度且适用于多种边界条件的解析方法，无论对理论研

究还是工程实际都具有重要价值．
本文基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系研究功能梯度矩形板的自由振动问题，首先通过引入物理中性面消除了由于功

能梯度材料横向不均匀性产生的拉弯耦合效应，随后将功能梯度矩形板自由振动的基本方程导入到 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 体系当中，通过在辛空间下求解功能梯度矩形板自由振动的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，得到了 Ｌéｖｙ 型板的解析

解．对于非 Ｌéｖｙ 型板问题，采用辛叠加方法［３２⁃３７］ 进行求解，先将原问题拆分成子问题，通过上述辛方法分别

求解这些子问题而后叠加，便可得到原问题的解答．本文求解了典型非 Ｌéｖｙ 型功能梯度矩形板自由振动问

题的解析解，并通过数值解与所得解析解的对比验证了本文方法的正确性．
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１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的导入

１．１　 功能梯度材料

如图 １ 所示的功能梯度板，其上层为陶瓷材料、下层为金属材料，沿着板厚度方向材料的分布满足［２３］

　 　 Ｐ（ ｚ） ＝ Ｐｍ ＋ （Ｐｃ － Ｐｍ）
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ

，　 　 － ｈ
２

≤ ｚ ≤ ｈ
２
， （１）

式中， Ｐ 为材料属性， Ｐｃ 和 Ｐｍ 分别代表陶瓷材料和金属材料的属性， ｋ 为材料的体积分数指数．材料属性沿

板厚度方向的变化趋势如图 ２ 所示．当 ｋ 趋于 ０ 时，整块板的材料属性趋于陶瓷材料，当 ｋ 趋于无穷大时，趋
于金属材料．

图 １　 功能梯度板示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ

图 ２　 材料属性沿板厚度方向变化图

Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

由于横向材料的不均匀性，本文引入物理中性面的概念，该中性面由下式确定［３８］：

　 　 ｚ０ ＝
∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｚＥ（ ｚ）ｄｚ

∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｅ（ ｚ）ｄｚ
＝

（Ｅｃ － Ｅｍ）ｈｋ
２（２ ＋ ｋ）（Ｅｃ ＋ Ｅｍｋ）

， （２）

其中 Ｅ 为材料的弹性模量， ｚ０ 为物理中性面到几何中性面的距离．

９５１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 张继超，等： 基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的功能梯度矩形板自由振动问题的解析解



１．２　 基于物理中性面的功能梯度板自由振动的控制方程

当引入物理中性面后，基于经典薄板理论的功能梯度板自由振动的方程会有所改变，下面进行控制方程

的重新推导．如图 １ 所示的功能梯度板，其位移表达式为

　 　

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － （ ｚ － ｚ０）
∂ｗ
∂ｘ

，

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － （ ｚ － ｚ０）
∂ｗ
∂ｙ

，

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｗ（ｘ，ｙ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３）

则功能梯度板的几何方程为

　 　

εｘ ＝ － （ ｚ － ｚ０）
∂２ｗ
∂ｘ２ ，

εｙ ＝ － （ ｚ － ｚ０）
∂２ｗ
∂ｙ２ ，

γｘｙ ＝ － ２（ ｚ － ｚ０）
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４）

应力与应变的关系为

　 　

σｘ

σｙ

τｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｅ（ ｚ）
１ － ν２

１ ν ０
ν １ ０

０ ０ １ － ν
２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

εｘ

εｙ

γｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

，
τｙｚ

τｘｚ
{ } ＝ Ｅ（ ｚ）

２（１ ＋ ν）
１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

γｙｚ

γｘｚ
{ } ． （５）

功能梯度板自由振动的控制方程为

　 　

∂Ｍｘ

∂ｘ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ Ｑｘ ＝ ０，

∂Ｍｙ

∂ｙ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
－ Ｑｙ ＝ ０，

∂Ｑｘ

∂ｘ
＋

∂Ｑｙ

∂ｙ
＋ ρｈω２ｗ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（６）

内力分别为

　 　

Ｍｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｘ（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝ － Ｄ
－ ∂２ｗ

∂ｘ２
＋ ν ∂２ｗ

∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｍｙ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｙ（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝ － Ｄ
－ ∂２ｗ

∂ｙ２
＋ ν ∂２ｗ

∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｍｘｙ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｘｙ（ ｚ － ｚ０）ｄｚ ＝ － Ｄ
－
（１ － ν） ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

　 　 Ｑｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｘｚｄｚ ＝ － Ｄ
－ ∂
∂ｘ

Ñ２ｗ， Ｑｙ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｙｚｄｚ ＝ － Ｄ
－ ∂
∂ｙ

Ñ２ｗ， （８）

　 　 Ｖｘ ＝ Ｑｘ ＋
∂Ｍｘｙ

∂ｙ
， Ｖｙ ＝ Ｑｙ ＋

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
． （９）

在上式中 Ｄ
－
＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

Ｅ（ ｚ）（ ｚ － ｚ０） ２

１ － ν２ ｄｚ 为功能梯度板的等效弯曲刚度， ｗ 为板的振型函数， ρｈ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（ ｚ）ｄｚ 为

板单位面积的密度， ω 为板的固有频率， Ｍｘ 和Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ 和 Ｑｙ，Ｖｘ 和 Ｖｙ 分别为板单位宽度上的弯矩、扭矩、
横向剪力以及等效横向剪力．
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１．３　 将基本方程导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系

上小节中已经得到了功能梯度板自由振动的控制方程，本小节将从控制方程出发，将其导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
体系．

由式（６）的第 ３ 式和式（９）可得

　 　
∂Ｖｘ

∂ｘ
＋

∂Ｖｙ

∂ｙ
－ ２

∂Ｍｘｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ρｈω２ｗ ＝ ０． （１０）

令

　 　 ∂ｗ
∂ｙ

＝ θ， （１１）

则式（７）的第 ２ 式可写为

　 　 ∂θ
∂ｙ

＝ － ν ∂２ｗ
∂ｘ２

－
Ｍｙ

Ｄ
－ ， （１２）

而式（７）的第 ３ 式可写为

　 　 Ｍｘｙ ＝ Ｍｙｘ ＝ － Ｄ
－
（１ － ν） ∂θ

∂ｘ
． （１３）

由式（７）的第 ２、第 ３ 式和式（８）、式（９）的第 １ 式、式（１０），可得

　 　
∂Ｖｙ

∂ｙ
＝ Ｄ

－
（１ － ν２） ∂４ｗ

∂ｘ４
－ ν

∂２Ｍｙ

∂ｘ２
－ ρｈω２ｗ ． （１４）

由式（６）的第 ２ 式、式（９）的第 ２ 式和式（１３），可得

　 　
∂Ｍｙ

∂ｙ
＝ Ｖｙ ＋ ２Ｄ

－
（１ － ν） ∂２θ

∂ｘ２ ． （１５）

再令 Ｔｙ ＝ － Ｖｙ， 把式（１１）、（１４）和（１５）写成如下的矩阵形式：

　 　 ∂Ｚ
∂ｙ

＝ ＨＺ， （１６）

其中

　 　 Ｈ ＝
Ｆ Ｇ
Ｑ － ＦＴ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， Ｑ ＝

ρｈω ２ － Ｄ
－
（１ － ν ２）∂４ ／ ∂ｘ４ ０

０ ２Ｄ
－
（１ － ν）∂２ ／ ∂ｘ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

　 　 Ｆ ＝
０ １

－ ν∂２ ／ ∂ｘ２ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， Ｇ ＝

０ ０

０ － １ ／ Ｄ
－

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｚ ＝ ［ｗ，θ，Ｔｙ，Ｍｙ］ Ｔ

是功能梯度板自由振动的状态向量．Ｈ 满足 ＨＴ ＝ ＪＨＪ， 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵，这里 Ｊ ＝
０ Ｉ２

－ Ｉ２ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

是单位辛

矩阵， Ｉ２ 是二阶单位矩阵．式（１６）即为功能梯度板自由振动问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程．

２　 基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的功能梯度矩形板自由振动问题求解

２．１　 对边简支功能梯度矩形板

经过以上推导，已经将功能梯度板自由振动问题导入到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系当中．下面对式（１６），即功能梯度

板自由振动问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程进行求解．
基于辛几何中的分离变量法，令
　 　 Ｚ ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）， （１７）

其中 Ｘ（ｘ） ＝ ［ｗ（ｘ），θ（ｘ），Ｔｙ（ｘ），Ｍｙ（ｘ）］ Ｔ 是仅与 ｘ 有关的向量， Ｙ（ｙ） 是仅与 ｙ 有关的函数．
将式（１７）代入式（１６）中得

　 　 ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

＝ μＹ（ｙ）， （１８）
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相应的本征方程为

　 　 ＨＸ（ｘ） ＝ μＸ（ｘ）， （１９）
其中 μ 为本征方程待求的本征值， Ｘ（ｘ） 为 μ 对应的本征向量．

对于 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边简支的功能梯度矩形板， ｘ 方向的边界条件为

　 　 ｗ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， Ｍｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０． （２０）
将式（２０）代入式（１９）便可求出其本征值与本征向量，其本征值为

　 　 μ （１）
±ｍ ＝ ± ｍπ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ Ｒ ， μ （２）
±ｍ ＝ ± ｍπ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｒ ， （２１）

与本征值 μ （１）
ｍ 对应的本征向量为

　 　 Ｘ（１）
ｍ （ｘ） ＝

ｓｉｎ（αｍｘ）

μ （１）
ｍ ｓｉｎ（αｍｘ）

Ｄ
－
μ （１）

ｍ ［（ν － ２）α２
ｍ ＋ （μ （１）

ｍ ） ２］ｓｉｎ（αｍｘ）

Ｄ
－
（να２

ｍ － （μ （１）
ｍ ） ２）ｓｉｎ（αｍｘ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （２２）

而与本征值 μ （２）
ｍ 对应的本征向量为

　 　 Ｘ（２）
ｍ （ｘ） ＝

ｓｉｎ（αｍｘ）

μ （２）
ｍ ｓｉｎ（αｍｘ）

Ｄ
－
μ （２）

ｍ ［（ν － ２）α２
ｍ ＋ （μ （２）

ｍ ） ２］ｓｉｎ（αｍｘ）

Ｄ
－
［να２

ｍ － （μ （２）
ｍ ） ２］ｓｉｎ（αｍｘ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （２３）

其中 Ｒ ＝ ω ρｈ ／ Ｄ
－
，αｍ ＝ ｍπ ／ ａ，ｍ ＝ １，２，３，… ．

同理，将 Ｘ（１）
ｍ （ｘ） 和 Ｘ（２）

ｍ （ｘ） 中的 μ （１）
ｍ 和 μ （２）

ｍ 分别替换为 μ （１）
－ｍ 和 μ （２）

－ｍ ， 便可得到与本征值 μ （１）
－ｍ 和 μ （２）

－ｍ 分

别对应的本征向量 Ｘ（１）
－ｍ（ｘ） 和 Ｘ（２）

－ｍ（ｘ） ．
由式（１８）可得

　 　
Ｙ（１）

ｍ ＝ Ｃ（１）
ｍ ｅμ（１）ｍ ｙ， Ｙ（１）

－ｍ ＝ Ｃ（１）
－ｍ ｅμ（１）－ｍ ｙ，

Ｙ（２）
ｍ ＝ Ｃ（２）

ｍ ｅμ（２）ｍ ｙ， Ｙ（２）
－ｍ ＝ Ｃ（２）

－ｍ ｅμ（２）－ｍ ｙ ．{ （２４）

于是状态向量 Ｚ 可以展开成

　 　 Ｚ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
（Ｃ（１）

ｍ ｅμ（１）ｍ ｙＸ（１）
ｍ ＋ Ｃ（１）

－ｍ ｅμ（１）－ｍ ｙＸ（１）
－ｍ ＋ Ｃ（２）

ｍ ｅμ（２）ｍ ｙＸ（２）
ｍ ＋ Ｃ（２）

－ｍ ｅμ（２）－ｍ ｙＸ（２）
－ｍ ）， （２５）

则状态向量中的振型函数 ｗ 为

　 　 ｗ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
（Ｃ（１）

ｍ ｅμ（１）ｍ ｙ ＋ Ｃ（１）
－ｍ ｅμ（１）－ｍ ｙ ＋ Ｃ（２）

ｍ ｅμ（２）ｍ ｙ ＋ Ｃ（２）
－ｍ ｅμ（２）－ｍ ｙ）ｓｉｎ（αｍｘ）， （２６）

其中 Ｃ（１）
ｍ ，Ｃ（１）

－ｍ ，Ｃ（２）
ｍ ，Ｃ（２）

－ｍ 为待求系数．通过引入板在 ｙ 方向的边界条件，便可得到板的频率方程，从而得到相

应的解析解．
２．２　 非 Ｌéｖｙ 型功能梯度矩形板

本小节聚焦典型的非 Ｌéｖｙ 型功能梯度矩形板，所考虑的四边固支板自由振动问题的辛叠加方法如图 ３
所示，其中坐标系的原点 Ｏ位于板的左上角，板的长度为 ａ、宽度为 ｂ ．这里 Ｓ 表示简支、Ｃ 表示固支，并从 ｘ ＝
０ 边开始以逆时针方向通过字母对板命名．ＣＣＣＣ 板问题被拆分成子问题 １ 和子问题 ２，利用辛方法分别对子

问题 １ 和 ２ 进行求解，而后叠加求出原问题的解．
子问题 １ 和 ２ 均为 ＳＳＳＳ 型边界，而原问题的边界条件为在四条边上分别满足位移、转角为零，即

　 　
ｗ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ｗ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０，
θ ｘ ＝ ０，ａ ＝ θ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０ ．{ （２７）

而两个子问题原本满足
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　 　 ｗ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ｗ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０． （２８）

为了使子问题叠加后与原问题等价，需要对子问题 １ 的 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 边分别施加∑∞

ｍ ＝ １，２，３，…
Ｅｍｓｉｎ（αｍｘ） 和

∑∞

ｍ ＝ １，２，３，…
Ｆｍｓｉｎ（αｍｘ） 表示的弯矩作用，对子问题 ２ 的 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 边分别施加∑∞

ｎ ＝ １，２，３，…
Ｇｎｓｉｎ（β ｎｙ） 和

∑∞

ｎ ＝ １，２，３，…
Ｈｎｓｉｎ（β ｎｙ） 表示的弯矩作用， Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ，Ｈｎ 为待求系数， αｍ ＝ ｍπ ／ ａ，β ｎ ＝ ｎπ ／ ｂ，其中ｍ ＝ １，２，３，

…，ｎ ＝ １，２，３，… ．

（ａ） 原问题 （ｂ） 子问题 １ （ｃ） 子问题 ２
（ａ） Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐｏｂｌｅｍ （ｂ） Ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ １ （ｃ） Ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ ２

图 ３　 ＣＣＣＣ 板辛叠加示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ＣＣＣＣ ｐｌａｔｅ

对于子问题 １ 而言，当在 ｙ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ｂ 边上强加弯矩时，对应的边界条件如下：

　 　
ｗ ｙ ＝ ０ ＝ ０， Ｍｙ ｙ ＝ ０ ＝ ∑

∞

ｍ ＝ １，２，３，…
Ｅｍｓｉｎ（αｍｘ），

ｗ ｙ ＝ ｂ ＝ ０， Ｍｙ ｙ ＝ ｂ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…
Ｆｍｓｉｎ（αｍｘ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２９）

将式（２９）代入式（２５）即可求得由未知系数 Ｅｍ 和 Ｆｍ 表达的子问题 １ 的无量纲解：

　 　
ｗ１（ｘ

－，ｙ－）
ａ

＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２，３，…

ｓｉｎ（ｍπｘ－）
２ω－

ｃｏｓｈ（ϕζｍｙ
－） － ｃｏｓｈ（ϕηｍｙ

－） －[{

　 　 　 　 ｃｏｔｈ（ϕζｍ）ｓｉｎｈ（ϕζｍｙ
－） ＋ ｃｏｔｈ（ϕηｍ）ｓｉｎｈ（ϕηｍｙ

－） ] Ｅ
－

ｍ ＋

　 　 　 　 ｃｏｓｈ（ϕζｍ）ｓｉｎｈ（ϕζｍｙ
－） － ｃｓｃｈ（ϕηｍ）ｓｉｎｈ（ϕηｍｙ

－）[ ] Ｆ
－

ｍ} ， （３０）
其中

　 　 ｘ－ ＝ ｘ ／ ａ， ｙ－ ＝ ｙ ／ ｂ， ϕ ＝ ｂ ／ ａ， Ｅ
－

ｍ ＝ ｂＥｍ ／ Ｄ
－
， Ｆ

－

ｍ ＝ ｂＦｍ ／ Ｄ
－
，

　 　 ω－ ＝ ωａ２ ρｈ ／ Ｄ
－
， ζｍ ＝ ｍ２π ２ － ω－ ， ηｍ ＝ ｍ２π ２ ＋ ω－ ．

对于子问题 ２ 而言，利用类似于子问题 １ 的求解方法便可得到由未知系数 Ｇｎ 和 Ｈｎ 表达的无量纲解：

　 　
ｗ２（ｘ

－，ｙ－）
ｂ

＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，２，３，…

１
２ω

ｓｉｎ（ｎπｙ－） { ［ｃｏｓｈ（ϕ
－
ξ ｎｘ

－） －

　 　 　 　 ｃｏｓｈ（ϕ
－
η ｎｘ

－） － ｃｏｔｈ（ϕ
－
ξ ｎ）ｓｉｎｈ（ϕ

－
ξ ｎｘ

－） ＋ ｃｏｔｈ（ϕ
－
η ｎ）ｓｉｎｈ（ϕ

－
η ｎｘ

－）］Ｇ
－

ｎ ＋

　 　 　 　 ［ｃｓｃｈ（ϕ
－
ξ ｎ）ｓｉｎｈ（ϕ

－
ξ ｎｘ

－） － ｃｓｃｈ（ϕ
－
η ｎ）ｓｉｎｈ（ϕ

－
η ｎｘ

－）］Ｈ
－

ｎ } ， （３１）
其中

　 　 ｘ－ ＝ ｘ ／ ａ， ｙ－ ＝ ｙ ／ ｂ， ϕ
－
＝ ａ ／ ｂ， Ｇ

－

ｎ ＝ ｂＧｎ ／ Ｄ
－
， Ｈ

－

ｎ ＝ ｂＨｎ ／ Ｄ
－
，

　 　 ω ＝ ωｂ２ ρｈ ／ Ｄ
－
， ζ ｎ ＝ ｎ２π ２ － ω ， η ｎ ＝ ｎ２π ２ ＋ ω ．

在得到子问题 １ 和子问题 ２ 的解答后，便可将两个子问题进行叠加，叠加后需分别满足各个边转角为零

的条件，即
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∑

２

ｉ ＝ １

∂ｗ ｉ

∂ｘ ｘ ＝ ０，ａ

＝ ０，

∑
２

ｉ ＝ １

∂ｗ ｉ

∂ｙ ｙ ＝ ０，ｂ

＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３２）

将式（３０）、（３１）代入式（３２），并将相应函数展开为对应的正弦级数，利用正交性便可形成包含 Ｅｍ，Ｈｍ，
Ｇｎ 和 Ｈｎ 的方程组，其中 ｍ ＝ １，２，３，…，ｎ ＝ １，２，３，… ．ＣＣＣＣ 功能梯度矩形板四条边的弯矩不能全为零，即
Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ 和 Ｈｎ 存在非零解，这就要求所得方程组的系数矩阵行列式为零．由此，便给出了求解固有频率的

方程，将得到的固有频率解代回上述方程组，得到 Ｅｍ，Ｆｍ，Ｇｎ 和 Ｈｎ 的非零解，进一步代入式（３０）和（３１），叠
加即可得到问题的振型解．需要注意，在实际计算中需取无穷联立方程的有限项进行求解，为方便起见，本文

对于四组未知数取相同的项数 Ｎ ．
对于 ＣＣＣＳ 板问题和 ＣＣＳＳ 板问题，只需在 ＣＣＣＣ 问题基础上减少相应的约束即可：去掉子问题 １ 中 ｙ ＝

ｂ 边上强加的弯矩，不再限制 ｙ ＝ ｂ 边上的转角为零，同时去掉相关方程和含 Ｆｍ 的项，即可获得 ＣＣＣＳ 板问题

的解．进一步去掉子问题 ２ 中 ｘ ＝ ａ 边上强加的弯矩，不再限制 ｘ ＝ ａ 边上的转角为零，同时去掉相关方程和含

Ｈｎ 的项，即可获得 ＣＣＳＳ 板问题的解．

３　 数值算例与讨论

由上文可知，通过辛叠加方法求解 ＣＣＣＣ、ＣＣＣＳ、ＣＣＳＳ 等功能梯度矩形板的固有频率时得到的方程具有

无穷项，而在实际计算中，只需根据精度要求取有限项计算，因此首先需要进行收敛性分析．本文在 ｋ ＝ ２０ 的

情况下分别研究了 ｂ ／ ａ ＝ １ 和 ｂ ／ ａ ＝ ２ 时功能梯度矩形板解的收敛性，其中陶瓷材料采用 Ａｌ２Ｏ３，其弹性模量

为 ３８０ ＧＰａ，密度为 ３ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３； 金属材料采用 Ａｌ，其弹性模量为 ７０ ＧＰａ，密度为 ２ ７０７
ｋｇ ／ ｍ３，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３；Ｄｃ ＝ Ｅｃｈ３ ／ （１２（１ － ν ２）） 为板全为陶瓷材料时的抗弯刚度．表 １ 给出了 ＣＣＣＣ 功能

梯度矩形板的前十阶无量纲固有频率参数 ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ 的收敛性分析．可以看出，辛叠加方法具有较快的收

敛性，当 Ｎ 取 ２０ 时，结果已经收敛到了 ５ 位有效数字（表中加粗数据）．后续计算中将 Ｎ 取 ３０ 以确保所有结

果收敛到 ５ 位有效数字．
表 １　 ＣＣＣＣ 功能梯度矩形板的前十阶无量纲固有频率参数 ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ 的收敛性研究

Ｔａｂｌｅ１　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ ｏｆ ＣＣＣＣ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

ｂ ／ ａ Ｎ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ

１

５ ２１．７２４ ４４．２９９ ４４．２９９ ６５．２７４ ７９．４３７ ７９．７８６ ９９．５２２ ９９．５２２ １２７．００ １２７．００

１０ ２１．７２５ ４４．３０９ ４４．３０９ ６５．３３１ ７９．４３７ ７９．８１３ ９９．６１０ ９９．６１０ １２７．０９ １２７．０９

２０ ２１．７２５ ４４．３０９ ４４．３０９ ６５．３３２ ７９．４３７ ７９．８１４ ９９．６１３ ９９．６１３ １２７．０９ １２７．０９

３０ ２１．７２５ ４４．３０９ ４４．３０９ ６５．３３２ ７９．４３７ ７９．８１４ ９９．６１３ ９９．６１３ １２７．０９ １２７．０９

４０ ２１．７２５ ４４．３０９ ４４．３０９ ６５．３３２ ７９．４３７ ７９．８１４ ９９．６１３ ９９．６１３ １２７．０９ １２７．０９

５０ ２１．７２５ ４４．３０９ ４４．３０９ ６５．３３２ ７９．４３７ ７９．８１４ ９９．６１３ ９９．６１３ １２７．０９ １２７．０９

２

５ １４．８３７ １９．１９７ ２７．００８ ３８．０７３ ３８．６２２ ４２．８６５ ５０．２０８ ５２．５３０ ６０．４２３ ７４．２２７

１０ １４．８３８ １９．２１４ ２７．０２７ ３８．２３２ ３８．６２７ ４２．９０９ ５０．２６８ ５２．６７１ ６０．８４３ ７０．２４１

２０ １４．８３８ １９．２１４ ２７．０２８ ３８．２３４ ３８．６２８ ４２．９１０ ５０．２７３ ５２．６７６ ６０．８５０ ７０．２４７

３０ １４．８３８ １９．２１４ ２７．０２８ ３８．２３４ ３８．６２８ ４２．９１０ ５０．２７３ ５２．６７６ ６０．８５０ ７０．２４７

４０ １４．８３８ １９．２１４ ２７．０２８ ３８．２３４ ３８．６２８ ４２．９１０ ５０．２７３ ５２．６７６ ６０．８５０ ７０．２４７

５０ １４．８３８ １９．２１４ ２７．０２８ ３８．２３４ ３８．６２８ ４２．９１０ ５０．２７３ ５２．６７６ ６０．８５０ ７０．２４７

　 　 表 ２—表 ４ 分别计算了不同体积分数指数和长宽比下 ＣＣＣＣ、ＣＣＣＳ 和 ＣＣＳＳ 板的无量纲固有频率参数．
由于没有可供对比的解析解，将所得解析解与文献中的部分数值解以及精细有限元分析结果进行对比，其中
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有限元结果由 ＡＢＡＱＵＳ 软件计算得到，其模型的设置如下：采用 Ｓ４Ｒ 单元，网格尺寸为 ａ ／ ２００．通过对比算例

可见，本文的计算结果与其他方法所得结果几乎一致，从而证明了本文方法的正确性．图 ４—图 ６ 给出了 ｋ ＝
２０ 时，３ 种边界下功能梯度方板的前十阶振型，本文结果与精细有限元分析结果完全一致，进一步说明了本

文求解的精确性．
表 ２　 ＣＣＣＣ 功能梯度矩形板的前十阶无量纲固有频率参数 ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ ｏｆ ＣＣＣＣ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

ｂ ／ ａ ｋ ｍｅｔｈｏｄ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ

１

０

ｐｒｅｓｅｎｔ ３５．９８５ ７３．３９４ ７３．３９４ １０８．２２ １３１．５８ １３２．２０ １６５．００ １６５．００ ２１０．５２ ２１０．５２

ＦＥＭ ３５．９８７ ７３．４０５ ７３．４０５ １０８．２３ １３１．６３ １３２．２５ １６５．０４ １６５．０４ ２１０．６４ ２１０．６４

ｒｅｆ． ［２４］ ３５．９８３ ７３．３８４ ７３．３８４ １０８．１９ １３１．５７

０．２
ｐｒｅｓｅｎｔ ３３．３９４ ６８．１０８ ６８．１０８ １００．４２ １２２．１０ １２２．６８ １５３．１２ １５３．１２ １９５．３６ １９５．３６

ＦＥＭ ３３．４０２ ６８．１２８ ６８．１２８ １００．４５ １２２．１６ １２２．７４ １５３．１８ １５３．１８ １９５．５０ １９５．５０

０．５

ｐｒｅｓｅｎｔ ３０．４７０ ６２．１４６ ６２．１４６ ９１．６３２ １１１．４２ １１１．９４ １３９．７１ １３９．７１ １７８．２６ １７８．２６

ＦＥＭ ３０．４７５ ６２．１６０ ６２．１６０ ９１．６５０ １１１．４６ １１１．９９ １３９．７６ １３９．７６ １７８．３７ １７８．３７

ｒｅｆ． ［２４］ ３０．４６８ ６２．１３７ ６２．１３７ ９１．６１１ １１１．４１

１

ｐｒｅｓｅｎｔ ２７．４５７ ５５．９９９ ５５．９９９ ８２．５６９ １００．４０ １００．８７ １２５．８９ １２５．８９ １６０．６３ １６０．６３

ＦＥＭ ２７．４５９ ５６．００８ ５６．００８ ８２．５８１ １００．４３ １００．９１ １２５．９３ １２５．９３ １６０．７２ １６０．７２

ｒｅｆ． ［２４］ ２７．４５４ ５５．９９１ ５５．９９１ ８２．５４８ １００．３８

２

ｐｒｅｓｅｎｔ ２４．９６３ ５０．９１３ ５０．９１３ ７５．０７０ ９１．２７７ ９１．７１０ １１４．４６ １１４．４６ １４６．０４ １４６．０４

ＦＥＭ ２４．９６４ ５０．９２１ ５０．９２１ ７５．０８０ ９１．３０８ ９１．７４１ １１４．４９ １１４．４９ １４６．１２ １４６．１２

ｒｅｆ． ［２４］ ２４．９６１ ５０．９０４ ５０．９０４ ７５．０４８ ９１．２６２

５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２３．６６９ ４８．２７３ ４８．２７３ ７１．１７８ ８６．５４５ ８６．９５５ １０８．５３ １０８．５３ １３８．４７ １３８．４７

ＦＥＭ ２３．６７０ ４８．２８０ ４８．２８０ ７１．１８６ ８６．５７３ ８６．９８４ １０８．５５ １０８．５５ １３８．５５ １３８．５５

１０
ｐｒｅｓｅｎｔ ２２．９２０ ４６．７４６ ４６．７４６ ６８．９２６ ８３．８０７ ８４．２０５ １０５．０９ １０５．０９ １３４．０９ １３４．０９

ＦＥＭ ２２．９２１ ４６．７５２ ４６．７５２ ６８．９３３ ８３．８３３ ８４．２３１ １０５．１２ １０５．１２ １３４．１６ １３４．１６

２０
ｐｒｅｓｅｎｔ ２１．７２５ ４４．３０９ ４４．３０９ ６５．３３２ ７９．４３７ ７９．８１４ ９９．６１３ ９９．６１３ １２７．０９ １２７．０９

ＦＥＭ ２１．７２５ ４４．３１３ ４４．３１３ ６５．３３６ ７９．４５８ ７９．８３５ ９９．６３１ ９９．６３１ １２７．１６ １２７．１６

２

０
ｐｒｅｓｅｎｔ ２４．５７８ ３１．８２６ ４４．７７０ ６３．３３１ ６３．９８３ ７１．０７６ ８３．２７３ ８７．２５３ １００．７９ １１６．３６

ＦＥＭ ２４．５７９ ３１．８２７ ４４．７７３ ６３．３３８ ６３．９９６ ７１．０８８ ８３．２８４ ８７．２６９ １００．８０ １１６．３９

０．２
ｐｒｅｓｅｎｔ ２２．８０８ ２９．５３４ ４１．５４６ ５８．７７０ ５８．７７０ ６５．９５８ ７７．２７６ ８０．９６９ ９３．５３３ １０７．９８

ＦＥＭ ２２．８１４ ２９．５４１ ４１．５５５ ５８．７８５ ５９．３９５ ６５．９７７ ７７．２９６ ８０．９９５ ９３．５５７ １０８．０２

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２０．８１１ ２６．９４９ ３７．９０９ ５３．６２５ ５４．１７８ ６０．１８４ ７０．５１１ ７３．８８１ ８５．３４５ ９８．５２５

ＦＥＭ ２０．８１６ ２６．９５３ ３７．９１４ ５３．６３５ ５４．１９２ ６０．１９７ ７０．５２５ ７３．８９９ ８５．３６１ ９８．５５８

１
ｐｒｅｓｅｎｔ １８．７５３ ２４．２８３ ３４．１５９ ４８．３２１ ４８．８１９ ５４．２３１ ６３．５３７ ６６．５７３ ７６．９０４ ８８．７８０

ＦＥＭ １８．７５４ ２４．２８５ ３４．１６２ ４８．３２７ ４８．８２９ ５４．２４０ ６３．５４６ ６６．５８６ ７６．９１４ ８８．８０５

２
ｐｒｅｓｅｎｔ １７．０５０ ２２．０７８ ３１．０５７ ４３．９３２ ４４．３８５ ４９．３０５ ５７．７６６ ６０．５２７ ６９．９１９ ８０．７１７

ＦＥＭ １７．０５１ ２２．０７９ ３１．０５９ ４３．９３７ ４４．３９４ ４９．３１３ ５７．７７４ ６０．５３８ ６９．９２８ ８０．７３９

５
ｐｒｅｓｅｎｔ １６．１６６ ２０．９３３ ２９．４４６ ４１．６５５ ４２．０８４ ４６．７４９ ５４．７７１ ５７．３８９ ６６．２９４ ７６．５３２

ＦＥＭ １６．１６７ ２０．９３４ ２９．４４８ ４１．６５９ ４２．０９１ ４６．７５６ ５４．７７８ ５７．３９９ ６６．３０２ ７６．５５２

１０
ｐｒｅｓｅｎｔ １５．６５４ ２０．２７１ ２８．５１５ ４０．３３７ ４０．７５２ ４５．２７０ ５３．０３８ ５５．５７３ ６４．１９７ ７４．１１１

ＦＥＭ １５．６５６ ２０．２７２ ２８．５１６ ４０．３４１ ４０．７５９ ４５．２７６ ５３．０４４ ５５．５８２ ６４．２０３ ７４．１２９

２０
ｐｒｅｓｅｎｔ １４．８３８ １９．２１４ ２７．０２８ ３８．２３４ ３８．６２８ ４２．９１０ ５０．２７３ ５２．６７６ ６０．８５０ ７０．２４７

ＦＥＭ １４．８３９ １９．２１４ ２７．０２９ ３８．２３６ ３８．６３３ ４２．９１４ ５０．２７６ ５２．６８２ ６０．８５３ ７０．２６１

　 　 图 ７ 给出了 ３ 种边界下、不同长宽比的功能梯度矩形板的基频参数随着体积分数 ｋ 的变化．可以看出，
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随着 ｋ 的增加所有边界下板的基频参数均降低，这是由于 ｋ 的增加使板的抗弯刚度和密度减小，但刚度变化

对基频的影响要强于密度变化对基频的影响．此外发现， ｂ ／ ａ ＝ ２ 时 ＣＣＣＣ 板与 ＣＣＣＳ 板的基频相差很小，这
是由于 ＣＣＣＳ 板简支端的边长为 ａ， 当固支端替换为简支端对基频影响较小．

上述结果不仅可作为其他数值方法对比的基准，还有望为实际工程中功能梯度板的初步设计提供参考．

表 ３　 ＣＣＣＳ 功能梯度矩形板的前十阶无量纲固有频率参数 ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ ｏｆ ＣＣＣＳ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

ｂ ／ ａ ｋ ｍｅｔｈｏｄ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ

１

０
ｐｒｅｓｅｎｔ ３１．８２６ ６３．３３１ ７１．０７６ １００．７９ １１６．３６ １３０．３５ １５１．８９ １５９．４８ １８９．７７ ２０９．３２

ＦＥＭ ３１．８２７ ６３．３３８ ７１．０８８ １００．８０ １１６．３９ １３０．４０ １５１．９２ １５９．５２ １８９．８６ ２０９．３７

０．２
ｐｒｅｓｅｎｔ ２９．５３４ ５８．７７０ ６５．９５８ ９３．５３３ １０７．９８ １２０．９６ １４０．９５ １４７．９９ １７６．１０ １９４．２５

ＦＥＭ ２９．５４１ ５８．７８５ ６５．９７７ ９３．５５７ １０８．０２ １２１．０２ １４１．００ １４８．０５ １７６．２１ １９４．３２

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２６．９４９ ５３．６２５ ６０．１８４ ８５．３４６ ９８．５２５ １１０．３７ １２８．６２ １３５．０４ １６０．６９ １７７．２４

ＦＥＭ ２６．９５３ ５３．６３５ ６０．１９７ ８５．３６１ ９８．５５８ １１０．４２ １２８．６５ １３５．０８ １６０．７８ １７７．３０

１
ｐｒｅｓｅｎｔ ２４．２８３ ４８．３２１ ５４．２３１ ７６．９０４ ８８．７８０ ９９．４５８ １１５．８９ １２１．６８ １４４．７９ １５９．７１

ＦＥＭ ２４．２８５ ４８．３２７ ５４．２４０ ７６．９１４ ８８．８０５ ９９．４９３ １１５．９２ １２１．７１ １４４．８７ １５９．７５

２
ｐｒｅｓｅｎｔ ２２．０７８ ４３．９３２ ４９．３０６ ６９．９１９ ８０．７１７ ９０．４２４ １０５．３７ １１０．６３ １３１．６４ １４５．２１

ＦＥＭ ２２．０７９ ４３．９３７ ４９．３１３ ６９．９２８ ８０．７３９ ９０．４５６ １０５．３９ １１０．６６ １３１．７１ １４５．２４

５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２０．９３３ ４１．６５５ ４６．７４９ ６６．２９４ ７６．５３２ ８５．７３６ ９９．９０５ １０４．８９ １２４．８２ １３７．６８

ＦＥＭ ２０．９３４ ４１．６５９ ４６．７５６ ６６．３０２ ７６．５５２ ８５．７６５ ９９．９２４ １０４．９２ １２４．８８ １３７．７１

１０
ｐｒｅｓｅｎｔ ２０．２７１ ４０．３３７ ４５．２７０ ６４．１９７ ７４．１１１ ８３．０２４ ９６．７４４ １０１．５７ １２０．８７ １３３．３２

ＦＥＭ ２０．２７２ ４０．３４１ ４５．２７６ ６４．２０３ ７４．１２９ ８３．０５０ ９６．７６２ １０１．６０ １２０．９３ １３３．３５

２０
ｐｒｅｓｅｎｔ １９．２１４ ３８．２３４ ４２．９１０ ６０．８５０ ７０．２４７ ７８．６９５ ９１．７００ ９６．２７８ １１４．５７ １２６．３７

ＦＥＭ １９．２１４ ３８．２３６ ４２．９１４ ６０．８５３ ７０．２６１ ７８．７１６ ９１．７１２ ９６．２９６ １１４．６２ １２６．３９

２

０
ｐｒｅｓｅｎｔ ２４．１４３ ３０．２４９ ４１．７５１ ５８．８５２ ６３．７４１ ７０．１４１ ８１．２９１ ８１．３６７ ９７．５４５ １０９．１１

ＦＥＭ ２４．１４５ ３０．２５１ ４１．７５３ ５８．８５８ ６３．７５４ ７０．１５３ ８１．３０２ ８１．３８０ ９７．５５７ １０９．１４

０．２
ｐｒｅｓｅｎｔ ２２．４０４ ２８．０７１ ３８．７４４ ５４．６１４ ５９．１５１ ６５．０９０ ７５．４３７ ７５．５０７ ９０．５２１ １０１．２５

ＦＥＭ ２２．４１１ ２８．０７７ ３８．７５２ ５４．６２７ ５９．１７１ ６５．１０９ ７５．４５７ ７５．５３０ ９０．５４４ １０１．２９

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２０．４４３ ２５．６１３ ３５．３５２ ４９．８３３ ５３．９７３ ５９．３９２ ６８．８３３ ６８．８９７ ８２．５９６ ９２．３９０

ＦＥＭ ２０．４４８ ２５．６１８ ３５．３５７ ４９．８４１ ５３．９８７ ５９．４０６ ６８．８４７ ６８．９１３ ８２．６１１ ９２．４１９

１
ｐｒｅｓｅｎｔ １８．４２１ ２３．０８０ ３１．８５６ ４４．９０４ ４８．６３４ ５３．５１８ ６２．０２５ ６２．０８３ ７４．４２７ ８３．２５２

ＦＥＭ １８．４２２ ２３．０８１ ３１．８５８ ４４．９０９ ４８．６４４ ５３．５２７ ６２．０３４ ６２．０９３ ７４．４３６ ８３．２７３

２
ｐｒｅｓｅｎｔ １６．７４８ ２０．９８４ ２８．９６２ ４０．８２６ ４４．２１７ ４８．６５７ ５６．３９２ ５６．４４４ ７５．６９１ ７５．６９１

ＦＥＭ １６．７４９ ２０．９８５ ２８．９６４ ４０．８３０ ４４．２２６ ４８．６６５ ５６．３９９ ５６．４５３ ６７．６７５ ７５．７０９

５
ｐｒｅｓｅｎｔ １５．８７９ １９．８９６ ２７．４６１ ３８．７０９ ４１．９２５ ４６．１３４ ５３．４６８ ５３．５１８ ６４．１５９ ７１．７６６

ＦＥＭ １５．８８１ １９．８９７ ２７．４６２ ３８．７１３ ４１．９３２ ４６．１４１ ５３．４７４ ５３．５２６ ６４．１６６ ７１．７８３

１０
ｐｒｅｓｅｎｔ １５．３７７ １９．２６６ ２６．５９２ ３７．４８５ ４０．５９８ ４４．６７５ ５１．７７７ ５１．８２５ ６２．１２９ ６９．４９６

ＦＥＭ １５．３７９ １９．２６７ ２６．５９３ ３７．４８７ ４０．６０５ ４４．６８１ ５１．７８２ ５１．８３２ ６２．１３５ ６９．５１１

２０
ｐｒｅｓｅｎｔ １４．５７５ １８．２６２ ２５．２０６ ３５．５３０ ３８．４８２ ４２．３４５ ４９．０７７ ４９．１２３ ５８．８９０ ６５．８７３

ＦＥＭ １４．５７６ １８．２６２ ２５．２０６ ３５．５３１ ３８．４８７ ４２．３４９ ４９．０８０ ４９．１２７ ５８．８９３ ６５．８８４
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表 ４　 ＣＣＳＳ 功能梯度矩形板的前十阶无量纲固有频率参数 ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ωａ２ ρ ｃｈ ／ Ｄｃ ｏｆ ＣＣＳＳ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

ｂ ／ ａ ｋ ｍｅｔｈｏｄ
ｍｏｄｅ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ

１

０
ｐｒｅｓｅｎｔ ２７．０５４ ６０．５３８ ６０．７８６ ９２．８３６ １１４．５６ １１４．７０ １４５．７８ １４６．０８ １８８．４６ １８８．５５

ＦＥＭ ２７．０５５ ６０．５４６ ６０．７９３ ９２．８４６ １１４．５９ １１４．７４ １４５．８１ １４６．１１ １８８．５６ １８８．６５

０．２
ｐｒｅｓｅｎｔ ２５．１０６ ５６．１７９ ５６．４０９ ８６．１５０ １０６．３１ １０６．４４ １３５．２８ １３５．５６ １７４．８９ １７４．９７

ＦＥＭ ２５．１１２ ５６．１９３ ５６．４２３ ８６．１７１ １０６．３５ １０６．４９ １３５．３３ １３５．６１ １７５．００ １７５．０９

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ ２２．９０８ ５１．２６１ ５１．４７１ ７８．６０９ ９７．０００ ９７．１２５ １２３．４４ １２３．６９ １５９．５８ １５９．６６

ＦＥＭ ２２．９１２ ５１．２７０ ５１．４８０ ７８．６２２ ９７．０３４ ９７．１５９ １２３．４７ １２３．７３ １５９．６７ １５９．７５

１
ｐｒｅｓｅｎｔ ２０．６４２ ４６．１９１ ４６．３８０ ７０．８３４ ８７．４０６ ８７．５１９ １１１．２３ １１１．４６ １４３．７９ １４３．８６

ＦＥＭ ２０．６４３ ４６．１９７ ４６．３８５ ７０．８４２ ８７．４３２ ８７．５４４ １１１．２５ １１１．４８ １４３．８７ １４３．９４

２
ｐｒｅｓｅｎｔ １８．７６７ ４１．９９５ ４２．１６７ ６４．４００ ７９．４６８ ７９．５７０ １０１．１３ １０１．３４ １３０．７３ １３０．８０

ＦＥＭ １８．７６８ ４２．０００ ４２．１７２ ６４．４０７ ７９．４９０ ７９．５９２ １０１．１５ １０１．３６ １３０．８０ １３０．８７

５
ｐｒｅｓｅｎｔ １７．７９４ ３９．８１８ ３９．９８１ ６１．０６１ ７５．３４７ ７５．４４４ ９５．８８５ ９６．０８２ １２４．０２ １２４．０２

ＦＥＭ １７．７９５ ３９．８２２ ３９．９８５ ６１．０６７ ７５．３６８ ７５．４６５ ９５．９０４ ９６．１０１ １２３．９６ １２４．０２

１０
ｐｒｅｓｅｎｔ １７．２３１ ３８．５５８ ３８．７１６ ５９．１３０ ７２．９６４ ７３．０５８ ９２．８５１ ９３．０４２ １２０．０４ １２０．０９

ＦＥＭ １７．２３２ ３８．５６２ ３８．７２０ ５９．１３４ ７２．９８２ ７３．０７６ ９２．８６８ ９３．０５９ １２０．０９ １２０．１５

２０
ｐｒｅｓｅｎｔ １６．３３３ ３６．５４８ ３６．６９８ ５６．０４７ ６９．１５９ ６９．２４９ ８８．０１０ ８８．１９１ １１３．７８ １１３．８３

ＦＥＭ １６．３３３ ３６．５５０ ３６．７００ ５６．０４９ ６９．１７４ ６９．２６３ ８８．０２２ ８８．２０３ １１３．８３ １１３．８８

２

０
ｐｒｅｓｅｎｔ １７．７６９ ２５．１９８ ３７．９７３ ５２．３４２ ５５．９８８ ５９．５８６ ７１．８８２ ７９．１１７ ８９．３３７ １０６．６５

ＦＥＭ １７．７７０ ２５．１９９ ３７．９７５ ５２．３５０ ５５．９９４ ５９．５９３ ７１．８８９ ７９．１３０ ８９．３４７ １０６．６８

０．２
ｐｒｅｓｅｎｔ １６．４８９ ２３．３８３ ３５．２３９ ４８．５７３ ５１．９５６ ５５．２９５ ６６．７０５ ７３．４１９ ８２．９０４ ９８．９６８

ＦＥＭ １６．４９５ ２３．３８９ ３５．２４６ ４８．５８７ ５１．９６９ ５５．３０９ ６６．７２１ ７３．４４１ ８２．９２３ ９９．０１２

０．５
ｐｒｅｓｅｎｔ １５．０４６ ２１．３３６ ３２．１５４ ４４．３２１ ４７．４０８ ５０．４５４ ６０．８６６ ６６．９９２ ７５．６４６ ９０．３０４

ＦＥＭ １５．０５０ ２１．３４０ ３２．１５９ ４４．３３１ ４７．４１６ ５０．４６４ ６０．８７６ ６７．００８ ７５．６５８ ９０．３３８

１
ｐｒｅｓｅｎｔ １３．５５８ １９．２２６ ２８．９７３ ３９．９３７ ４２．７１９ ４５．４６４ ５４．８４６ ６０．３６６ ６８．１６４ ８１．３７２

ＦＥＭ １３．５５９ １９．２２７ ２８．９７５ ３９．９４３ ４２．７２４ ４５．４７０ ５４．８５２ ６０．３７６ ６８．１７２ ８１．３９９

２
ｐｒｅｓｅｎｔ １２．３２６ １７．４８０ ２６．３４２ ３６．３１０ ３８．８３９ ４１．３３４ ４９．８６４ ５４．８８３ ６１．９７３ ７３．９８１

ＦＥＭ １２．３２７ １７．４８１ ２６．３４４ ３６．３１５ ３８．８４３ ４１．３３９ ４９．８６９ ５４．８９２ ６１．９７９ ７４．００５

５
ｐｒｅｓｅｎｔ １１．６８７ １６．５７４ ２４．９７６ ３４．４２７ ３６．８２５ ３９．１９１ ４７．２７９ ５２．０３８ ５８．７６０ ７０．１４６

ＦＥＭ １１．６８８ １６．５７４ ２４．９７８ ３４．４３２ ３６．８２９ ３９．１９６ ４７．２８３ ５２．０４６ ５８．７６５ ７０．１６７

１０
ｐｒｅｓｅｎｔ １１．３１８ １６．０４９ ２４．１８６ ３３．３３８ ３５．６６０ ３７．９５２ ４５．７８３ ５０．３９１ ５６．９０１ ６７．９２７

ＦＥＭ １１．３１９ １６．０５０ ２４．１８７ ３３．３４２ ３５．６６３ ３７．９５５ ４５．７８７ ５０．３９９ ５６．９０５ ６７．９４７

２０
ｐｒｅｓｅｎｔ １０．７２７ １５．２１２ ２２．９２５ ３１．６００ ３３．８０１ ３５．９７３ ４３．３９６ ４７．７６４ ５３．９３４ ６４．３８５

ＦＥＭ １０．７２９ １５．２１３ ２２．９２５ ３１．６０３ ３３．８０２ ３５．９７５ ４３．３９８ ４７．７６９ ５３．９３６ ６４．４０１
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图 ４　 ＣＣＣＣ 功能梯度方板的前十阶振型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ａ ＣＣＣＣ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ

图 ５　 ＣＣＣＳ 功能梯度方板的前十阶振型

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ａ ＣＣＣＳ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ
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图 ６　 ＣＣＳＳ 功能梯度方板的前十阶振型

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ａ ＣＣＳＳ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ

图 ７　 不同边界和长宽比下功能梯度矩形板的基频参数随体积分数指数 ｋ 变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｖｓ． ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ ｋ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ａｎｄ ａｓｐｅｃｔ ｒａｔｉｏｓ

４　 结　 　 论

本文在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下解析求解了非 Ｌéｖｙ 型功能梯度矩形板的自由振动问题．基于经典薄板理论，利
用物理中性面的概念建立了功能梯度板自由振动问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，实现了由传统的欧式空间向辛

空间的转换，进一步利用在传统求解体系下难以使用的分离变量、辛本征展开等数学手段进行求解．对于含

非 Ｌéｖｙ 型边界的功能梯度矩形板自由振动问题，以四边固支板为例，采用以 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系为基础的辛叠加

方法，将原问题拆分为两个易于求解的子问题．首先求解子问题，而后通过将子问题的解进行叠加得到原问

题的解，并通过退化四边固支板的方程得到了其他简固支组合非 Ｌéｖｙ 型边界下功能梯度矩形板自由振动问

题的解析解．在数值算例中，通过与文献和精细有限元数值结果进行对比，验证了本文方法的收敛性和正确

性，同时还利用所得解析解研究了边界条件、材料分布和长宽比的影响．辛叠加方法求解过程中不需要假定

试函数，兼备了辛方法理性和叠加法的规律性，可为复杂约束下板壳力学问题的求解提供一种新思路．
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ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｒｅｓｔｒａｉｎｔｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１７， １３３： ８４６⁃８６２．

［６］　 李情， 陈莘莘． 基于重构边界光滑离散剪切间隙法的复合材料层合板自由振动分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２２，
４３（１０）： １１２３⁃１１３２． （ＬＩ Ｑｉｎｇ， ＣＨＥＮ Ｓｈｅｎｓｈｅｎ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｌａｔｅｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｅｄｇｅ⁃ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｉｎｇ ＤＳＧ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３
（１０）： １１２３⁃１１３２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＢＥＳＫＯＳ Ｄ Ｅ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｒｅｖｉｅｗｓ， １９８７， ４０（１）：
１⁃２３．

［８］　 ＮＡＪＡＲＺＡＤＥＨ Ｌ， ＭＯＶＡＨＥＤＩＡＮ Ｂ， ＡＺＨＡＲＩ Ｍ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ
ｔｏ ｈｉｇｈ ｇｒａｄｉｅｎｔｓ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｓｔｒｉｐ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ［ Ｊ］ ． Ｔｈｉｎ⁃
Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１８， １２３： ３６⁃４７．

［９］　 ＣＨＥＮ Ｊ Ｔ， ＣＨＥＮ Ｉ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｋ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ａｎｄ ｒｅｃｔａｎ⁃
ｇｕｌａｒ ｃｌａｍｐｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２００４，
２８（５）： ５３５⁃５４５．

［１０］　 ＷＡＮＧ Ｊ Ｆ， ＹＡＮＧ Ｊ Ｐ， ＬＡＩ Ｓ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓ⁃
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［１１］　 ＹＯＵＮＧ Ｄ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ｔｈｅ Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ： Ｔｒａｎｓａｃ⁃
ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＡＳＭＥ， １９５０， １７（４）： ４４８⁃４５３．

［１２］　 ＬＥＩＳＳＡ Ａ Ｗ． Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， １９７３， ３１（３）： ２５７⁃
２９３．

［１３］　 ＱＩＮ Ｂ， ＺＨＯＮＧ Ｒ， ＷＵ Ｑ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｕｎｉｆｉｅｄ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅ ｔｈｒｏｕｇｈ Ｊａｃｏｂｉ⁃
Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１９， １４４： １０６３５４．

［１４］　 鲍四元， 邓子辰． 薄板弯曲自由振动问题的高精度近似解析解及改进研究［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１６， ３７（１１）：
１１６９⁃１１８０． （ＢＡＯ Ｓｉｙｕａｎ， ＤＥＮＧ Ｚｉｃｈｅｎ． Ｈｉｇｈ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉ⁃
ｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（１１）： １１６９⁃
１１８０． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 王永福， 漆文凯， 沈承， 等． 弹性约束边界条件下矩形蜂窝夹芯板的自由振动分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１９，
４０（６）： ５８３⁃５９４． （ＷＡＮＧ Ｙｏｎｇｆｕ， ＱＩ Ｗｅｎｋａｉ， ＳＨＥＮ Ｃｈｅｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｈｏｎ⁃
ｅｙｃｏｍｂ⁃ｃｏｒｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（６）： ５８３⁃５９４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 ＷＡＮＧ Ｘ， ＢＥＲＴ Ｃ Ｗ． Ａ ｎｅｗ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｎ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｔｏ ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌ ａｎａｌｙ⁃
ｓｅｓ ｏｆ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， １９９３， １６２（３）： ５６６⁃５７２．

［１７］　 ＴＯＲＮＡＢＥＮＥ Ｆ， ＬＩＶＥＲＡＮＩ Ａ， ＣＡＬＩＧＩＡＮＡ Ｇ． ＦＧＭ ａｎｄ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｄｏｕｂｌｙ ｃｕｒｖｅｄ ｓｈｅｌｌｓ ａｎｄ ｐａｎｅｌｓ ｏｆ ｒｅｖｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａ ｆｒｅｅ⁃ｆｏｒｍ ｍｅｒｉｄｉａｎ： ａ ２⁃Ｄ ＧＤＱ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉ⁃
ｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１１， ５３（６）： ４４６⁃４７０．

［１８］　 ＷＡＮＧ Ｙ， ＦＥＮＧ Ｃ， ＹＡＮＧ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ＦＧ⁃ＧＰＬＲＣ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａｃｔｉｖｅ ｔｕｎｉｎｇ ｕｓｉｎｇ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ３７９：
１１３７６１．

［１９］　 ＺＨＡＮＧ Ｃ Ｙ， ＪＩＮ Ｇ Ｙ， ＹＥ Ｔ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅｄ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１８， １２７： ４０２⁃４１５．

［２０］ 　 ＡＫＳＵ Ｇ， ＡＬＩ Ｒ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， １９７６， ４８（１）： １５⁃２５．

［２１］　 ＱＵ Ｗ， ＨＥ Ｈ． Ａ ＧＦＤＭ ｗｉｔｈ ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｎｏｄｅｓ ｆｏｒ ｔｈｉｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｌａｔｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｕｎｄｅｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｌｏａｄ⁃
ｉｎｇ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２２， １２４： １０７６６４．

０７１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［２２］　 ＨＩＥＮ Ｔ Ｄ， ＮＯＨ Ｈ Ｃ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒ⁃
ｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１７， ３１８： ８４５⁃８６３．

［２３］　 ＫＵＭＡＲ Ｓ， ＲＡＮＪＡＮ Ｖ， ＪＡＮＡ Ｐ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ
ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１８， １９７： ３９⁃５３．

［２４］　 ＹＩＮ Ｓ Ｈ， ＨＡＬＥ Ｊ Ｓ， ＹＵ Ｔ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｌｏｃｋｉｎｇ⁃ｆｒｅｅ ｐｌａｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ： ａ ｓｉｍｐｌｅ ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍ⁃
ａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１４， １１８： １２１⁃１３８．

［２５］　 ＴＨＡＮＧ Ｐ Ｔ， ＬＥＥ Ｊ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｓｉｇｍｏｉｄ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｂｙ ｌｏｎｇｉｔｕ⁃
ｄｉｎａｌ ａｎｄ ｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌ ｓｔｉｆｆｅｎｅｒｓ［Ｊ］ ． Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１８， １４８： ５３⁃６１．

［２６］　 ＪＨＡ Ｄ Ｋ， ＫＡＮＴ Ｔ， ＳＩＮＧＨ Ｒ Ｋ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｓｈｅａｒ ａｎｄ
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