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摘要：　 物质点法（ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＭＰＭ）采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 质点和 Ｅｕｌｅｒ 网格双重描述，适合处理大变形和接触

问题．该文基于对流粒子域插值物质点法（ＣＰＤＩ２）框架分析了薄壳结构的大变形问题：使用四边形网格来离散壳体

结构，通过物质点到壳单元节点再到背景网格节点的双重映射计算基函数，在背景网格上求解动量方程，基于 ＢＴ
壳单元理论更新物质点的内力．数值算例将受大变形的壳结构与参考解进行了比较，验证了该文方法的准确性．

关　 键　 词：　 对流粒子域插值物质点法；　 ＢＴ 壳单元；　 超弹性材料；　 非线性大变形
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０　 引　 　 言

１９９４ 年，Ｓｕｌｓｋｙ 等［１］提出了物质点法（ＭＰＭ）．ＭＰＭ 是一种混合 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｅｕｌｅｒ 方法，即将连续体离散为

一组质点（Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述），每个质点代表一块材料区域并携带该材料区域的所有物理信息，如质量、速度、应
力和应变等，所有质点的集合代表整个连续体．背景网格仅用于动量方程的求解和空间导数的计算，不携带

任何物理信息．在每一个时间步中，质点和背景网格完全固连，将质点的运动量映射到背景网格从而在背景

网格上求解运动方程，求解后将背景网格节点的运动量映射回各质点，从而得到质点在下一时刻的运动量，
在每一个时间步结束时抛弃变形后的背景网格，在新的时间步中仍采用未变形的背景网格，从而避免了 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 法因网格畸变而产生的数值困难．ＭＰＭ 发挥了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法和 Ｅｕｌｅｒ 法各自的长处，克服了其弱点，在
高速冲击、非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体、接触、流固耦合等涉及大变形和材料破坏的问题中具有明显的优势［２］ ．

标准 ＭＰＭ 的 Ｅｕｌｅｒ 背景网格多使用 Ｃ０ 线性插值函数，Ｌａｇｒａｎｇｅ 粒子使用质点表示，当物质点从当前背

景网格穿过边界到另一个背景网格时会产生数值噪声．为了解决该问题学者们做了很多努力，并由此衍生出

不同类型的 ＭＰＭ ．一种解决方案是通过改变背景网格基函数的连续性来解决数值噪声问题．Ｓｔｅｆｆｅｎ 等［３］ 提

出 Ｂ 样条物质点法（ＢＳＭＰＭ），使用 Ｂ 样条基函数替代原来的线性 Ｌａｇｒａｎｇｅ 基函数，增加形函数的连续性，
解决了标准 ＭＰＭ 的数值噪声问题．徐云卿等［４］ 在 ＢＳＭＰＭ 基础上引入人工状态方程，精确模拟了溃坝流问

题．Ｚｈａｎｇ 等［５］提出双域物质点法（ＤＤＭＰ），该方法通过对形函数的导数进行修正，解决了数值噪声的问题．
Ｍｏｕｔｓａｎｉｄｉｓ 等［６］提出了等几何物质点法（ＩＧＡ⁃ＭＰＭ），使用 ＮＵＲＢＳ 基函数计算插值函数，解决了数值噪声问

题．另一种解决方案是通过改变物质点的形函数，使用物质点区域代替离散的物质点来解决数值噪声问题．
２００４ 年，Ｂａｒｄｅｎｈａｇｅｎ 等［７］提出了广义插值物质点法（ＧＩＭＰ），该方法使用特征函数描述 Ｌａｇｒａｎｇｅ 粒子，从而

对形函数进行了改进，使得形函数在边界处具有 Ｃ１ 连续性，消除了标准 ＭＰＭ 的数值噪声．Ｓａｄｅｇｈｉｒａｄ 等［８］在

ＧＩＭＰ 的基础上，提出对流粒子域插值物质点法（ＣＰＤＩ１），使用两个向量表示物质点区域，允许物质点区域剪

切变形，解决了 ＧＩＭＰ 难以处理平行四边形物质点区域的问题．随后 Ｓａｄｅｇｈｉｒａｄ 等［９］ 基于线性 Ｌａｇｒａｎｇｅ 基函

数提出了改进的对流粒子域插值物质点法（ＣＰＤＩ２），该方法允许物质点任意变形，消除了 ＣＰＤＩ１ 方法中因

物质点变形，物质区域有缝隙的问题．因此 ＣＰＤＩ２ 可以完整地描述连续体区域，适合于求解拉伸、剪切和旋转

等大变形问题，而且可以避免数值断裂［１０］ ．Ｗａｎｇ 等［１１］ 提出了广义区域物质点法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｄｏｍａｉｎ
ｍｅｔｈｏｄ， ＧＰＤＭ），该方法直接基于 ＣＡＤ 数据生成物质点，将连续体中每个 ＮＵＲＢＳ 单元看成物质点区域，可
以省略生成物质点的前处理过程，也可以跟等几何分析结合处理大变形问题．

虽然 ＭＰＭ 发展迅速，却鲜有学者基于 ＭＰＭ 做壳结构大变形分析［１２］ ．Ｋａｎｇ 等［１３］ 基于 ＣＰＤＩ２ 方法提出

了一种梁单元的建模方法，用于解决涉及极大变形和旋转的梁结构问题．然而 ＭＰＭ 和壳结构耦合的工作遇

到了严重的数值困难．壳理论本质是采用数学上的二维构型模型去描述一个三维空间中的薄壁结构［１４］ ．在
ＭＰＭ 相关的研究中，计算机图形学领域的 Ｊｉａｎｇ 等［１５］基于标准 ＭＰＭ，通过给模型设置一个连贯的表面或曲

线网格，而不是非结构化的颗粒，实现了毛发和布料的各向异性弹塑性摩擦接触．随后，Ｇｕｏ 等［１６］ 在此基础

上，将连贯的表面网格与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｌｏｖｅ 运动学理论结合，提出了具有摩擦接触的薄壳 ＭＰＭ；在力学领域，
Ｗｕ 等［１７］提出壳⁃物质点耦合算法来分析鸟撞问题，使用物质点模拟鸟体模型，使用壳单元模拟飞机壳体结

构．Ｄｅ Ｖａｕｃｏｒｂｅｉｌ 等［１８］基于 ＭＰＭ 模拟了两个空心圆柱壳的大变形碰撞，Ｎｉ 等［１９］也基于 ＭＰＭ 研究了爆炸载

荷作用下圆柱壳的破碎过程，都取得了很好的模拟结果．Ｌｉ 等［２０］ 在 ＭＰＭ 中引入实体壳公式，提出了一种新

的实体壳材料点法（ＳＳＭＰＭ），该方法采用六面体粒子域的壳粒子来描述壳结构的材料域，精确地模拟了壳

结构的大变形问题．
本文基于 ＣＰＤＩ２ 框架，提出了一种可以分析薄壳结构弹塑性大变形的方法．将每一个壳单元看作一个物

质点区域，通过物质点到壳单元节点再到背景网格节点的双重映射计算基函数，在背景网格上求解动量方

程，更新物质点区域节点位置，在物质点区域内基于 ＢＴ 壳理论求解节点内力，并结合接触算法用其计算方

管压溃问题．
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１　 ＣＰＤＩ２
本节简要介绍 ＣＰＤＩ２ 公式，其中下标“ ｐ ”表示物质点，而下标“ Ｉ ”表示网格节点．一个 ＭＰＭ 时间迭代

步可以分成三步：① 将物质点所携带的物理信息映射到背景网格上； ② 更新背景网格动量； ③ 更新物质点

位置、速度和应力，重置背景网格．
① 物质点到背景网格节点的映射

　 　 ｍｔ
Ｉ ＝ ∑

ｐ
ϕＩ（ｘｔ

ｐ）ｍｐ， （１）

　 　 （ｍｖ） ｔ
Ｉ ＝ ∑

ｐ
ϕＩ（ｘｔ

ｐ）（ｍｖ） ｔ
ｐ， （２）

　 　 ｆ ｅｘｔ，ｔ
Ｉ ＝ ∑

ｐ
ϕＩ（ｘｔ

ｐ）ｍｐｂ（ｘｐ）， （３）

　 　 ｆ ｉｎｔ，ｔ
Ｉ ＝ － ∑

ｐ
Ｖ ｔ

ｐσｔ
ｐ ÑϕＩ（ｘｔ

ｐ）， （４）

其中， ｍ，ｘ，ｖ，ｆ ｅｘｔ 和 ｆ ｉｎｔ 分别为质量、坐标位置、速度、外力和内力； ｂ（ｘｐ） 为物质点外力； Ｖ ｔ
ｐ 和 σｔ

ｐ 分别为物质

点的体积和 Ｃａｕｃｈｙ 应力， ϕＩ 为映射基函数， ÑϕＩ 为映射基函数梯度．
② 更新背景网格动量

　 　 ｆ ｔ
Ｉ ＝ ｆ ｅｘｔ，ｔ

Ｉ ＋ ｆ ｉｎｔ，ｔ
Ｉ ， （５）

　 　 （ｍｖ） ｔ ＋Δｔ
Ｉ ＝ （ｍｖ） ｔ

Ｉ ＋ ｆ ｔ
ＩΔｔ， （６）

　 　 （ｍｖ） ｔ ＋Δｔ
Ｉ，ｆｉｘ ＝ ０， ｆ ｔ

Ｉ，ｆｉｘ ＝ ０， （７）
其中， ｆＩ 为背景网格节点合力，下标“ｆｉｘ”表示施加了边界条件的背景网格节点．

③ 更新物质点位置、速度和应力

　 　 ｖｔ ＋Δｔ
ｐ ＝ ｖｔ

ｐ ＋ Δｔ∑
Ｉ
ϕＩ（ｘｔ

ｐ） ｆ ｔ
Ｉ ／ ｍｔ

Ｉ， （８）

　 　 ｘｔ ＋Δｔ
ｐ ＝ ｘｔ

ｐ ＋ Δｔ∑
Ｉ
ϕＩ（ｘｔ

ｐ）（ｍｖ） ｔ ＋Δｔ
Ｉ ／ ｍｔ

Ｉ ． （９）

计算速度梯度，更新变形梯度张量和物质点体积：
　 　 ｖｔ ＋Δｔ

Ｉ ＝ （ｍｖ） ｔ ＋Δｔ
Ｉ ／ ｍｔ

Ｉ， （１０）
　 　 Ｌ ｔ ＋Δｔ

ｐ ＝ ∑
Ｉ

ÑϕＩ（ｘｔ
ｐ）ｖｔ ＋Δｔ

Ｉ ， （１１）

　 　 Ｆｔ ＋Δｔ
ｐ ＝ （Ｉ ＋ Ｌ ｔ ＋Δｔ

ｐ Δｔ）Ｆｔ
ｐ， （１２）

　 　 Ｖｔ ＋Δｔ
ｐ ＝ ｄｅｔ（Ｆｔ ＋Δｔ

ｐ Ｖ ０
ｐ ） ． （１３）

更新物质点应力：
　 　 σｔ ＋Δｔ

ｐ ＝ σｔ
ｐ ＋ Δσｐ ． （１４）

ＣＰＤＩ２ 使用无间隙的物质点区域代替离散的物质点，映射基函数 ϕＩ 和映射基函数梯度 ÑϕＩ 由下式给出：

　 　 ϕＩ ＝
１

３６Ｖｐ
［（４ｃ１ ＋ ２ｃ２ ＋ ２ｃ３ ＋ ｃ４）ＮＩ（ｘ１） ＋ （２ｃ１ ＋ ４ｃ２ ＋ ｃ３ ＋ ２ｃ４）ＮＩ（ｘ２） ＋

　 　 　 　 （ｃ１ ＋ ２ｃ２ ＋ ２ｃ３ ＋ ４ｃ４）ＮＩ（ｘ３） ＋ （２ｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ４ｃ３ ＋ ２ｃ４）ＮＩ（ｘ４）］， （１５）

　 　 ÑϕＩ ＝
１

２Ｖｐ
ＮＩ（ｘ１）

ｙ２４

ｘ４２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ＮＩ（ｘ２）

ｙ３１

ｘ１３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ＮＩ（ｘ３）

ｙ４２

ｘ２４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ＮＩ（ｘ４）

ｙ１３

ｘ３１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ， （１６）

其中 ｃ１ ＝ ｘ２１ｙ４１ － ｙ２１ｘ４１，ｃ２ ＝ ｘ２１ｙ３２ － ｙ２１ｘ３２， ｃ３ ＝ ｘ３４ｙ４１ － ｙ３４ｘ４１， ｃ４ ＝ ｘ３４ｙ３２ － ｙ３４ｘ３２， ｘｉｊ ＝ ｘｉ － ｘ ｊ， ｙｉｊ ＝ ｙｉ － ｙ ｊ，
Ｖｐ ＝ ０．５［（ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１） ＋ （ｘ２ｙ３ － ｘ３ｙ２） ＋ （ｘ３ｙ４ － ｘ４ｙ３） ＋ （ｘ４ｙ１ － ｘ１ｙ４）］，ＮＩ 为物质点区域节点与背景网格

节点之间的映射函数， ｘｋ 为物质点 ｐ 区域的角点位置．

２　 基于 ＣＰＤＩ２ 的壳结构分析

ＣＰＤＩ２ 通过背景网格节点速度求物质点区域速度梯度，利用速度梯度更新物质点区域应力．本文通过物

质点区域角点位移更新物质点区域应力．因此在将物质点映射到背景网格的过程中，本文将 ＣＰＤＩ２ 的一次映
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射改为二次映射，即先将物质点所携带物理信息如质量、速度和外力映射到物质点区域节点上，用下标“ ｃ ”
代表物质点区域节点，再将物质点区域节点所携带的物理信息如质量、速度、内力和外力映射到背景网格节

点上，如图 １ 所示．
本文采用 ＢＴ 壳单元模型来更新物质点区域应力并求解物质点区域节点内力．
首先计算应力增量：
　 　 Δσｐ ＝ ＤＢΔｑ， （１７）

其中， Ｄ，Ｂ 和 Δｑ 分别为弹性矩阵、应变矩阵和节点位移．
然后更新物质点区域应力：
　 　 σｔ ＋Δｔ

ｐ ＝ σｔ
ｐ ＋ Δσｐ ． （１８）

求解物质点区域节点内力时，首先在由物质点区域构建出的局部坐标系下求出等效节点内力和沙漏阻

力，用上标“＾”表示局部坐标系下的物理量，然后根据坐标变换求出物质点区域节点内力［２１］ ．
在任意一个物质点区域内，由虚功原理可得物质点区域等效节点内力：

　 　 ｆ　 ｃ ＝ ［ ｆ　 １ｃ， ｆ　 ２ｃ， ｆ　 ３ｃ， ｍ１ｃ， ｍ２ｃ， ｍ３ｃ］ Ｔ， （１９）

　 　 ｆ　 ＝ ∫
Ｖｐ
ＢＴσｄＶ， （２０）

其中， Ｂ，σ 和 Ｖｐ 分别为变形率矩阵、Ｃａｕｃｈｙ 应力和物质点区域体积．

图 １　 物质点到背景网格的二次映射过程

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ２⁃ｓｔｅｐ ｍａｐｐｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ ｆｒｏｍ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｔｏ ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ ｇｒｉｄｓ

在物质点区域内采用单点积分，可以将节点内力分量写成如下形式：

　 　 ｆ　 １ｃ ＝ Ａｐ（Ｂ１ｃ ｆ ′１１ ＋ Ｂ２ｃ ｆ ′１２）， （２１）

　 　 ｆ　 ２ｃ ＝ Ａｐ（Ｂ２ｃ ｆ ′２２ ＋ Ｂ１ｃ ｆ ′１２）， （２２）

　 　 ｆ　 ３ｃ ＝ ｋＡｐ（Ｂ１ｃ ｆ ′１３ ＋ Ｂ２ｃ ｆ ′２３）， （２３）

　 　 ｍ１ｃ ＝ Ａｐ Ｂ２ｃｍ′２２ ＋ Ｂ１ｃｍ′１２ －
１
４

ｋｆ ′２３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２４）

　 　 ｍ２ｃ ＝ － Ａｐ Ｂ１ｃｍ′１１ ＋ Ｂ２ｃｍ′１２ －
１
４

ｋｆ ′１３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２５）

　 　 ｍ３ｃ ＝ ０， （２６）
其中， Ａｐ，ｋ 和 ｈ 分别为等效壳单元面积、剪切因子和厚度， Ｂｉ， ｆ ′ｉｊ 和 ｍ′ｉｊ 的公式如下：
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　 　 ＢＴ
１ ＝ １

２Ａｐ［ｙ２４，ｙ３１，ｙ４２，ｙ１３］， ＢＴ
２ ＝ １

２Ａｐ［ｘ４２，ｘ１３，ｘ２４，ｘ３１］， （２７）

　 　 ｆ ′ｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σ ｉｊｄｚ３， ｍ′ｉｊ ＝ － ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｚ３σ ｉｊｄｚ３ ． （２８）

在厚度上采用 Ｌｏｂａｔｔｏ 积分，取 ３ 个积分点，则上式可离散为

　 　 ｆ ′ｉｊ ＝
ｈ
２ ∑

３

ｎ ＝ １
σ ｉｊ（ｎ）ｗ（ ｌ）， ｍ′ｉｊ ＝ －

ｈ２

４ ∑
３

ｎ ＝ １
σ ｉｊ（ｎ）ｗ（ ｌ） ｚ３（ ｌ）， （２９）

其中， ｗ 为积分点权值．
采用一阶减缩积分时会出现零能模式，即物质点区域内只有一个积分点，在受弯时该积分点没有任何的

应变能，此时此单元没有任何刚度，就无法抵抗变形，而且刚体运动也不产生应变能，这种运动形式被称之为

零能模式（沙漏）．为了控制沙漏，定义由沙漏激励的阻力，而且该力在刚体运动时消失［２２⁃２３］：
　 　 ｈｃ ＝ ［ｈ１ｃ，ｈ２ｃ，ｈ３ｃ，ｈ４ｃ，ｈ５ｃ，ｈ６ｃ］ Ｔ， （３０）
　 　 ｈ１ｃ ＝ γ ｃｖ１γＣ３Δｔ， （３１）
　 　 ｈ２ｃ ＝ γ ｃｖ２γＣ３Δｔ， （３２）
　 　 ｈ３ｃ ＝ γ ｃｖ３γＣ２Δｔ， （３３）
　 　 ｈ４ｃ ＝ γ ｃω １γＣ１Δｔ， （３４）
　 　 ｈ５ｃ ＝ γ ｃω ２γＣ１Δｔ， （３５）
　 　 ｈ６ｃ ＝ ０， （３６）

其中， ｖｉ 为局部坐标系下物质点区域节点速度， γ 为沙漏形状基矢量［２４］， Ｃ ｊ 为沙漏阻力系数［２１］ ．
所以物质点区域节点的内力为

　 　 ｆ ｉｎｔ
ｃ ＝ Ｔｃ（ ｆ　 ｃ ＋ ｈｃ）， Ｔｃ ＝

Ｑ
Ｑ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３７）

其中 Ｑ 为坐标变换矩阵．

３　 自适应时间步长

本文采用自适应时间步长，即时间步长不是固定的，而是根据物质点的速度进行调整［１２］：

　 　 Δｔ ＝ αｍｉｎ
ｈｘ

ｃｘ
，
ｈｙ

ｃｙ
，
ｈｚ

ｃｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３８）

其中 ｈｘ，ｈｙ，ｈｚ 是背景网格单元尺寸， α 是时间步长系数，取值在 ０～１ 之间， ｃｉ 的公式为

　 　 ｃ ＝ （ｍａｘ
ｐ

（ｃｄｉｌ ＋ ｖｘｐ ），ｍａｘ
ｐ

（ｃｄｉｌ ＋ ｖｙｐ ），ｍａｘ
ｐ

（ｃｄｉｌ ＋ ｖｚｐ ））， （３９）

其中 ｖｘｐ 是物质点 ｐ 速度的 ｘ 分量，ｃｄｉｌ 的公式为

　 　 ｃｄｉｌ ＝
Ｋ ＋ ４

３
Ｇ

ρ
， （４０）

其中 ρ，Ｋ 和 Ｇ 分别为物质点密度、体积模量和剪切模量．

４　 数 值 算 例

本节选取 ３ 个算例来验证本文所提算法．第一个算例和第二个算例是标准的静力学算例，通过和解析解

比较来验证本文算法．第三个算例为方管压溃，加入自接触算法模拟了高速冲击压溃问题．
４．１　 悬臂板

如图 ２（ａ）所示的超弹性材料悬臂结构，端部受到逐渐增大的均布载荷，此算例在 Ｓｚｅ 等［２５］ 的文章中给

出了包含 ２０ 个采样点的解析解．将此悬臂结构划分成 １０×１ 个单元网格，每一个单元网格作为一个物质点区

域，将最大载荷等分为 ２０ 份逐步加载．解析解中给出了悬臂结构端点处 ｘ 和 ｚ 方向的位移，分别记为 Ｕｔｉｐ 和
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Ｗｔｉｐ ．在逐渐加载的过程中，以 ｚ 方向位移 Ｗｔｉｐ 为判断载荷增大的条件，当载荷为 Ｐ ｉ 时，判断悬臂结构端点的

位移 Ｗｉ 是否达到解析解中载荷为 Ｐ ｉ 时对应的 Ｗｔｉｐ， 达到后则令 Ｐ ｉ ＋１ ＝ Ｐ ｉ ＋ ΔＰ， 直到 Ｐ ｉ ＝ Ｐｍａｘ 且 Ｗｉ ＝ Ｗｔｉｐ，
算法结束．图 ２（ｃ）给出了悬臂板在不同载荷下的变形几何．

（ａ） 端部受力的悬臂板

（ａ） Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｅｎｄ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ

（ｂ） 本文得到的结果与解析解对比 （ｃ） 不同载荷下的变形构型

（ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ （ｃ） Ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ
ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ２　 悬臂板的受力示意图、变形过程与计算结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ， ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

用本文方法计算出的 Ｕｔｉｐ 与解析解中数据的相对误差 δ 见表 １，施加载荷为 ０．１ 倍 Ｐｍａｘ 时，相对误差最

大，为 ２．９％，随着载荷的增大，相对误差越来越小，最终相对误差为 ０．８％，平均相对误差为 １．４１％．如图 ２（ｂ）
所示，将使用本文方法计算得到的解拟合为一条曲线，和解析解形成的点进行对比，可见使用本文方法的计

算结果与解析解吻合较好．
表 １　 Ｕｔｉｐ 的解析解与本文算法结果对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｕｔｉｐ

Ｐ ／ Ｐｍａｘ Ｗｔｉｐ Ｕｔｉｐ ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ δ ／ ％

０．１ １．３０９ ０．１０３ ０．１００ ２．９

０．２ ２．４９３ ０．３８１ ０．３７４ １．８

０．３ ３．４８８ ０．７６３ ０．７４９ １．８

０．４ ４．２９２ １．１８４ １．１６７ １．４

０．５ ４．９３３ １．６０４ １．５８５ １．２

０．６ ５．４４４ ２．００２ １．９８１ １．０

０．７ ５．８５５ ２．３７０ ２．３４５ １．１

０．８ ６．１９０ ２．７０５ ２．６７８ １．０

０．９ ６．４６７ ３．０１０ ２．９７８ １．１

１．０ ６．６９８ ３．２８６ ３．２５９ ０．８
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４．２　 半球形壳

如图 ３（ａ）所示的超弹性材料半球形壳体［２５］，受到间隔 ９０°的逐渐增大的交替径向力载荷，在半球形壳

体的上顶点带有 １８°的开口．将此半球形壳体结构划分成 ６４×１６ 个单元网格，每一个单元网格作为一个物质

点区域，解析解给出了 Ａ，Ｂ两点在 ｘ方向上的位移，分别记为 ＶＡ 和 ＵＢ ．将最大载荷等分为 ２０ 份逐步加载，在

（ａ） １８°开口半球壳

（ａ） Ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ａｎ １８° ｈｏｌｅ

载荷逐渐加载的过程中，以 ＵＢ 为判断载荷增大的条件，当
载荷为 Ｐ ｉ 时，判断 Ｂ 点 ｘ 方向上的位移 Ｕｉ 是否达到解析

解中载荷为 Ｐ ｉ 时对应的 ＵＢ， 达到后则令 Ｐ ｉ ＋１ ＝ Ｐ ｉ ＋ ΔＰ，
直到 Ｐ ｉ ＝ Ｐｍａｘ 且 Ｕｉ ＝ ＵＢ， 算法结束．图 ３（ｂ）为半球壳最终

的变形几何．用本文方法计算得到的 ＶＡ 与解析解［２５］ 数据

的相对误差 δ 见表 ２． 施加载荷为 ０．１ 倍 Ｐｍａｘ 时， 相对误差

较大， 为 １．８％， 载荷为 ０．６ 倍 Ｐｍａｘ 时， 相对误差最大， 为

２．１％，计算过程中相对误差有上下波动，整体仍然为下降

趋势，最终的相对误差为 ０．４％，平均相对误差为 １．１７％．如
图 ３（ｃ）所示，将使用本文方法计算得到的解拟合为一条

曲线，和解析解形成的点进行对比，可见使用本文方法的

计算结果与解析解吻合较好．

（ｂ） 半球壳的变形结果 （ｃ） 本文得到的结果与解析解对比

（ｂ） Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ （ｃ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ３　 半球壳的受力示意图、变形结果与计算结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ， ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

表 ２　 ＶＡ 的解析解与本文算法结果对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＶＡ

Ｐ ／ Ｐｍａｘ ＵＢ ＶＡ ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ δ ／ ％

０．１ １．８４０ １．４９９ １．４７２ １．８

０．２ ３．２６１ ２．３２１ ２．２８７ １．５

０．３ ４．３３９ ２．８１９ ２．７９１ １．０

０．４ ５．１９６ ３．１５８ ３．１０４ １．７

０．５ ５．９０２ ３．４０６ ３．３７２ １．０

０．６ ６．４９７ ３ ５９８ ３．５２３ ２．１

０．７ ７．００６ ３．７５０ ３．７０１ １．３

０．８ ７．４４８ ３．８７５ ３．８７２ ０．１

０．９ ７．８３５ ３．９７６ ３．９４４ ０．８

１．０ ８．１７８ ４．０６７ ４．０５０ ０．４
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４．３　 方管压溃

如图 ４（ａ）所示的钢制箱型薄壁梁部件，在 Ｗｕ 等［１４］的文章中被用于评估壳单元的塑性变形能力，长度

为 ３００ ｍｍ，截面为 ６０ ｍｍ×６０ ｍｍ，厚度为 １ ｍｍ，折叠区域曲率半径为 ５ ｍｍ ．弹塑性材料属性为：弹性模量 Ｅ
＝ ２００ ｋＮ ／ ｍｍ２，质量密度 ρ ＝ ７．８５ × １０ －６ ｋｇ ／ ｍｍ３，Ｐｉｏｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３， 屈服应力 σ ｙ ＝ ０．２ ｋＮ ／ ｍｍ２ ．

（ａ） 钢制箱型梁部件

（ａ） Ｔｈｅ ｓｔｅｅｌ ｂｏｘ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

（ｂ） ｔ ＝ ５ ｍｓ

（ｃ） ｔ ＝ １０ ｍｓ

（ｄ） ｔ ＝ １５ ｍｓ
图 ４　 方管模型和本文算法（左侧）与 ＬＳ⁃ＤＹＮＡ（右侧）的计算结果对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｔｅｅｌ ｂｏｘ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ
ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ（ｌｅｆｔ） ａｎｄ ｔｈｅ ＬＳ⁃ＤＹＮＡ（ｒｉｇｈｔ）

部件主要采用尽可能均匀的、边长约为 ５ ｍｍ 的四边形单元划分网格，每一个四边形单元网格作为一个

物质点区域，折叠区域的曲面采用两排单元网格模拟，在部件的前端设计一个回转区域用以激发预想的动力

屈曲模态．部件的前端固定，一个 ５００ ｋｇ 的集中质量连接在部件的端部以模拟结构质量，部件施加 １５ ｍｍ ／ ｍｓ 的
初速度并向前运动，在部件的前端立刻出现了大变形并引发回转区域的屈曲，在连续压溃过程中，材料在多

个位置发生了接触．将本文算法计算得到的变形结果与 ＬＳ⁃ＤＹＮＡ 计算出的变形结果进行对比，对比结果如

图 ４ 所示，其中左侧为本文算法的计算结果，右侧为 ＬＳ⁃ＤＹＮＡ 计算结果，选取了 ｔ ＝ ５ ｍｓ，１０ ｍｓ，１５ ｍｓ 三个

时刻，两种结果与 Ｗｕ 等［１４］的文章中给出的结果均拥有相似的变形几何．

５　 结　 　 论

本文将 ＣＰＤＩ２ 理论与 ＢＴ 壳理论相结合，提出了一种分析薄壳结构大变形的新方法．通过物质点到壳单

４５１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



元节点再到背景网格节点的双重映射计算基函数，在背景网格上求解动量方程，更新物质点区域节点位置，
在物质点区域内基于 ＢＴ 壳理论求解节点内力．通过两个静力学算例，精确地分析了超弹性薄壳结构大转动

和非线性大变形等问题．加入自接触算法，分析了受到高速冲击的薄壁方管压溃问题．数值结果表明，本文所

提出的在 ＣＰＤＩ２ 框架上加入 ＢＴ 壳结构的计算方法，可以适用于分析薄壳结构非线性大变形和高速冲击压

溃问题．
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［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２２， １２３（４）： １０１３⁃１０３５．

［１４］　 ＷＵ Ｓ Ｒ， ＧＵ Ｌ． Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｅｘｐｌｉｃｉｔ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ Ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ．
Ｗｉｌｅｙ， ２０１２．

［１５］　 ＪＩＡＮＧ Ｃ， ＧＡＳＴ Ｔ， ＴＥＲＡＮ Ｊ． Ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｆｏｒ ｃｌｏｔｈ， ｋｎｉｔ ａｎｄ ｈａｉｒ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］ ． ＡＣＭ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｇｒａｐｈｉｃｓ， ２０１７， ３６（４）： １⁃１４．

５５１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王长生，等： 基于对流粒子域插值物质点法的壳结构分析



［１６］　 ＧＵＯ Ｑ， ＨＡＮ Ｘ， ＦＵ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｉｎ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］ ． ＡＣＭ Ｔｒａｎｓ⁃
ａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｇｒａｐｈｉｃｓ， ２０１８， ３７（４）： １⁃１５．

［１７］　 ＷＵ Ｂ， ＣＨＥＮ Ｚ， ＺＨＡＮＧ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｈｅｌｌ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｂｉｒｄ ｓｔｒｉｋｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｃｔａ
Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１８， ３１（１）： １⁃１８．

［１８］　 ＤＥ ＶＡＵＣＯＲＢＥＩＬ Ａ， ＮＧＵＹＥＮ Ｖ Ｐ． Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｃｏｎｔａｃｔｓ ｗｉｔｈ ａ ｔｏｔａｌ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［ Ｊ］ ．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ３７３： １１３５０３．

［１９］　 ＮＩ Ｒ， ＬＩ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｈｏｃｋ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ａｎｄ
ｄｙｎａｍｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２２， ４７０： １１１５５８．

［２０］　 ＬＩ Ｊ， ＮＩ Ｒ， ＺＥＮＧ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｉｄ ｓｈｅｌｌ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｎ ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２４， １２５（１）： ｅ７３５９．

［２１］　 ＦＬＡＮＡＧＡＮ Ｄ Ｐ， ＢＥＬＹＴＳＣＨＫ Ｔ． Ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒａｉｎ ｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ ａｎｄ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｗｉｔｈ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｈｏｕｒｇｌａｓｓ
ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８１， １７（５）： ６７９⁃７０６．

［２２］　 ＢＥＬＹＳＣＨＫＯ Ｔ， ＴＳＡＹ Ｃ Ｓ． Ａ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｐｌａｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｏｎｅ⁃ｐｏｉｎｔ ｑｕａｄ⁃
ｒａｔｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８３， １９（３）： ４０５⁃４１９．

［２３］　 ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ Ｔ， ＬＩＮ Ｊ Ｉ， ＴＳＡＹ Ｃ Ｓ． Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｓｈｅｌｌ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８４， ４２（２）： ２２５⁃２５１．

［２４］　 钟志华， 李光耀． 薄板冲压成型过程的计算机仿真与应用［Ｍ］ ． 北京： 北京理工大学出版社， １９９８．（ＺＨＯＮＧ Ｚｈｉ⁃
ｈｕａ， ＬＩ Ｇｕａｎｇｙａｏ． Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｈｅｅｔ Ｍｅｔａｌ Ｓｔａｍｐｉｎｇ Ｐｒｏｃｅｓｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕ⁃
ｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ， １９９８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２５］　 ＳＺＥ Ｋ Ｙ， ＬＩＵ Ｘ Ｈ， ＬＯ Ｓ Ｈ． Ｐｏｐｕｌａｒ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｈｅｌｌｓ［Ｊ］ ． Ｆｉ⁃
ｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ＆ Ｄｅｓｉｇｎ， ２００４， ４０（１１）： １５５１⁃１５６９．

６５１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


