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摘要：　 该文将混合有限元方法和连续时空有限元方法相结合，构造了 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的连续时空混合有限元离

散格式，引入独立变量 ｐ ＝ ｕｔ 来求解，并将时间变量和空间变量都用有限元方法处理．此格式可以将方程降阶，降低

有限元空间的光滑性要求，同时在时间和空间两个方向都能发挥有限元方法的优势，获得时空高精度的数值解．理
论分析中严格证明了数值解的稳定性，给出了 ｕ 和 ｐ 的误差估计．最后通过数值算例的结果展示了格式的有效性和

可行性．
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０　 引　 　 言

考虑具有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 边界条件的非线性 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程：

　 　
ｕｔｔ ＋ αｕｔ － γΔｕ ＋ βｓｉｎ ｕ ＝ ｆ（Ｘ，ｔ），　 　 （Ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，Ｔ］，
ｕ（Ｘ，ｔ） ＝ ０， （Ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ］，
ｕ（Ｘ，０） ＝ ｕ０（Ｘ）， ｕｔ（Ｘ，０） ＝ φ０（Ｘ）， （Ｘ，ｔ） ∈ Ω，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中 Ω ⊂ ＲＲ ２是一个有界域，Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２），α，β，γ 是正常数，ｕ０（Ｘ） 和 ｕ１（Ｘ） 是已知的光滑函数．
偏微分方程的许多定解问题是不能严格解出的，为了更好地数值模拟复杂的实际问题，发展了出多种数

值方法，如有限差分方法、 有限元方法（如： 混合有限元、间断有限元、 连续有限元、 时空有限元）、有限体积

法等．现在更常见的是基于原有的各种方法的混合应用．
初边值问题（１）是一类非常重要的非线性双曲型方程，它可以用来描述各种物理现象，如凝聚态物理、

电磁学、非线性光学等（例如文献［１⁃２］）．目前对问题（１） 的数值研究有有限差分法［２⁃３］、有限元法［４］、
Ｈ１⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 混合有限元法［５］、 Ｈ１⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 时空混合有限元法［６］、三次配点法［７］、 交替方向隐格式［８］、格子

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法［９］、 ＭＱ 拟插值法［１０］、无网格方法［１１］、 非协调有限元［１２］等．然而，它们大多采用有限差分格式

对时间变量进行离散，这种离散方式在时间上不易获得较高的精度，有的还需要满足一定的时间步长和空间

网格参数．
本文对时间变量、空间变量采用相同的离散方式．标准有限元方法只在空间方向上使用有限元方法进行

离散，在时间方向一般采取 Ｅｕｌｅｒ 或 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 等差分离散方法，而本文所用方法在时间方向上也进行

有限元离散．因此，与标准有限元方法相比，该方法在空间变量和时间变量上都容易获得较高的精度，并能同

时显示出有限元方法在时空两个方向上的优势．据我们所知，连续时空混合有限元方法应用于 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ
方程的理论分析和数值模拟尚未得到．主要困难在于式（１）中包含非线性项，它的存在大大增加了理论分析

和数值模拟的难度．
本文利用连续时空混合有限元方法研究问题（１）的数值解，将混合有限元方法和连续时空有限元方法

相结合，构造 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的连续时空混合有限元离散格式，引入独立变量 ｐ ＝ ｕｔ 来求解，并将时间变量

和空间变量都用有限元方法处理．可以将方程降阶处理，降低有限元空间的光滑性要求，同时在时间和空间

两个方向都能发挥有限元方法的优势，获得时空高精度的数值解．理论分析了格式的稳定性，证明了 ｕ和 ｐ的
误差估计，给出了数值算例证明格式的有效性和可行性，与传统有限元方法做了对比，证明本文所提的时空

格式通过增加时间基函数多项式次数可提高收敛阶数和计算精度且允许用大时间步长．
本文中， ｃ 表示正常数，在不同的地方取值会有所不同，但均与离散变量 ｈ 和 ｋ 无关．

１　 连续时空混合有限元离散格式

为了给出方程（１）的连续时空混合有限元离散格式，首先引入一个辅助变量 ｐ ＝ ｕｔ，则方程（１） 等价于如

下一阶微分系统，∀（Ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，Ｔ］，

　 　
ｕｔ ＝ ｐ，
ｐｔ ＋ αｐ － γΔｕ ＋ βｓｉｎ ｕ ＝ ｆ，{ （２）

其中，边界值和初始值分别为

　 　
ｕ（Ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （Ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ］，
ｕ（Ｘ，０） ＝ ｕ０（Ｘ）， ｕｔ（Ｘ，０） ＝ ｕ１（Ｘ）， Ｘ ∈ Ω ．{ （３）

注意 ｕ（Ｘ，ｔ） ｜ ∂Ω ＝ ０ 意味着 ｐ（Ｘ，ｔ） ｜ ∂Ω ＝ ｕｔ（Ｘ，ｔ） ｜ ∂Ω ＝ ０，在时空区域 Ω
－
× Ｊ

－
上积分，得到式（２）的弱形
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式 { ｕ，ｐ } ： Ｊ
－
→ Ｈ１（Ｊ；Ｈ１

０（Ω）） × Ｈ１（Ｊ；Ｈ１
０（Ω）） 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（ｕｔ，ｖ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
（ｐ，ｖ）ｄｔ， （４ａ）

　 　 ∫Ｔ
０
［（ｐｔ，ω） ＋ α（ｐ，ω） ＋ γ（Ñｕ，Ñω） ＋ β（ｓｉｎ ｕ，ω）］ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
（ ｆ，ω）ｄｔ ． （４ｂ）

为了建立问题（１）的连续时空混合有限元离散格式，还需要对时、 空区间进行剖分．首先剖分时间区间，
设 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔＮ ＝ Ｔ，记此时间剖分为 Γｋ，剖分单元为 Ｊｎ ＝ ［ ｔｎ－１，ｔｎ］（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ），时间步长 ｋｎ ＝

ｔｎ － ｔｎ－１（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ），且 ｋ ＝ｍａｘ１≤ｉ≤Ｎ ｋｉ ．进一步对空间区间Ω
－
进行剖分，记为Ｉｈ，剖分单元记为 Ｋ，剖分直

径记为 ｈＫ，且 ｈ ＝ ｍａｘＫ∈Ｉｈ
ｈＫ ．用 Ｖｈｍ（Ω） ⊂ Ｈ１

０（Ω） 和Ｗｈｍ（Ω） ⊂ Ｈ１
０（Ω） 表示由定义在区间 Ω

－
剖分 Ｉｈ 上的 ｍ

次分片连续多项式函数组成的空间，即
　 　 Ｖｈｍ（Ω） ＝ { ｖｈ ∈ Ｖ ｜ ｖｈ ｜ Ｋ ∈ Ｐｍ（Ｋ）， ∀Ｋ ∈ Ｉｈ } ，
　 　 Ｗｈｍ（Ω） ＝ {ｗｈ ∈ Ｗ ｜ ｗｈ ｜ Ｋ ∈ Ｐｍ（Ｋ）， ∀Ｋ ∈ Ｉｈ } ，

其中 Ｐｍ（Ｋ） 表示 Ｋ 上的关于空间变量的次数不超过 ｍ 的多项式空间．

用 Ｖｋｌ（［０，Ｔ］） 和 Ｗｋｌ（［０，Ｔ］） 表示由定义在 Ｊ
－
上的，关于时间变量 ｔ 的次数不超过 ｌ 的分段多项式组成

的空间， 即

　 　 Ｖｋｌ（［０，Ｔ］） ＝ { ｖｋ ∈ Ｈ１（Ｊ） ｜ ｖｋ ｜ Ｊｎ ∈ Ｐ ｌ（Ｊｎ）， ∀Ｊｎ ∈ Γｋ } ，
　 　 Ｗｋｌ（［０，Ｔ］） ＝ {ｗｋ ∈ Ｈ１（Ｊ） ｜ ｗｋ ｜ Ｊｎ ∈ Ｐ ｌ（Ｊｎ）， ∀Ｊｎ ∈ Γｋ } ，

其中 Ｐ ｌ（Ｊｎ） 表示 Ｊｎ 上的关于时间变量 ｔ 的次数不超过 ｌ 的多项式空间．
定义空间 Ｖｈｋ ＝ Ｖｈｍ（Ω） ⊗ Ｖｋｌ（［０，Ｔ］） 和 Ｗｈｋ ＝ Ｗｈｍ（Ω） ⊗ Ｗｋｌ（［０，Ｔ］） ．记时空片 Ｓｎ

ｈ ＝ Ω × Ｊｎ， 则 Ｖｎ
ｋｌ 和

Ｗｎ
ｋｌ 分别表示 Ｖｋｌ 和Ｗｋｌ 在每个时空片 Ｓｎ

ｈ 上的关于时间变量 ｔ的分段多项式组成的空间．在此基础上， 记 Ｖｎ
ｈｋ ＝

Ｖｈｍ ⊗ Ｖｎ
ｋｌ 和 Ｗｎ

ｈｋ ＝ Ｗｈｍ ⊗ Ｗｎ
ｋｌ，即 Ｖｎ

ｈｋ 和 Ｗｎ
ｈｋ 为每个时空片 Ｓｎ

ｈ 上的时空近似多项式空间．
相应于式（４）的连续时空混合有限元格式为：求 { ｕｈｋ，ｐｈｋ } ： ［ ｔｎ－１，ｔｎ］ → Ｖｎ

ｈｋ × Ｗｎ
ｈｋ 满足

　 　 ∫
Ｊｎ
（ｕｈｋ

ｔ ，ｖｈｋ）ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐｈｋ，ｖｈｋ）ｄｔ，　 　 ∀ｖｈｋ ∈ Ｖｎ

ｈｋ， （５ａ）

　 　 ∫
Ｊｎ
［（ｐｈｋ

ｔ ，ω ｈｋ） ＋ α（ｐｈｋ，ω ｈｋ） ＋ γ（Ñｕｈｋ，Ñω ｈｋ） ＋ β（ｓｉｎ ｕｈｋ，ω ｈｋ）］ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（ ｆ，ω ｈｋ）ｄｔ，　 　 ∀ω ｈｋ ∈ Ｗｎ

ｈｋ， （５ｂ）

对式（５）两边从 １ 到 Ｎ 求和，可得

　 　 ∫Ｔ
０
（ｕｈｋ

ｔ ，ｖｈｋ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（ｐｈｋ，ｖｈｋ）ｄｔ，　 　 ∀ｖｈｋ ∈ Ｖｈｋ， （６ａ）

　 　 ∫Ｔ
０
［（ｐｈｋ

ｔ ，ω ｈｋ） ＋ α（ｐｈｋ，ω ｈｋ） ＋ γ（Ñｕｈｋ，Ñω ｈｋ） ＋ β（ｓｉｎ ｕｈｋ，ω ｈｋ）］ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫Ｔ
０
（ ｆ，ω ｈｋ）ｄｔ，　 　 ∀ω ｈｋ ∈ Ｗｈｋ ． （６ｂ）

２　 数值解的稳定性

定理 １　 如果 ｆ ∈ Ｌ２（Ｊ；Ｌ２（Ω）），则 { ｕｈｋ，ｐｈｋ } 有如下稳定性：

　 　
∫Ｔ

０
‖ｕｈｋ‖２ｄｔ ≤ ｃ (‖ｕｈｋ（０）‖２ ＋ ‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ

０
‖ｆ‖２ｄｔ )，

∫Ｔ
０
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
‖Ñｕｈｋ‖２ｄｔ ≤ ｃ (‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ

０
‖ｆ‖２ｄｔ ) ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

证明　 在式（５ｂ）中，取 ω ｈｋ ＝ ｕｈｋ
ｔ ，

　 　 ∫
Ｊｎ
［（ｐｈｋ

ｔ ，ｕｈｋ
ｔ ） ＋ α（ｐｈｋ，ｕｈｋ

ｔ ） ＋ γ（Ñｕｈｋ，Ñｕｈｋ
ｔ ） ＋ β（ｓｉｎ ｕｈｋ，ｕｈｋ

ｔ ）］ｄｔ ＝

２９４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（ ｆ，ｕｈｋ

ｔ ）ｄｔ， （８）

在式（５ａ）中，取 ｖｈｋ ＝ ｐｈｋ
ｔ ，ｖｈｋ ＝ ｐｈｋ，ｖｈｋ ＝ ｓｉｎ ｕｈｋ，ｖｈｋ ＝ ｆ， 分别得到

　 　
∫
Ｊｎ
（ｕｈｋ

ｔ ，ｐｈｋ
ｔ ）ｄｔ ＝ ∫

Ｊｎ
（ｐｈｋ，ｐｈｋ

ｔ ）ｄｔ， ∫
Ｊｎ
（ｕｈｋ

ｔ ，ｐｈｋ）ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐｈｋ，ｐｈｋ）ｄｔ，

∫
Ｊｎ
（ｕｈｋ

ｔ ，ｓｉｎ ｕｈｋ）ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐｈｋ，ｓｉｎ ｕｈｋ）ｄｔ， ∫

Ｊｎ
（ｕｈｋ

ｔ ， ｆ）ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐｈｋ， ｆ）ｄｔ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

将上式所得结果代入式（８），可得

　 　 ∫
Ｊｎ
［（ｐｈｋ

ｔ ，ｐｈｋ） ＋ α（ｐｈｋ，ｐｈｋ） ＋ γ（Ñｕｈｋ，Ñｕｈｋ
ｔ ）］ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
［（ ｆ，ｐｈｋ） － β（ｓｉｎ ｕｈｋ，ｐｈｋ）］ｄｔ ． （１０）

由 （ｐｈｋ
ｔ ，ｐｈｋ） ＝ １

２
ｄ
ｄｔ

‖ｐｈｋ‖２ 及（Ñｕｈｋ
ｔ ，Ñｕｈｋ） ＝ １

２
ｄ
ｄｔ

‖Ñｕｈｋ‖２ 整理得

　 　 １
２ ∫Ｊｎ

ｄ
ｄｔ

‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ α∫
Ｊｎ
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ γ

２ ∫Ｊｎ
ｄ
ｄｔ

‖Ñｕｈｋ‖２ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（ ｆ，ｐｈｋ）ｄｔ － β∫

Ｊｎ
（ｓｉｎ ｕｈｋ，ｐｈｋ）ｄｔ ． （１１）

再由 Ｃａｕｃｈｙ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式有

　 　 １
２ ∫Ｊｎ

ｄ
ｄｔ

‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ α∫
Ｊｎ
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ γ

２ ∫Ｊｎ
ｄ
ｄｔ

‖Ñｕｈｋ‖２ｄｔ ≤

　 　 　 　 １
２ ∫Ｊｎ‖ｆ‖２ｄｔ ＋ １

２ ∫Ｊｎ‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫
Ｊｎ
‖ｓｉｎ ｕｈｋ‖２ｄｔ ＋ α

２ ∫Ｊｎ‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ． （１２）

又由 ｓｉｎ ｕｈｋ 的有界性，可知

　 　 ∫
Ｊｎ
‖ｓｉｎ ｕｈｋ‖２ｄｔ ≤ ∫

Ｊｎ
‖ｕｈｋ‖２ｄｔ ． （１３）

最后由 ‖ｕｈｋ‖ ≤ ‖Ñｕｈｋ‖， 将上式整理，可得

　 　 １
２
‖ｐｈｋ（ ｔｎ）‖２ ＋ γ

２
‖Ñｕｈｋ（ ｔｎ）‖２ － １

２
‖ｐｈｋ（ ｔｎ－１）‖２ｄｔ － γ

２
‖Ñｕｈｋ（ ｔｎ－１）‖２ ≤

　 　 　 　 １
２ ∫Ｊｎ‖ｆ‖２ｄｔ ＋ １

２ ∫Ｊｎ‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫
Ｊｎ
‖Ñｕｈｋ‖２ｄｔ ． （１４）

对上式从 １ 到 Ｎ 求和，可得

　 　 ‖ｐｈｋ（ ｔＮ）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（ ｔＮ）‖２ ≤ ｃ (‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｆ‖２ｄｔ ) ＋

　 　 　 　 ∫Ｔ
０
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
‖Ñｕｈｋ‖２ｄｔ ． （１５）

对式（１５）运用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理再整理，可知

　 　 ‖ｐｈｋ（ ｔＮ）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（ ｔＮ）‖２ ≤ ｃ (‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｆ‖２ｄｔ ) ． （１６）

在式（５ａ）中，取 ｖｈｋ ＝ ｕｈｋ，

　 　 ∫
Ｊｎ
（ｕｈｋ

ｔ ，ｕｈｋ）ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐｈｋ，ｕｈｋ）ｄｔ， （１７）

由 （ｕｈｋ
ｔ ，ｕｈｋ） ＝ １

２
ｄ
ｄｔ

‖ｕｈｋ‖２ 得

　 　 １
２ ∫Ｊｎ

ｄ
ｄｔ

‖ｕｈｋ‖２ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐｈｋ，ｕｈｋ）ｄｔ ． （１８）

根据 Ｃａｕｃｈｙ 不等式，可知
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　 　 １
２ ∫Ｊｎ

ｄ
ｄｔ

‖ｕｈｋ‖２ｄｔ ≤ １
２ ∫Ｊｎ‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ＋ １

２ ∫Ｊｎ‖ｕｈｋ‖２ｄｔ， （１９）

对上式整理，可得

　 　 ‖ｕｈｋ（ ｔｎ）‖２ ≤ ｃ (‖ｕｈｋ（ ｔｎ－１）‖２ ＋ ∫
Ｊｎ
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ) ＋ ∫

Ｊｎ
‖ｕｈｋ‖２ｄｔ ． （２０）

对式（２０）从 １ 到 Ｎ 求和，可得

　 　 ‖ｕｈｋ（ ｔＮ）‖２ ≤ ｃ (‖ｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ) ＋ ∫Ｔ

０
‖ｕｈｋ‖２ｄｔ ． （２１）

再由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理可知

　 　 ‖ｕｈｋ（ ｔＮ）‖２ ≤ ｃ (‖ｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｐｈｋ‖２ｄｔ ) ． （２２）

最后将式（１６）代入上式中，可得

　 　 ‖ｕｈｋ（ ｔＮ）‖２ ≤ ｃ (‖ｕｈｋ（０）‖２ ＋ ‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｆ‖２ｄｔ ) ． （２３）

对 ｔ ∈ （０，Ｔ］，在（０，Ｔ］ 内通过类似式（１６）和（２３）的推导，有

　 　 ‖ｐｈｋ（ ｔ）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（ ｔ）‖２ ≤ ｃ (‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｆ‖２ｄｔ )，

　 　 ‖ｕｈｋ（ ｔ）‖２ ≤ ｃ (‖ｕｈｋ（０）‖２ ＋ ‖ｐｈｋ（０）‖２ ＋ ‖Ñｕｈｋ（０）‖２ ＋ ∫Ｔ
０
‖ｆ‖２ｄｔ ) ．

进而，上式在 ｔ ∈ （０，Ｔ］ 上做积分可得定理的结论． □

３　 数值解的误差估计

为了研究 { ｕｈｋ，ｐｈｋ } 的误差估计，引入一些相关时空投影及其性质．首先引入 ｐ ∈ Ｈ１（Ω） 的 Ｒｉｔｚ 投影

Ｒｐ
ｈ：Ｈ１（Ω） → Ｗｈｍ（Ω） 满足

　 　 （Ｒｐ
ｈ Ñｐ，Ñφ） ＝ （Ñｐ，Ñφ），　 　 ∀φ ∈ Ｗｈｍ（Ω） ． （２４）

在 Ｌ２ 意义下，Ｒｐ
ｈ 可进一步延扩到时空投影 Ｒｐ

ｈ：Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω）） → Ｗｈｍ（Ω） × Ｌ２（Ｊ）， 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｈ Ñｐ，Ñφ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（Ñｐ，Ñφ）ｄｔ，　 　 ∀φ ∈ Ｗｈｍ（Ω） × Ｌ２（Ｊ） ． （２５）

定义关于时间 ｔ 的投影算子 Ｒｐ
ｋ：Ｈ１（Ｊ） → Ｗｋｌ（Ｊ）， 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｋσ） ｔψ ｔｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
σ ｔψ ｔｄｔ，　 　 ∀ψ ∈ Ｗｋｌ（Ｊ） ． （２６）

在 Ｌ２ 意义下，Ｒｐ
ｋ 可进一步延扩到时空投影 Ｒｐ

ｋ：Ｈ１（Ｊ；Ｌ２（Ω）） → Ｌ２（Ω） × Ｗｋｌ（Ｊ）， 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（（Ｒｐ

ｋｐ） ｔ，ψ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（ｐｔ，ψ ｔ）ｄｔ，　 　 ∀ψ ∈ Ｌ２（Ω） × Ｗｋｌ（Ｊ）， （２７）

且 Ｒｐ
ｋ ｐ（ ｔｎ） ＝ ｐ（ ｔｎ）（ｎ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） ．进一步，Ｒｐ

ｈ 和 Ｒｐ
ｋ 满足如下性质．

引理 １　 Ｒｐ
ｈ 和 Ｒｐ

ｋ 由式（２５）和（２７）定义，则下列结论成立．
① 设 ｐ ∈ Ｈ２（Ｊ；Ｌ２（Ω）） ∩ Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω））， 则

　 　
（Ｒｐ

ｈｐ） ｔ ＝ Ｒｐ
ｈｐｔ， （Ｒｐ

ｋｐ） ｔｘ ＝ （Ｒｐ
ｋｐｘ） ｔ， Ｒｐ

ｈＲｐ
ｋｐｔ ＝ Ｒｐ

ｋＲｐ
ｈｐｔ，

‖Ｒｐ
ｈｐ‖ ≤ ‖ｐ‖， ‖ Ｒｐ

ｋｐ‖Ｈ１（Ｊ） ≤ ‖ｐ‖Ｈ１（Ｊ） ．
{ （２８）

② 对任意的 ｐ ∈ Ｈ１（Ｊ） ∩ Ｈｒ（Ｊ），存在与时间步长 ｋ 无关的常数 ｃ， 满足

　 　 ‖Ｒｐ
ｋｐ － ｐ‖Ｈｓ（Ｊ） ≤ ｃｋｒ－ｓ‖ｐ‖Ｈｒ（Ｊ），　 　 １ ≤ ｒ ≤ ｌ ＋ １， ｓ ＝ ０，１． （２９）

③ 如果 ｐ ∈ Ｌ２（Ω） ∩ Ｈｒ（Ω），则存在与空间步长 ｈ 无关的常数 ｃ， 有下面的估计式成立：
　 　 ‖Ｒｐ

ｈｐ － ｐ‖ｓ ≤ ｃｈｒ－ｓ‖ｐ‖ｒ，　 　 １ ≤ ｒ ≤ ｍ ＋ １， ｓ ＝ ０，１． （３０）
④ 如果 ｐ ∈ Ｈ１（Ｊ；Ｈｒ（Ω）） ∩ Ｈ１（Ｊ；Ｌ２（Ω））， 则有

　 　 ‖（ｐ － Ｒｐ
ｈｐ）（ ｔ）‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） ≤ ｃｈｒ－ｓ‖ｐ（ ｔ）‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｒ（Ω）），　 　 １ ≤ ｒ ≤ ｍ ＋ １， ｓ ＝ ０，１． （３１）
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⑤ 如果 ｐ ∈ Ｈ１（Ｊ；Ｌ２（Ω）） ∩ Ｈｒ（Ｊ；Ｌ２（Ω）），则存在与时间步长 ｋ 无关的常数 ｃ， 满足

　 　 ‖（ｐ － Ｒｐ
ｋｐ）（ ｔ）‖Ｈｓ（Ｊ；Ｌ２（Ω）） ≤ ｃｋｒ－ｓ‖ｐ（ ｔ）‖Ｈｒ（Ｊ；Ｌ２（Ω）），　 　 １ ≤ ｒ ≤ ｌ ＋ １， ｓ ＝ ０，１． （３２）

⑥ 如果 ｐ ∈ Ｈ１（Ｊ；Ｌ２（Ω）） ∩ Ｈｌ ＋１（Ｊ；Ｌ２（Ω））， 且 ｐ ∈ Ｈ１（Ｊ；Ｌ２（Ω）） ∩ Ｈ１（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω））， 则有

　 　 ‖ｐ － Ｒｐ
ｈＲｐ

ｋｐ‖Ｈｒ（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） ≤ ｃ { ｈｍ＋１－ｓ‖ｐ‖Ｈｒ（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω）） ＋ ｋｌ ＋１－ｒ‖ｐ‖Ｈｌ＋１（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） } ． （３３）
证明　 设 ψ ∈ Ｗｈｋ，且满足 ψ（·，０） ＝ ψ（·，ｔｎ） ＝ ０．由于

　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｈｐｔ，ψ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（ｐｔ， ψ）ｄｔ ＝ － ∫Ｔ

０
（ｐ，ψ ｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 － ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｈｐ，ψ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（（Ｒｐ

ｈｐ） ｔ，ψ）ｄｔ，

所以 （Ｒｐ
ｈｐ） ｔ ＝ Ｒｐ

ｈｐｔ， 即式（２８）中第一式得证．

　 　 ∫Ｔ
０
（（Ｒｐ

ｋ ｐｘ） ｔ，φ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（（ｐｔ） ｘ，φ ｔ）ｄｔ ＝ － ∫Ｔ

０
（ｐｔ，（φ ｔ） ｘ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 － ∫Ｔ
０
（（Ｒｐ

ｋ ｐ） ｔ，（φ ｔ） ｘ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（（Ｒｐ

ｋ ｐ） ｔｘ， φ ｔ）ｄｔ，

可得式（２８）中第二式．类似地， 由

　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｈＲｐ
ｋ ｐｔ，φ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
（Ｒｐ

ｋ ｐｔ，φ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（ｐｔ，φ ｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｈｐｔ，φ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（Ｒｐ

ｋ Ｒｐ
ｈｐｔ，φ ｔ）ｄｔ，

可得式（２８）中第三式．进一步， 由式（２８）中第四式， 可得

　 　 ‖ｐ － Ｒｐ
ｈＲｐ

ｋ ｐ‖ ≤ ‖ｐ － Ｒｐ
ｈｐ‖ ＋ ‖Ｒｐ

ｈ（ｐ － Ｒｐ
ｋ ｐ）‖ ≤

　 　 　 　 ‖ｐ － Ｒｐ
ｈｐ‖ ＋ ‖ｐ － Ｒｐ

ｋ ｐ‖ ．
结合式（３１）和（３２）， 易得式（３３）．

引理中其余结论都是有限元分析标准结果，参见文献［１３⁃１６］． □
为了研究 ｕｈｋ 的误差估计， 在空间上， 引入 ｕ ∈ Ｈ１（Ω） 的 Ｒｉｔｚ 投影 Ｒｕ

ｈ：Ｈ１（Ω） → Ｖｈｍ（Ω）， 满足

　 　 （Ｒｕ
ｈ Ñｕ，Ñφ） ＝ （Ñｕ，Ñφ），　 　 ∀φ ∈ Ｖｈｍ（Ω） ． （３４）

如果 ｕ∈ Ｈ１（Ω），则有‖Ｒｕ
ｈ Ñｕ‖≤‖Ñｕ‖ ．若 ｕ∈ Ｈ１（Ω） ∩ Ｈｒ（Ω），则有‖Ｒｕ

ｈｕ － ｕ‖ｓ ≤ ｃｈｒ－ｓ‖ｕ‖ｒ， １≤
ｒ ≤ ｍ ＋ １， ｓ ＝ ０，１ 成立，具体证明见文献［１３⁃１６］．

在 Ｌ２ 意义下，Ｒｕ
ｈ 可进一步延扩到时空投影 Ｒｕ

ｈ：Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω）） → Ｖｈｍ（Ω） × Ｌ２（Ｊ）， 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｕ

ｈ Ñｕ，Ñφ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（Ñｕ，Ñφ）ｄｔ，　 　 ∀φ ∈ Ｖｈｍ（Ω） × Ｌ２（Ｊ） ． （３５）

此外，还需定义关于时间 ｔ 的投影算子 Ｒｕ
ｋ：Ｌ２（Ｊ） → Ｖｋｌ（Ｊ），使得 ｕ ∈ Ｌ２（Ｊ） 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（Ｒｕ

ｋｕ）ζｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
ｕζｄｔ，　 　 ∀ζ ∈ Ｖｋｌ（Ｊ） ． （３６）

显然 ‖Ｒｕ
ｋ ｕ ‖Ｌ２（Ｊ） ≤‖ｕ‖Ｌ２（Ｊ），且对任意的 ｕ∈ Ｈｒ（Ｊ） ∩ Ｌ２（Ｊ），Ｒｕ

ｋｕ满足‖Ｒｕ
ｋｕ － ｕ‖Ｈｓ（Ｊ） ≤ ｃｋｒ－ｓ‖ｕ‖Ｈｒ（Ｊ）

（ － ｌ ＋ １ ≤ ｓ ≤ １ ≤ ｒ ≤ ｌ ＋ １） ．
将 Ｒｕ

ｋ 进一步延扩到时空投影 Ｒｕ
ｋ：Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω）） → Ｈ１（Ω） × Ｖｋｌ（Ｊ）， 满足

　 　 ∫Ｔ
０
（（Ｒｕ

ｋ ｕ），ζ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（ｕ，ζ）ｄｔ，　 　 ∀ζ ∈ Ｈ１（Ω） × Ｖｋｌ（Ｊ） ． （３７）

引理 ２　 Ｒｕ
ｈ 和 Ｒｕ

ｋ 由式（３５）和（３７）定义， 则有下列结论成立．
① 如果 ｕ ∈ Ｈ２（Ｊ；Ｈ２（Ω）） ∩ Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω））， 则有

　 　 （Ｒｕ
ｈ ｕ） ｔ ＝ Ｒｕ

ｈｕｔ， Ñ（Ｒｕ
ｋｕ） ＝ Ｒｕ

ｋ Ñｕ， Ｒｕ
ｈＲｕ

ｋ Ñｕ ＝ Ｒｕ
ｋＲｕ

ｈÑｕ， Ｒｕ
ｈＲｕ

ｋ ｕ ＝ Ｒｕ
ｋＲｕ

ｈｕ ． （３８）
② 如果 ｕ ∈ Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω）） ∩ Ｈｒ（Ｊ；Ｈ１（Ω））， 则有

　 　 ‖（ｕ － Ｒｕ
ｋｕ）（ ｔ）‖Ｈｓ（Ｊ；Ｈ１（Ω）） ≤ ｃｋｒ－ｓ‖ｕ（ ｔ）‖Ｈｒ（Ｊ；Ｈ１（Ω）），　 　 ０ ≤ ｒ ≤ ｌ ＋ １， ｓ ＝ ０，１． （３９）

③ 如果 ｕ ∈ Ｌ２（Ｊ；Ｈｒ（Ω）） ∩ Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω））， 有
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　 　 ‖（ｕ － Ｒｕ
ｈｕ）（ ｔ）‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） ≤ ｃｈｒ－ｓ‖ｕ（ ｔ）‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｒ（Ω）），　 　 １ ≤ ｒ ≤ ｍ ＋ １， ｓ ＝ ０，１． （４０）

④ 如果 ｕ ∈ Ｈｌ ＋１（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） ∩ Ｌ２（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω））， 且 ｕ ∈ Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω）），ｓ ＝ ０，１， 有

　 　 ‖ｕ － Ｒｕ
ｈＲｕ

ｋｕ‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） ≤ ｃ { ｈｍ＋１－ｓ‖ｕ‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω）） ＋ ｋｌ ＋１‖ｕ‖Ｈｌ＋１（Ｊ；Ｈｓ（Ω）） } ． （４１）
证明　 只证式（３８）中最后一个等式，其他的证明和引理 １ 类似， 也可参看文献［１３⁃１６］．

　 　 ∫ｔ ｎ
０
（Ｒｕ

ｈ Ｒｕ
ｋｕ，Δψ）ｄｔ ＝ － ∫ｔ ｎ

０
（Ｒｕ

ｈ Ñ（Ｒｕ
ｋｕ）， Ñψ）ｄｔ ＝ － ∫ｔ ｎ

０
（Ｒｕ

ｋ Ñｕ，Ñψ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 － ∫ｔ ｎ
０
（Ñｕ，Ñψ）ｄｔ ＝ － ∫ｔ ｎ

０
（Ñ（Ｒｕ

ｈｕ），Ñψ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ ｎ
０
（Ｒｕ

ｈ ｕ，Δψ）ｄｔ ＝ ∫ｔ ｎ
０
（Ｒｕ

ｋ Ｒｕ
ｈ ｕ，Δψ）ｄｔ ． □

此外，我们还要引入时空投影算子 Ａｈ：Ｌ２（Ｊ；Ｈ１
０（Ω）） → Ｖｈｍ（Ω） × Ｌ２（Ｊ） 如下：

　 　 ∫Ｔ
０
（Ａｈｕ，ϕ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
（Ñｕ，Ñϕ）ｄｔ，　 　 ∀ϕ ∈ Ｖｈｍ（Ω） × Ｌ２（Ｊ） ．

为证明连续时空混合有限元解的误差估计，我们将误差改写为下面形式，记

　 　
ｕ － ｕｈｋ ＝ （ｕ － Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋｕ） ＋ （Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋｕ － ｕｈｋ） ＝ η ＋ ζ，

ｐ － ｐｈｋ ＝ （ｐ － Ｒｐ
ｈＲｐ

ｋｐ） ＋ （Ｒｐ
ｈＲｐ

ｋｐ － ｐｈｋ） ＝ ρ ＋ θ ．{ （４２）

用式（４）和（５）相减，可得

　 　 ∫
Ｊｎ
（ｕｔ － ｕｈｋ

ｔ ，ｖｈｋ）ｄｔ ＝ ∫
Ｊｎ
（ｐ － ｐｈｋ，ｖｈｋ）ｄｔ， （４３ａ）

　 　 ∫
Ｊｎ
［（ｐｔ － ｐｈｋ

ｔ ，ω ｈｋ） ＋ α（ｐ － ｐｈｋ，ω ｈｋ） ＋ γ（Ñ（ｕ － ｕｈｋ），Ñω ｈｋ） ＋

　 　 　 　 β（ｓｉｎ ｕ － ｓｉｎ ｕｈｋ，ω ｈｋ）］ｄｔ ＝ ０ ． （４３ｂ）
则得到误差方程：

　 　 ∫
Ｊｎ
（η ｔ，ｖｈｋ） ＋ （ζ ｔ，ｖｈｋ）ｄｔ ＝ ∫

Ｊｎ
（ρ，ｖｈｋ） ＋ （θ，ｖｈｋ）ｄｔ， （４４ａ）

　 　 ∫
Ｊｎ
［（ρ ｔ，ω ｈｋ） ＋ α（ρ，ω ｈｋ） ＋ γ（Ñη，Ñω ｈｋ） ＋ β（ｓｉｎ ｕ － ｓｉｎ ｕｈｋ，ω ｈｋ）］ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
［（θ ｔ，ω ｈｋ） ＋ α（θ，ω ｈｋ） ＋ γ（Ñζ，Ñω ｈｋ）］ｄｔ ＝ ０ ． （４４ｂ）

定理 ２　 设 { ｕ，ｐ } 和 { ｕｈｋ，ｐｈｋ } 分别为式（４）和（５）的解．假设 { ｕ，ｐ } 足够光滑，空间 Ω是正则空间，且
Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋｕ（０） ＝ ｕｈｋ（０），Ｒｐ

ｈＲｐ
ｋｐ（０） ＝ ｐｈｋ（０），则存在与 ｈ 和 ｋ 无关的常数 ｃ ＞ ０ 使得如下估计成立：

　 　 ‖ｐ － ｐｈｋ‖Ｌ２（Ｊ；Ｌ２（Ω）） ≤ ｃｈｍ＋１（‖ｕ‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω）） ＋ ‖ｐ‖Ｈ１（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω））） ＋
　 　 　 　 ｃｋｌ（‖ｕ‖Ｈｌ＋１（Ｊ；Ｈ１（Ω）） ＋ ‖ｐ‖Ｈｌ＋１（Ｊ；Ｈ１（Ω）））， （４５）
　 　 ‖ｕ － ｕｈｋ‖Ｌ２（Ｊ；Ｈ１（Ω）） ≤ ｃｈｍ（‖ｕ‖Ｌ２（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω）） ＋ ‖ｐ‖Ｈ１（Ｊ；Ｈｍ＋１（Ω））） ＋
　 　 　 　 ｃｋｌ（‖ｕ‖Ｈｌ＋１（Ｊ；Ｈ１（Ω）） ＋ ‖ｐ‖Ｈｌ＋１（Ｊ；Ｈ１（Ω））） ． （４６）
证明　 在式（４４ｂ）中选取 ω ｈｋ ＝ θ， 有

　 　 ∫
Ｊｎ
［（θ ｔ，θ） ＋ α（θ，θ） ＋ γ（Ñζ，Ñθ）］ｄｔ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ｊｎ
［（ρ ｔ，θ） ＋ α（ρ，θ） ＋ γ（Ñη，Ñθ） － β（ｓｉｎ ｕ － ｓｉｎ ｕｈｋ，θ）］ｄｔ ． （４７）

在式（４４ａ）中选取 ｖｈｋ ＝ Ａｈζ， 有

　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñθ，Ñζ）ｄｔ ＝ ∫

Ｊｎ
［（Ñη ｔ，Ñζ） ＋ （Ñζ ｔ，Ñζ） － （Ñρ，Ñζ）］ｄｔ ． （４８）

将式（４８）代入式（４７）中，则有

　 　 ∫
Ｊｎ
［（θ ｔ，θ） ＋ α（θ，θ） ＋ γ（Ñζ ｔ，Ñζ）］ｄｔ ＝
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　 　 　 　 － ∫
Ｊｎ
［（ρ ｔ，θ） ＋ α（ρ，θ） ＋ γ（Ñη，Ñθ） － β（ｓｉｎ ｕ － ｓｉｎ ｕｈｋ，θ）］ｄｔ －

　 　 　 　 γ∫
Ｊｎ
［（Ñη ｔ，Ñζ） ＋ γ（Ñρ，Ñζ）］ｄｔ ． （４９）

由 Ｃａｕｃｈｙ 不等式及 ｓｉｎ ｕ 的性质可知

　 　 ‖θ（ ｔｎ）‖２ － ‖θ（ ｔｎ－１）‖２ ＋ α∫
Ｊｎ
‖θ‖２ｄｔ ＋ γ‖Ñζ（ ｔｎ）‖２ － γ‖Ñζ（ ｔｎ－１）‖２ ≤

　 　 　 　 ｃ∫
Ｊｎ
‖ρ ｔ‖２ｄｔ ＋ α

２ ∫Ｊｎ‖θ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫
Ｊｎ
‖ρ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖η‖２ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖ζ‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 γ∫
Ｊｎ
（Ñη，Ñθ）ｄｔ － γ∫

Ｊｎ
（Ñη ｔ，Ñζ）ｄｔ ＋ γ∫

Ｊｎ
（Ñρ，Ñζ）ｄｔ ． （５０）

在式（５０）中

　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñη，Ñθ）ｄｔ ＝ ∫

Ｊｎ
（Ñｕ － Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋ Ñｕ，Ñθ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñｕ － Ｒｕ

ｈ Ñｕ ＋ Ｒｕ
ｈ Ñｕ － Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋ Ñｕ，Ñθ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ｒｕ

ｈ（Ñｕ － Ｒｕ
ｋ Ñｕ），Ñθ）ｄｔ， （５１）

　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñη ｔ，Ñζ）ｄｔ ＝ ∫

Ｊｎ
（Ñｕｔ － Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋ Ñｕｔ，Ñζ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñｕｔ － Ｒｕ

ｈ Ñｕｔ ＋ Ｒｕ
ｈ Ñｕｔ － Ｒｕ

ｈＲｕ
ｋ Ñｕｔ，Ñζ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ），Ñζ）ｄｔ ≤

　 　 　 　 ｃ∫
Ｊｎ
‖Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ）‖２ｄｔ ＋ ε∫

Ｊｎ
‖Ñζ‖２ｄｔ， （５２）

　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñρ，Ñζ）ｄｔ ＝ ∫

Ｊｎ
（Ñｐ － Ｒｐ

ｈＲｐ
ｋ Ñｐ，Ñζ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ñｐ － Ｒｐ

ｈ Ñｐ ＋ Ｒｐ
ｈ Ñｐ － Ｒｐ

ｈＲｐ
ｋ Ñｐ，Ñζ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ｒｐ

ｈ Ñｐ － Ｒｐ
ｈＲｐ

ｋ Ñｐ，Ñζ）ｄｔ ≤

　 　 　 　 ｃ∫
Ｊｎ
‖Ｒｐ

ｈ（Ñｐ － Ｒｐ
ｋ Ñｐ）‖２ｄｔ ＋ ε∫

Ｊｎ
‖Ñζ‖２ｄｔ ． （５３）

代入可知

　 　 ‖θ（ ｔｎ）‖２ － ‖θ（ ｔｎ－１）‖２ ＋ α∫
Ｊｎ
‖θ‖２ｄｔ ＋ γ‖Ñζ（ ｔｎ）‖２ － γ‖Ñζ（ ｔｎ－１）‖２ ≤

　 　 　 　 ｃ∫
Ｊｎ
‖ρ ｔ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖ρ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖η‖２ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖ζ‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｊｎ
（Ｒｕ

ｈ（Ñｕ － Ｒｕ
ｋ Ñｕ），Ñθ）ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ）‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｃ∫
Ｊｎ
‖Ñζ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫

Ｊｎ
‖Ｒｐ

ｈ（Ñｐ － Ｒｐ
ｋ Ñｐ）‖２ｄｔ ． （５４）

对 ｎ 从 １ 到 Ｎ 求和，可得

　 　 ‖θ（ ｔＮ）‖２ ＋ α∫Ｔ
０
‖θ‖２ｄｔ ＋ γ‖Ñζ（ ｔＮ）‖２ ≤

　 　 　 　 ｃ∫Ｔ
０
‖ρ ｔ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖ρ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖η‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖Ñζ‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｃ∫Ｔ
０
‖Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ）‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖Ｒｐ

ｈ（Ñｐ － Ｒｐ
ｋ Ñｐ）‖２ｄｔ ． （５５）
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由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理可知

　 　 ‖Ñζ（ ｔＮ）‖２ ≤

　 　 　 　 ｃ∫Ｔ
０
‖ρ ｔ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖ρ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖η‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｃ∫
Ｊｎ
‖Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ）‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖Ｒｐ

ｈ（Ñｐ － Ｒｐ
ｋ Ñｐ）‖２ｄｔ ． （５６）

再由式（５５）和（５６），可得

　 　 ∫Ｔ
０
‖θ‖２ｄｔ ≤ ｃ∫Ｔ

０
‖ρ ｔ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖ρ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖η‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｃ∫Ｔ
０
‖Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ）‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖Ｒｐ

ｈ（Ñｐ － Ｒｐ
ｋ Ñｐ）‖２ｄｔ， （５７）

　 　 ∫Ｔ
０
‖Ñζ‖２ｄｔ ≤ ｃ∫Ｔ

０
‖ρ ｔ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖ρ‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖η‖２ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｃ∫Ｔ
０
‖Ｒｕ

ｈ（Ñｕｔ － Ｒｕ
ｋ Ñｕｔ）‖２ｄｔ ＋ ｃ∫Ｔ

０
‖Ｒｐ

ｈ（Ñｐ － Ｒｐ
ｋ Ñｐ）‖２ｄｔ ． （５８）

将式（３３）和（４１）分别与式（５８）和（５７）结合，并利用三角不等式，得到定理结论． □

４　 数 值 算 例

下面验证本文构造的连续时空混合有限元格式的有效性和可行性，以及理论分析结果的合理性．设空间

区间 Ω
－
＝ ［０，１］，时间区间 Ｊ

－
＝ ［０，１］， ｆ（ｘ，ｔ） ＝ （２ ＋ ２ｔ）（ｘ － ｘ２） ２ － ２ｔ２（１ － ２ｘ） ２ ＋ ４ｔ２（ｘ － ｘ２） ＋ ｓｉｎ（ ｔ２（ｘ －

ｘ２） ２），精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ２（ｘ － ｘ２） ２ 的非线性 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的初边值问题：

　 　
ｕｔｔ ＋ ｕｔ － ｕｘｘ ＋ ｓｉｎ ｕ ＝ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 ｘ ∈ ［０，１］， ｔ ∈ （０，１］，
ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ ［０，１］，
ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ ［０，１］ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５９）

本文所构造格式统一时间和空间变量，将一维问题（１）当作时间变量 ｔ和空间变量 ｘ 的二维问题来处理．
将二维区域［０，１］×［０，１］ 剖分成 ｍ × ｎ 个矩形单元．时间和空间方向采用二次多项式作为基函数，数值求解

问题（１）．
表 １ 和表 ２ 中出现的 ‖·‖ａ 为‖·‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（ Ｉ）） ．表 １ 和表 ２ 分别采取线性基函数和一个剖分步长固定，

而另一步长折半减少的方式分析 ‖ｐ － ｐｈｋ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（ Ｉ）） 和 ‖ｕ － ｕｈｋ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（ Ｉ）） 的误差和收敛阶．从表中数

据可以看出，当一个步长折半递减时，两项误差的收敛阶均接近二阶最优收敛．
表 １　 用线性基函数和 ｋ ＝ １ ／ ２００ 时， 关于空间方向的误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｋ ＝ １ ／ ２００

ｈ ‖ｐ － ｐｈｋ‖ａ ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） ‖ｕ － ｕｈｋ‖ａ ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ）

１ ／ ４ ４．７３９ ６Ｅ－３ １．７８１ ９Ｅ－３

１ ／ ８ １．３３０ １Ｅ－３ １．８３３ ３ ４．９８５ ６Ｅ－４ １．８３７ ６

１ ／ １６ ３．４０９ ２Ｅ－４ １．９６４ ０ １．２７８ ７Ｅ－４ １．９６３ １

１ ／ ３２ ８．５７８ ９Ｅ－５ １．９９０ ６ ３．２１７ ３Ｅ－５ １．９９０ ８

表 ２　 用线性基函数和 ｋ ＝ １ ／ ２００ 时， 关于时间方向的误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｋ ＝ １ ／ ２００

ｈ ‖ｐ － ｐｈｋ‖ａ ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） ‖ｕ － ｕｈｋ‖ａ ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ）

１ ／ ４ ８．０７２ ５Ｅ－４ ３．５９０ １Ｅ－４

１ ／ ８ ２．５３７ ４Ｅ－４ １．６６９ ７ ９．１５３ ６Ｅ－５ １．９７１ ６

１ ／ １６ ６．４８４ ０Ｅ－５ １．９６８ ４ ２．２９３ ７Ｅ－５ １．９９６ ７

１ ／ ３２ １．６６４ ３Ｅ－５ １．９６２ ０ ５．７９３ ９Ｅ－６ １．９８５ ０

　 　 图 １—４ 分别给出时空线性基函数和时空二次基函数取步长 ｈ ＝ １ ／ ４０，ｋ ＝ １ ／ ４０ 时的真解 ｕ，ｐ 和数值解

ｕｈｋ，ｐｈｋ 的对比图．实验数据说明本文所提出时空格式能够有效求解 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程，且理论分析结果合理．
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图 １　 线性基函数， ｕ 和 ｕｈｋ 的对比 图 ２　 线性基函数， ｐ 和 ｐｈｋ 的对比

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｕ ａｎｄ ｕｈｋ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐ ａｎｄ ｐｈｋ ｗｉｔｈ
ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ３　 二次基函数， ｕ 和 ｕｈｋ 的对比 （ ｔ ＝ Ｔ） 图 ４　 二次基函数， ｐ 和 ｐｈｋ 的对比 （ ｔ ＝ Ｔ）

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｕ ａｎｄ ｕｈｋ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐ ａｎｄ ｐｈｋ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ ｔ ＝ Ｔ） ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ ｔ ＝ Ｔ）

表 ３ 和表 ４ 中出现的 ‖·‖ｂ 表示为 ｔ ＝ Ｔ 时刻的 ‖·‖Ｌ２（ Ｉ） ．在表 ３、表 ４、图 ５、图 ６ 中， ｕＣＮ 和 ｕＳＴ 分别表

示文献［１２］的 Ｈ１⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 混合格式和本文所提时空格式所得数值解．

图 ５　 线性基函数， ｔ ＝ Ｔ 的收敛阶对比 图 ６　 二次基函数， ｔ ＝ Ｔ 的收敛阶对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ Ｔ Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ Ｔ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
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表 ３　 线性基函数， ｔ ＝ Ｔ 时刻的误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ Ｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｋ（ｋ ＝ １０ｈ） １ ／ ４ １ ／ ８ １ ／ １６ １ ／ ３２
‖ｕ － ｕＣＮ‖ｂ ４．０３５ ９Ｅ－３ １．１２８ ９Ｅ－３ ２．８９２ ０Ｅ－４ ７．２７２ ５Ｅ－５
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） １．８３７ ９ １．９６４ ８ １．９９１ ５
‖ｕ － ｕＳＴ‖ｂ １．７８２ ０Ｅ－３ ４．９８５ ７Ｅ－４ １．２７８ ７Ｅ－４ ３．２１７ ２Ｅ－５
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） １．８３７ ６ １．９６３ １ １．９９０ ８
‖ｐ － ｐＣＮ‖ｂ ８．６６９ ２Ｅ－３ ２．３７５ ９Ｅ－３ ６．０１０ ２Ｅ－４ １．５０５ １Ｅ－４
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） １．８６７ ４ １．９８２ ９ １．９９７ ５
‖ｐ － ｐＳＴ‖ｂ ８．４９７ ０Ｅ－３ ２．３６５ ９Ｅ－３ ６．００１ ４Ｅ－４ １．５０４ ６Ｅ－４
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） １．８２６ ４ １．９６８ ９ １．９９５ ７

表 ４　 二次基函数， ｔ ＝ Ｔ 时刻的误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ Ｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｋ（ｋ ＝ １０ｈ） １ ／ ２ １ ／ ４ １ ／ ８ １ ／ １６
‖ｕ － ｕＣＮ‖ｂ ３．０６８ ６Ｅ－３ ６．６９５ ７Ｅ－４ １．６１７ ０Ｅ－４ ４．００３ １Ｅ－５
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） ２．１９６ ３ ２．０４９ ９ ２．０１４ ２
‖ｕ － ｕＳＴ‖ｂ ７．５２９ １Ｅ－６ ７．０８２ ６Ｅ－７ ８．１７０ ７Ｅ－８ ９．８５２ ２Ｅ－９
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） ３．４１０ １ ３．１１５ ７ ３．０５２ ０
‖ｐ － ｐＣＮ‖ｂ ３．５３８ ７Ｅ－３ ５．５６９ ８Ｅ－４ １．２２１ ２Ｅ－４ １．８８０ ６Ｅ－５
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） ２．６６７ ５ ２．１８９ ３ ２．６９９ ０
‖ｐ － ｐＳＴ‖ｂ ７．５１１ ３Ｅ－５ ８．２４８ ３Ｅ－６ ７．８０１ ６Ｅ－７ ７．８７５ ８Ｅ－８
ｒａｔｅ ｌｏｇ２（ｋ） ３．１８６ ９ ３．４０２ ３ ３．３０８ ２

　 　 由表 ３ 和图 ５ 的数据可知，本文采用的时空线性多项式基函数的方法和文献［１２］中利用的空间线性多

项式基函数方法相比，未知量 ｕ，ｐ 的收敛阶均为二阶，但是本文所提时空格式的误差明显小于文献［１２］方
法的误差．由表 ４ 和图 ６ 的数据可以看出，文献［１２］中利用空间二次多项式基函数的格式收敛阶为二阶，而
本文中利用时空二次多项式基函数的方法对 ｕ，ｐ 的收敛阶达到三阶．本文所提时空格式通过增加时间基函

数多项式次数可提高收敛阶数和计算精度且允许用大时间步长．

５　 总结与展望

本文通过引入辅助函数 ｐ ＝ ｕｔ， 针对 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程初边值问题构造了连续时空混合有限元格式．格式

均在时空有限元的框架下进行研究，因此具有时空高阶精度，并且能够更好地近似多个物理量．本文给出了

ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的连续时空混合有限元格式的稳定性，引入混合投影，并讨论了投影算子的性质，给出了数

值解的误差估计，最后通过数值结果看出格式的有效性和可行性以及理论分析结果的合理性．研究内容和结

论是 ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程时空混合有限元方法理论研究的新进展．在接下来的研究工作中，该研究的思想可推

广应用于更多类型偏微分方程的初边值问题．
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