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摘要：　 考虑裂纹内部介质的热传导率，研究了一维六方准晶非周期平面内含中心开口裂纹的平面热弹性问题．利
用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换技术，得到了热应力、裂纹尖端处的热应力强度因子和应变能密度因子的封闭解．数值结果讨论

了裂纹内部介质的热传导率、外载荷及声子场⁃相位子场耦合系数对热应力强度因子和应变能密度因子的影响．结
果表明，声子场⁃相位子场耦合系数对裂纹扩展影响较大．当声子场载荷较小或热流密度较大时，裂纹不易扩展，热
流密度在裂纹尖端处会出现集中热效应．随着裂纹内部介质热传导率的增大，热流密度逐渐增加而热应力强度因子

逐渐减小．该文所得结果为准晶热力学性质的实际应用提供了理论依据，进而可用于优化准晶元器件的设计和制备．

关　 键　 词：　 一维六方准晶；　 中心开口裂纹；　 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换；　 热应力强度因子；　 应变能密度因子
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０　 引　 　 言

１９８４ 年，研究人员发现准晶体同时具有非晶体学旋转对称性和准周期平移对称性［１］ ．准晶体中声子场

和相位子场共存， 其中声子场相当于传统晶体的弹性场， 相位子场位移可以理解为对基本晶格的另外一种

扰动．相位子相应的元激发，表现出扩散行为［２］ ．由于材料的脆性，准晶对裂纹、孔洞、夹杂等其他缺陷很敏

感［３］ ．这些缺陷的存在显著影响了准晶的物理和力学性能．为此，许多学者对准晶断裂问题进行了大量的研

究．Ｌｉ 等［４］研究了一维六方准晶无限空间中半无限 Ｄｕｇｄａｌｅ 裂纹尖端的塑性变形，估算了裂纹前缘塑性区的

范围，并给出了扩展裂纹外的法向应力和裂纹表面位移．Ｙｕ 和 Ｇｕｏ［５］ 考虑了一维六方准晶带中Ⅲ型共线裂

纹的奇异弹性场问题，通过第一类和第三类完全椭圆积分，导出了声子场和相位子场在裂纹尖端的应力强度

因子．在考虑压电效应的作用下，卢绍楠等［６］基于复变函数方法研究了含界面共线裂纹的一维六方压电准晶

双材料的断裂行为，求出了问题的精确解．
实验发现，传统方法制备的准晶仅在高温下稳定［７⁃８］ ．为了提高材料的使用寿命，关于准晶热力学性能已

广泛展开了实验和理论方面的研究［９⁃１２］ ．基于广义不连续位移法，Ｆａｎ 等［１３］研究了热效应下一维六方准晶非

周期平面裂纹问题．利用广义势理论方法，Ｌｉ 等［１４］ 考虑了在一对均匀热流作用下无限大一维六方准晶中币

形裂纹的反平面断裂问题，得到了温度、位移和应力的解析表达式．Ｚｈａｎｇ 等［１５］ 借助于 Ｈａｎｋｅｌ 积分变换技

术，分析了一维六方准晶涂层在热机械载荷作用下界面裂纹的三维问题，导出了界面位移和温度不连续的基

本解．Ｇｕｏ 等［１６］研究了含有导热椭圆孔的二维十次准晶的热弹性问题，考虑了椭圆孔的导热性，利用复变函

数方法求得了应力的精确解．上述文献均假设缺陷处于闭合状态，其中文献［１３⁃１５］中裂纹是绝热的（热非渗

透），文献［１６］中缺陷是完全热导通的（热渗透） ．
工程实际中，当材料加载外载荷时，裂纹内部并不是完全闭合状态．张开的裂纹内部会充满具有导热性

的介质（比如空气等）．基于此，本文考虑裂纹内部介质热传导率，利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换和叠加原理，研究了

一维六方准晶非周期平面内含有中心开口裂纹的平面热弹性问题，得到了声子场和相位子场应力的解析解．
数值算例分析热传导率、外载荷、热流密度和耦合效应对热应力强度因子和应变能密度因子的影响规律．本
文得到的结论可作为设计和评估准晶高温材料的理论基础．

１　 基本方程及问题描述

一维六方准晶中，若准周期方向取 ｚ 轴，则周期平面为 ｘＯｙ 面．假设缺陷沿 ｙ 轴穿透材料，这时在垂直于

周期方向平面内的弹性问题可视为非周期平面弹性问题．一维六方准晶体非周期平面弹性问题的平衡方程、
变形几何方程、广义 Ｈｏｏｋｅ 定律分别为［１７⁃１８］

　 　 ∂ｊσｉｊ ＝ ０， ∂ｊＨｉｊ ＝ ０， （１ａ）

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（∂ｊｕｉ ＋ ∂ｉｕ ｊ）， ωｉｊ ＝ ∂ｊｗ ｉ， （１ｂ）

　 　

σｘｘ ＝ Ｃ１１εｘｘ ＋ Ｃ１３εｚｚ ＋ Ｒ１ωｚｚ － β１θ，
σｚｚ ＝ Ｃ１３εｘｘ ＋ Ｃ３３εｚｚ ＋ Ｒ２ωｚｚ － β３θ，
σｘｚ ＝ σｚｘ ＝ ２Ｃ４４εｚｘ ＋ Ｒ３ωｚｘ，
Ｈｚｚ ＝ Ｒ１εｘｘ ＋ Ｒ２εｚｚ ＋ Ｋ１ωｚｚ，
Ｈｚｘ ＝ ２Ｒ３εｚｘ ＋ Ｋ２ωｚｘ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１ｃ）
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这里， ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｚ，Ｃ１１，Ｃ１３，Ｃ３３ 和 Ｋ１，Ｋ２ 分别表示声子场和相位子场弹性常数， Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３ 为声子场⁃相位子场耦

合系数， σｉｊ，Ｈｉｊ 分别为声子场和相位子场应力分量， εｉｊ，ωｉｊ 表示声子场和相位子场应变分量， ｕｉ，ｗ ｉ 代表声子

场和相位子场位移分量， β１，β３ 是热模量常数， θ 表示温度变化．
将式（１ｂ）和（１ｃ）代入式（１ａ），可得偏微分方程组：

　 　

Ｃ１１

∂２ｕｘ

∂ｘ２
＋ Ｃ４４

∂２ｕｘ

∂ｚ２
＋ （Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）

∂２ｕｚ

∂ｘ∂ｚ
＋ （Ｒ１ ＋ Ｒ３）

∂２ｗｚ

∂ｘ∂ｚ
－ β１

∂θ
∂ｘ

＝ ０，

Ｃ４４

∂２ｕｚ

∂ｘ２
＋ Ｃ３３

∂２ｕｚ

∂ｚ２
＋ Ｒ３

∂２ｗｚ

∂ｘ２
＋ Ｒ２

∂２ｗｚ

∂ｚ２
＋ （Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｚ
－ β３

∂θ
∂ｚ

＝ ０，

Ｒ３

∂２ｕｚ

∂ｘ２
＋ Ｒ２

∂２ｕｚ

∂ｚ２
＋ Ｋ２

∂２ｗｚ

∂ｘ２
＋ Ｋ１

∂２ｗｚ

∂ｚ２
＋ （Ｒ１ ＋ Ｒ３）

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｚ
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２）

根据 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导理论可知

　 　 ｑｘ ＝ － λｘ
∂θ
∂ｘ

， ｑｚ ＝ － λｚ
∂θ
∂ｚ

， （３）

　 　 λ２ ∂２θ
∂ｘ２

＋ ∂２θ
∂ｚ２

＝ ０， （４）

其中， ｑｘ 和 ｑｚ 代表热流密度， λｘ 和 λｚ 是一维六方准晶的热传导系数， λ ＝ λｘ ／ λｚ ．
为了考虑开口裂纹内部介质热物理特性的影响，选择耦合边值条件［１９⁃２０］：

　 　 ｑｃ ＝ － λｃ
Δθ
Δｕ

＋ εｑ０， （５）

其中， ε为考虑到实际情况的一个调节因子，是 ｑ０ 的无穷小量， λｃ 是裂纹内部介质热传导率， Δｕ是裂纹张开

位移．当 λｃ ＝ ０， 表示裂纹内部是绝热的（热非渗透）；当 λｃ → ∞， 表示裂纹内部是完全热导通的（热渗透）；
λｃ ＝ ０．０２４ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）表示 ０ ℃时裂纹内部充满空气的热传导率．

如图 １ 所示，考虑一维六方准晶体非周期平面内含一条中心开口裂纹，裂纹位于 ｘ 轴上，长度为 ２ｃ ． ｑ０，
σ０ 和 ｈ０ 分别代表无穷远处的热流密度、声子场载荷和相位子场载荷．

图 １　 均匀的热流密度 ｑ０ 和外载荷 σ０，ｈ０ 作用下的中心开口裂纹

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｃｅｎｔｒａｌ ｏｐｅｎｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ｄｅｎｓｉｔｙ ｑ０ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ σ０，ｈ０

假设裂纹内部充满介质，裂纹的边值条件如下：
　 　 ｑ ＋

ｚ （ｘ，０） ＝ ｑ －
ｚ （ｘ，０） ＝ － （ｑ０ － ｑｃ），　 　 ｘ ＜ ｃ， （６ａ）

　 　 σ ＋
ｚｘ（ｘ，０） ＝ σ －

ｚｘ（ｘ，０） ＝ ０， Ｈ ＋
ｚｘ（ｘ，０） ＝ Ｈ －

ｚｘ（ｘ，０） ＝ ０，　 　 ｘ ＜ ｃ， （６ｂ）
　 　 σ ＋

ｚｚ（ｘ，０） ＝ σ －
ｚｚ（ｘ，０） ＝ － σ０， Ｈ ＋

ｚｚ（ｘ，０） ＝ Ｈ －
ｚｚ（ｘ，０） ＝ － ｈ０，　 　 ｘ ＜ ｃ， （６ｃ）

其中，上标“＋”和“－”分别代表 ｚ ＞ ０ 和 ｚ ＜ ０ 平面的物理量．
在裂纹外连续边界条件可表示为

　 　 σ ＋
ｚｘ（ｘ，０） ＝ σ －

ｚｘ（ｘ，０）， σ ＋
ｚｚ（ｘ，０） ＝ σ －

ｚｚ（ｘ，０），　 　 ｘ ＞ ｃ， （７ａ）
　 　 Ｈ ＋

ｚｘ（ｘ，０） ＝ Ｈ －
ｚｘ（ｘ，０）， Ｈ ＋

ｚｚ（ｘ，０） ＝ Ｈ －
ｚｚ（ｘ，０），　 　 ｘ ＞ ｃ， （７ｂ）

　 　 ｕ ＋
ｘ （ｘ，０） ＝ ｕ －

ｘ （ｘ，０）， ｕ ＋
ｚ （ｘ，０） ＝ ｕ －

ｚ （ｘ，０）， ｗ ＋
ｚ （ｘ，０） ＝ ｗ －

ｚ （ｘ，０），　 　 ｘ ＞ ｃ， （７ｃ）
　 　 θ ＋ （ｘ，０） ＝ θ － （ｘ，０）， ｑ ＋

ｚ （ｘ，０） ＝ ｑ －
ｚ （ｘ，０），　 　 ｘ ＞ ｃ ． （７ｄ）
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２　 温度场的全平面解

由于问题的对称性，仅讨论 ｘ ＞ ０ 部分．由式（４），利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换， θ 可表示为

　 　 θ（ｘ，ｚ） ＝ ∫＋∞

０
Ａ ± （ξ）ｅ －ξδ ±λｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （８）

其中 Ａ ± （ξ） 是未知的， δ ±＝ ± １．再由式（３），得

　 　 ｑｘ（ｘ，ｚ） ＝ λｘ ∫＋∞

０
ξＡ ± （ξ）ｅ －ξδ ±λｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ， （９ａ）

　 　 ｑｚ（ｘ，ｚ） ＝ λｚλ ∫＋∞

０
ξδ ± Ａ ± （ξ）ｅ －ξδ ±λｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ． （９ｂ）

由于 ｑｚ（ｘ，ｚ） 在 ｘ 轴上连续，可知

　 　 Ａ ＋（ξ） ＝ － Ａ － （ξ） ．
根据边界条件（６ａ）和（７ｄ），有

　 　 ∫＋∞

０
ξＡ ＋（ξ）ｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＝ －

ｑ０ － ｑｃ

λｚλ
，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ｃ， （１０ａ）

　 　 ∫＋∞

０
Ａ ＋（ξ）ｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ｃ ． （１０ｂ）

式（１０ａ）和（１０ｂ）为对偶积分方程组，其解为［２１］

　 　 Ａ ＋（ξ） ＝ － Ａ － （ξ） ＝ －
ｃＪ１（ｃξ）

ξ
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
， （１１）

这里，Ｊ１（·）是第一类 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．将式（１１）代入式（８）、（９），得到温度场的积分表达式为

　 　 θ ± （ｘ，ｚ） ＝∓
ｃ（ｑ０ － ｑｃ）

λλｚ
∫＋∞

０

Ｊ１（ｃξ）
ξ

ｅ －ξδ ±λｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１２ａ）

　 　 ｑ ±
ｘ （ｘ，ｚ） ＝∓

ｃλｘ（ｑ０ － ｑｃ）
λλｚ

∫＋∞

０
Ｊ１（ｃξ）ｅ

－ξδ ±λｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ， （１２ｂ）

　 　 ｑ ±
ｚ （ｘ，ｚ） ＝ － ｃ（ｑ０ － ｑｃ） ∫＋∞

０
Ｊ１（ｃξ）ｅ

－ξδ ±λｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ． （１２ｃ）

利用 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的积分结果［２２］，可得到温度场全平面的精确解：

　 　 θ ± （ｘ，ｚ） ＝∓
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
［ ｌ２２（λ） － ｘ２ ∓ λｚ］， （１３ａ）

　 　 ｑ ±
ｘ （ｘ，ｚ） ＝∓ λｘ

ｑ０ － ｑｃ

λλｚ

ｌ１（λ） ｃ２ － ｌ２１（λ）
ｌ２２（λ） － ｌ２１（λ）

， （１３ｂ）

　 　 ｑ ±
ｚ （ｘ，ｚ） ＝ － （ｑ０ － ｑｃ） １ －

ｌ２（λ） ｌ２２（λ） － ｃ２

ｌ２２（λ） － ｌ２１（λ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１３ｃ）

其中

　 　 ｌ１，２（λ） ＝ （ｃ ＋ ｘ） ２ ＋ λ２ｚ２ ∓ （ｃ － ｘ） ２ ＋ λ２ｚ２

２
．

３　 热应力的全平面解

为了求解热力荷载作用下的问题，需将 ｕ ±
ｘ （ｘ，ｚ）， ｕ ±

ｚ （ｘ，ｚ） 和 ｗ ±
ｚ （ｘ，ｚ） 分解为

　 　 ｕ ±
ｘ （ｘ，ｚ） ＝ ｕ ±

ｘ１（ｘ，ｚ） ＋ ｕ ±
ｘ２（ｘ，ｚ）， （１４ａ）

　 　 ｕ ±
ｚ （ｘ，ｚ） ＝ ｕ ±

ｚ１（ｘ，ｚ） ＋ ｕ ±
ｚ２（ｘ，ｚ）， （１４ｂ）

　 　 ｗ ±
ｚ （ｘ，ｚ） ＝ ｗ ±

ｚ１（ｘ，ｚ） ＋ ｗ ±
ｚ２（ｘ，ｚ）， （１４ｃ）

其中， ｕ ±
ｘ１（ｘ，ｚ）， ｕ ±

ｚ１（ｘ，ｚ） 和 ｗ ±
ｚ１（ｘ，ｚ） 对应 θ ±（ｘ，ｚ）＝ ０ 时的通解， ｕ ±

ｘ２（ｘ，ｚ）， ｕ ±
ｚ２（ｘ，ｚ） 和 ｗ ±

ｚ２（ｘ，ｚ） 对应考虑热

６０３ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



载荷作用时的特解．
对式（２）进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换，得到

　 　 ｕ ±
ｘ１（ｘ，ｚ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
Ａ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ， （１５ａ）

　 　 ｕ ±
ｚ１（ｘ，ｚ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
ａ ｊＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１５ｂ）

　 　 ｗ ±
ｚ１（ｘ，ｚ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
ｂ ｊＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１５ｃ）

其中， Ａ ±
ｊ （ξ） 为未知的， γ ｊ（ ｊ ＝ １，２，３）（Ｒｅ γ ｊ ＞ ０） 是特征方程 ｅ１γ６

ｊ ＋ ｅ２γ４
ｊ ＋ ｅ３γ２

ｊ ＋ ｅ４ ＝ ０ 的根，这里

　 　 ａ ｊ ＝ ｎ２ ／ ｎ， ｂ ｊ ＝ － ｎ１ ／ ｎ，
　 　 ｎ ＝ ［（Ｃ３３γ２

ｊ － Ｃ４４）（Ｒ１ ＋ Ｒ３） ＋ （Ｒ３ － Ｒ２γ２
ｊ ）（Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）］γ ｊ，

　 　 ｎ１ ＝ Ｃ３３Ｃ４４γ４
ｊ ＋ Ｃ２

１３γ２
ｊ ＋ ２Ｃ１３Ｃ４４γ２

ｊ － Ｃ１１Ｃ３３γ２
ｊ ＋ Ｃ１１Ｃ４４，

　 　 ｎ２ ＝ Ｃ４４Ｒ２γ４
ｊ ＋ Ｃ１３Ｒ１γ２

ｊ ＋ Ｃ４４Ｒ１γ２
ｊ － Ｃ１１Ｒ２γ２

ｊ ＋ Ｃ１３Ｒ３γ２
ｊ ＋ Ｃ１１Ｒ３，

　 　 ｅ１ ＝ Ｃ４４（Ｒ２
２ － Ｃ３３Ｋ１），

　 　 ｅ２ ＝ ２Ｃ１３Ｒ１Ｒ２ ＋ ２Ｃ１３Ｒ２Ｒ３ － Ｃ１１Ｒ２
２ ＋ ２Ｃ４４Ｒ１Ｒ２ － Ｃ２

１３Ｋ１ － ２Ｃ１３Ｃ４４Ｋ１ ＋
　 　 　 　 Ｃ１１Ｃ３３Ｋ１ ＋ Ｃ３３Ｃ４４Ｋ２ － Ｃ３３Ｒ２

１ － Ｃ３３Ｒ２
３ － ２Ｃ３３Ｒ１Ｒ３，

　 　 ｅ３ ＝ ２Ｃ１１Ｒ２Ｒ３ － ２Ｃ１３Ｒ１Ｒ３ － ２Ｃ１３Ｒ２
３ － Ｃ１１Ｃ４４Ｋ１ ＋ Ｃ２

１３Ｋ２ ＋ ２Ｃ１３Ｃ４４Ｋ２ － Ｃ１１Ｃ３３Ｋ２ ＋ Ｃ４４Ｒ２
１，

　 　 ｅ４ ＝ Ｃ１１（Ｃ４４Ｋ２ － Ｒ２
３） ．

类似地，基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换可得到 ｕ ±
ｘ２（ｘ，ｚ）， ｕ ±

ｚ２（ｘ，ｚ） 和 ｗ ±
ｚ２（ｘ，ｚ） 的表达式：

　 　 ｕ ±
ｘ２（ｘ，ｚ） ＝ ∫＋∞

０
Ａ∗ ±（ξ）ｅ －ξλｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ， （１６ａ）

　 　 ｕ ±
ｚ２（ｘ，ｚ） ＝ ∫＋∞

０
Ｂ∗ ±（ξ）ｅ －ξλｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１６ｂ）

　 　 ｗ ±
ｚ２（ｘ，ｚ） ＝ ∫＋∞

０
Ｃ∗ ±（ξ）ｅ －ξλｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１６ｃ）

其中， Ａ∗ ±（ξ），Ｂ∗ ±（ξ） 和 Ｃ∗ ±（ξ） 是未知的．将式（１６）代入式（２），可得

　 　
Ａ∗ ±（ξ）
Ｂ∗ ±（ξ）
Ｃ∗ ±（ξ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
Ｎ１

Ｎ２

Ｎ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ａ ± （ξ）
ξ

， （１７）

其中

　 　
Ｎ１

Ｎ２

Ｎ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
Ｃ１１ － Ｃ４４λ２ － （Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）λ － （Ｒ１ ＋ Ｒ３）λ

（Ｃ１３ ＋ Ｃ４４）λ Ｃ４４ － Ｃ３３λ２ － （Ｒ２λ２ － Ｒ３）

（Ｒ１ ＋ Ｒ３）λ Ｒ３ － Ｒ２λ２ － （Ｋ１λ２ － Ｋ２）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－１ β１

β３λ
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

从而，应力的通解可表示为

　 　 σ ±
ｘｘ（ｘ，ｚ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
（Ｃ１１ － Ｃ１３γ ｊａ ｊ － Ｒ１γ ｊｂ ｊ）ξＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＋

　 　 　 　 （Ｃ１１Ｎ１ － Ｃ１３λＮ２ － Ｒ１λＮ３ － β１） ∫＋∞

０
Ａ ± （ξ）ｅ －ξλｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１８ａ）

　 　 σ ±
ｚｚ（ｘ，ｚ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ）ξＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＋

　 　 　 　 （Ｃ１３Ｎ１ － Ｃ３３λＮ２ － Ｒ２λＮ３ － β３） ∫＋∞

０
Ａ ±（ξ）ｅ －ξλｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１８ｂ）

　 　 σ ±
ｚｘ（ｘ，ｚ） ＝ － ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）ξＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ －
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　 　 　 　 （Ｃ４４Ｎ２ ＋ Ｃ４４λＮ１ ＋ Ｒ３Ｎ３） ∫＋∞

０
Ａ ±（ξ）ｅ －ξλｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ， （１８ｃ）

　 　 Ｈ ±
ｚｚ（ｘ，ｚ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ）ξＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＋

　 　 　 　 （Ｒ１Ｎ１ － Ｒ２λＮ２ － Ｋ１λＮ３） ∫＋∞

０
Ａ ±（ξ）ｅ －ξλｚｃｏｓ（ξｘ）ｄξ， （１８ｄ）

　 　 Ｈ ±
ｚｘ（ｘ，ｚ） ＝ － ∑

３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ）ξＡ ±

ｊ （ξ）ｅ
－ξγ ｊｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ －

　 　 　 　 （Ｒ３Ｎ２ ＋ Ｒ３λＮ１ ＋ Ｋ２Ｎ３） ∫＋∞

０
Ａ ±（ξ）ｅ －ξλｚｓｉｎ（ξｘ）ｄξ ． （１８ｅ）

为得到式（１８）的封闭解，可将问题等效为两个问题的叠加： 第一个问题仅研究力作用，第二个问题仅讨

论热载荷．首先，仅考虑力作用时的自由边界条件为

　 　 ｕ ＋
ｚ （ｘ，０） ＝ ｕ －

ｚ （ｘ，０） ＝ ０， ｗ ＋
ｚ （ｘ，０） ＝ ｗ －

ｚ （ｘ，０） ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ｃ， （１９ａ）
　 　 σ ＋

ｚｘ（ｘ，０） ＝ σ －
ｚｘ（ｘ，０） ＝ ０， Ｈ ＋

ｚｘ（ｘ，０） ＝ Ｈ －
ｚｘ（ｘ，０） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ＋ ∞ ． （１９ｂ）

结合式（１８ｃ）、（１８ｅ）和（１９ｂ），可以得到

　 　 Ａ ＋
ｊ （ξ） ＝ Ａ －

ｊ （ξ）， （２０ａ）
　 　 Ａ ＋

ｊ （ξ） ＝ η ｊＡ
＋
１（ξ）， （２０ｂ）

其中

　 　 η１ ＝ １， η２ ＝ －
（ａ１ｂ３ ＋ γ１ｂ３） － （ａ３ｂ１ ＋ γ３ｂ１）
（ａ２ｂ３ ＋ γ２ｂ３） － （ａ３ｂ２ ＋ γ３ｂ２）

， η３ ＝
（ａ１ｂ２ ＋ γ１ｂ２） － （ａ２ｂ１ ＋ γ２ｂ１）
（ａ２ｂ３ ＋ γ２ｂ３） － （ａ３ｂ２ ＋ γ３ｂ２）

．

由式（６ｃ）和（１９ａ），可得

　 　 ∫＋∞

０
ξＡ ＋

１（ξ）ｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＝
σ０

κ１

＝
ｈ０

κ′１
，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ｃ， （２１ａ）

　 　 ∫＋∞

０
ξＡ ＋

１（ξ）ｃｏｓ（ξｘ）ｄξ ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ｃ， （２１ｂ）

其中

　 　 κ１ ＝ － （Ｃ１３ － Ｃ３３γ１ａ１ － Ｒ２γ１ｂ１）η１ － （Ｃ１３ － Ｃ３３γ２ａ２ － Ｒ２γ２ｂ２）η２ － （Ｃ１３ － Ｃ３３γ３ａ３ － Ｒ２γ３ｂ３）η３，
　 　 κ′１ ＝ － （Ｒ１ － Ｒ２γ１ａ１ － Ｋ１γ１ｂ１）η１ － （Ｒ１ － Ｒ２γ２ａ２ － Ｋ１γ２ｂ２）η２ － （Ｒ１ － Ｒ２γ３ａ３ － Ｋ１γ３ｂ３）η３ ．
式（２１ａ）和（２１ｂ）是对偶积分方程，其解为［２１］

　 　 Ａ ＋
１（ξ） ＝ Ａ －

１（ξ） ＝
ｃＪ１（ｃξ）

ξ
σ０

κ１

＝
ｃＪ１（ｃξ）

ξ
ｈ０

κ′１
． （２２）

仅考虑热载荷 ｑ０ 时，边界条件可表示为

　 　 σ ＋
ｚｚ（ｘ，０） ＝ σ －

ｚｚ（ｘ，０） ＝ ０， Ｈ ＋
ｚｚ（ｘ，０） ＝ Ｈ －

ｚｚ（ｘ，０） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ＋ ∞， （２３ａ）
　 　 ｕ ＋

ｘ （ｘ，０） ＝ ｕ －
ｘ （ｘ，０） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ＋ ∞ ． （２３ｂ）

由式（１８ｂ）、（１８ｄ）和（２３ａ），可得

　 　

Ａ ＋
ｊ （ξ） ＝ － Ａ －

ｊ （ξ），

∑
３

ｊ ＝ １
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ）Ａ

＋
ｊ （ξ） ＝ （Ｃ３３λＮ２ ＋ Ｒ２λＮ３ ＋ β３ － Ｃ１３Ｎ１）

Ａ ＋（ξ）
ξ

，

∑
３

ｊ ＝ １
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ）Ａ

＋
ｊ （ξ） ＝ （Ｒ２λＮ２ ＋ Ｋ１λＮ３ － Ｒ１Ｎ１）

Ａ ＋（ξ）
ξ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２４）

由式（６ｂ）和（２３ｂ），可得

　 　 ∑
３

ｊ ＝ １
∫＋∞

０
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）ξＡ ±

ｊ （ξ）ｓｉｎ（ξｘ）ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫＋∞

０
（Ｃ４４Ｎ２ ＋ Ｃ４４λＮ１ ＋ Ｒ３Ｎ３）Ａ ± （ξ）ｓｉｎ（ξｘ）ｄξ ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ｃ， （２５ａ）
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　 　 ∫＋∞

０
∑

３

ｊ ＝ １
Ａ ＋

ｊ （ξ） ＋ Ｎ１
Ａ ＋（ξ）

ξ
é

ë
êê

ù

û
úú ｓｉｎ（ξｘ）ｄξ ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ｃ ． （２５ｂ）

为了求解上述对偶积分方程，引入函数

　 　 φ（ｘ） ＝ ∂
∂ｘ

ｕｘ（ｘ，０），

即

　 　 ∑
３

ｊ ＝ １
ξＡ ＋

ｊ （ξ） ＋ Ｎ１Ａ
＋（ξ） ＝ ２

π ∫
ａ

０
φ（ ｓ）ｃｏｓ（ξｓ）ｄｓ ． （２６）

由式（２５ａ）和（２６），可得

　 　 Ａ ＋
１（ξ）ξ ＝

Ｍ２（γ３ｂ３ － γ２ｂ２） ＋ Ｍ３（γ２ａ２ － γ３ａ３）
Ｍ１

Ａ ＋（ξ） －
Ｍ４

Ｍ１

２
π ∫

ｃ

０
φ（ ｓ）ｃｏｓ（ξｓ）ｄｓ， （２７ａ）

　 　 Ａ ＋
２（ξ）ξ ＝ －

Ｍ２（γ３ｂ３ － γ１ｂ１） ＋ Ｍ３（γ１ａ１ － γ３ａ３）
Ｍ１

Ａ ＋（ξ） ＋
Ｍ５

Ｍ１

２
π ∫

ｃ

０
φ（ ｓ）ｃｏｓ（ξｓ）ｄｓ， （２７ｂ）

　 　 Ａ ＋
３（ξ）ξ ＝ －

Ｍ２（γ１ｂ１ － γ２ｂ２） ＋ Ｍ３（γ２ａ２ － γ１ａ１）
Ｍ１

Ａ ＋（ξ） ＋
Ｍ６

Ｍ１

２
π ∫

ｃ

０
φ（ ｓ）ｃｏｓ（ξｓ）ｄｓ， （２７ｃ）

其中

　 　 Ｍ１ ＝ （Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２
２）［γ１γ２（ａ１ｂ２ － ａ２ｂ１） ＋ γ１γ３（ａ３ｂ１ － ａ１ｂ３） ＋ γ２γ３（ａ２ｂ３ － ａ３ｂ２）］，

　 　 Ｍ２ ＝ （Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２
２）λＮ２ ＋ Ｋ１β３ － Ｃ１３Ｋ１Ｎ１ ＋ Ｒ１Ｒ２Ｎ１，

　 　 Ｍ３ ＝ （Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２
２）λＮ３ － Ｒ２β３ ＋ Ｃ１３Ｒ２Ｎ１ － Ｃ３３Ｒ１Ｎ１，

　 　 Ｍ４ ＝ （Ｃ３３Ｒ１ － Ｃ１３Ｒ２）（γ２ａ２ － γ３ａ３） ＋ （Ｃ１３Ｋ１ － Ｒ１Ｒ２）（γ３ｂ３ － γ２ｂ２） ＋
　 　 　 　 （Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２

２）γ２γ３（ａ３ｂ２ － ａ２ｂ３），
　 　 Ｍ５ ＝ （Ｃ３３Ｒ１ － Ｃ１３Ｒ２）（γ１ａ１ － γ３ａ３） ＋ （Ｃ１３Ｋ１ － Ｒ１Ｒ２）（γ３ｂ３ － γ１ｂ１） ＋
　 　 　 　 （Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２

２）γ１γ３（ａ３ｂ１ － ａ１ｂ３），
　 　 Ｍ６ ＝ （Ｃ３３Ｒ１ － Ｃ１３Ｒ２）（γ２ａ２ － γ１ａ１） ＋ （Ｃ１３Ｋ１ － Ｒ１Ｒ２）（γ１ｂ１ － γ２ｂ２） ＋
　 　 　 　 （Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２

２）γ１γ２（ａ１ｂ２ － ａ２ｂ１） ．
将式（２７）代入式（２６），可得

　 　 １
π ∫

ｃ

－ｃ

φ（ ｓ）
ｘ － ｓ

ｄｓ ＝ κ２ ∫＋∞

０
Ａ ＋（ξ）ｓｉｎ（ξｘ）ｄξ， （２８）

其中

　 　 κ２ ＝
κ２１

κ２２
，

　 　 κ２１ ＝ （Ｃ４４ａ２ ＋ Ｃ４４γ２ ＋ Ｒ３ｂ２）［Ｍ２（γ３ｂ３ － γ１ｂ１） ＋ Ｍ３（γ１ａ１ － γ３ａ３）］ ＋
　 　 　 　 （Ｃ４４ａ３ ＋ Ｃ４４γ３ ＋ Ｒ３ｂ３）［Ｍ２（γ１ｂ１ － γ２ｂ２） ＋ Ｍ３（γ２ａ２ － γ１ａ１）］ －
　 　 　 　 （Ｃ４４Ｎ２ ＋ Ｃ４４λＮ１ ＋ Ｒ３Ｎ３）Ｍ１ －
　 　 　 　 （Ｃ４４ａ１ ＋ Ｃ４４γ１ ＋ Ｒ３ｂ１）［Ｍ２（γ３ｂ３ － γ２ｂ２） ＋ Ｍ３（γ２ａ２ － γ３ａ３）］，
　 　 κ２２ ＝ Ｍ５（Ｃ４４ａ２ ＋ Ｃ４４γ２ ＋ Ｒ３ｂ２） ＋ Ｍ６（Ｃ４４ａ３ ＋ Ｃ４４γ３ ＋ Ｒ３ｂ３） － Ｍ４（Ｃ４４ａ１ ＋ Ｃ４４γ１ ＋ Ｒ３ｂ１） ．
由式（１１），式（２８）可改写为

　 　 １
π ∫

ａ

－ａ

φ（ ｓ）
ｘ１ － ｓ

ｄｓ ＝ －
ｑ０ － ｑｃ

λλ３
κ２ｘ１， （２９）

其中

　 　 ∫＋∞

０

Ｊ１（ｃξ）
ξ

ｓｉｎ（ξｘ）ｄξ ＝ ｘ
ｃ
，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ｃ ．

式（２９）是一个带 Ｃａｕｃｈｙ 核的第一类奇异积分方程，其解为
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　 　 φ（ｘ） ＝
（ｑ０ － ｑｃ）κ２

２λλｚ （ｃ２ － ｘ２）
（２ｘ２ － ｃ２） ． （３０）

代入式（２６），有

　 　 ２
π ∫

ｃ

０
φ（ ｓ）ｃｏｓ（ξｓ）ｄｓ ＝

（ｑ０ － ｑｃ）κ２

λλｚ

ｃ２

２
Ｊ０（ｃξ） －

ｃＪ１（ｃξ）
ξ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

综上，可得热力荷载作用下应力场的全平面精确解：

　 　 σ ±
ｘｘ（ｘ，ｚ） ＝

σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１１ － Ｃ１３γ ｊａ ｊ － Ｒ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ １ －

ｌ２（γ ｊ） ｌ２２（γ ｊ） － ｃ２

ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∓

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１１ － Ｃ１３γ ｊａ ｊ － Ｒ１γ ｊｂ ｊ） ｊ［ ｌ２２（γ ｊ） － ｘ２ ∓ γ ｊｚ］ ∓

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１１ － Ｃ１３γ ｊａ ｊ － Ｒ１γ ｊｂ ｊ）χ ｊ

ｌ２２（γ ｊ） － ｘ２

ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）
∓

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｃ１１Ｎ１ － Ｃ１３λＮ２ － Ｒ１λＮ３ － β１）［ ｌ２２（λ） － ｘ２ ∓ λｚ］， （３１ａ）

　 　 σ ±
ｚｚ（ｘ，ｚ） ＝

σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ）η ｊ １ －

ｌ２（γ ｊ） ｌ２２（γ ｊ） － ｃ２

ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∓

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ） ｊ ｌ２２（γ ｊ） － ｘ２ ∓ γ ｊｚ[ ] ∓

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ）χ ｊ

ｌ２２（γ ｊ） － ｘ２

ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）
∓

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｃ１３Ｎ１ － Ｃ３３λＮ２ － Ｒ２λＮ３ － β３）［ ｌ２２（λ） － ｘ２ ∓ λｚ］， （３１ｂ）

　 　 Ｈ ±
ｚｚ（ｘ，ｚ） ＝

ｈ０

κ′１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ １ －

ｌ２（γ ｊ） ｌ２２（γ ｊ） － ｃ２

ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∓

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ） ｊ［ ｌ２２（γ ｊ） － ｘ２ ∓ γ ｊｚ］ ∓

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ）χ ｊ

ｌ２２（γ ｊ） － ｘ２

ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）
∓

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｒ１Ｎ１ － Ｒ２λＮ２ － Ｋ１λＮ３）［ ｌ２２（λ） － ｘ２ ∓ λｚ］， （３１ｃ）

　 　 σ ±
ｚｘ（ｘ，ｚ） ＝

ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ） ｊ［ｘ － ｘ２ － ｌ２１（γ ｊ） ］ ＋

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｃ４４Ｎ２ ＋ Ｃ４４λＮ１ ＋ Ｒ３Ｎ３）［ｘ － ｘ２ － ｌ２１（λ） ］ ＋

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）χ ｊ

ｘ２ － ｌ２１（γ ｊ）
ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

∓

　 　 　 　
σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）η ｊ

ｌ１（γ ｊ） ｃ２ － ｌ２１（γ ｊ）
ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３１ｄ）

　 　 Ｈ ±
ｚｘ（ｘ，ｚ） ＝

ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ） ｊ［ｘ － ｘ２ － ｌ２１（γ ｊ） ］ ＋
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ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｒ３Ｎ２ ＋ Ｒ３λＮ１ ＋ Ｋ２Ｎ３）［ｘ － ｘ２ － ｌ２１（λ） ］ ＋

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ）χ ｊ

ｘ２ － ｌ２１（γ ｊ）
ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

∓

　 　 　 　
ｈ０

κ′１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ）η ｊ

ｌ１（γ ｊ） ｃ２ － ｌ２１（γ ｊ）
ｌ２２（γ ｊ） － ｌ２１（γ ｊ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３１ｅ）

其中

　 　 ｌ１，２（λ） ＝ （ｃ ＋ ｘ） ２ ＋ λ２ｚ２ ∓ （ｃ － ｘ） ２ ＋ λ２ｚ２

２
，

　 　 ｌ１，２（γ ｊ） ＝
（ｃ ＋ ｘ） ２ ＋ γ２

ｊ ｚ２ ∓ （ｃ － ｘ） ２ ＋ γ２
ｊ ｚ２

２
，

　 　 １ ＝
Ｍ２（γ３ｂ３ － γ２ｂ２） ＋ Ｍ３（γ２ａ２ － γ３ａ３） － κ２Ｍ４

Ｍ１
，

　 　 ２ ＝ －
Ｍ２（γ３ｂ３ － γ１ｂ１） ＋ Ｍ３（γ１ａ１ － γ３ａ３） － κ２Ｍ５

Ｍ１
，

　 　 ３ ＝ －
Ｍ２（γ１ｂ１ － γ２ｂ２） ＋ Ｍ３（γ２ａ２ － γ１ａ１） － κ２Ｍ６

Ｍ１
，

　 　 χ
１ ＝

Ｍ４

Ｍ１
， χ

２ ＝ －
Ｍ５

Ｍ１
， χ

３ ＝ －
Ｍ６

Ｍ１
．

对于 ｚ ＝ ０，ｘ ＞ ｃ， 有

　 　 σ ±
ｘｘ（ｘ，０） ＝

σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１１ － Ｃ１３γ ｊａ ｊ － Ｒ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ １ － ｘ ｘ２ － ｃ２

ｘ２ － ｃ２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３２ａ）

　 　 σ ±
ｚｚ（ｘ，０） ＝

σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ）η ｊ １ － ｘ ｘ２ － ｃ２

ｘ２ － ｃ２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３２ｂ）

　 　 Ｈ ±
ｚｚ（ｘ，０） ＝

ｈ０

κ′１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ １ － ｘ ｘ２ － ｃ２

ｘ２ － ｃ２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３２ｃ）

　 　 σ ±
ｚｘ（ｘ，０） ＝

ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ） ｊ（ｘ － ｘ２ － ｃ２ ） ＋

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｃ４４Ｎ２ ＋ Ｃ４４λＮ１ ＋ Ｒ３Ｎ３）（ｘ － ｘ２ － ｃ２ ） ＋

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）χ ｊ

ｘ２ － ｃ２

ｘ２ － ｃ２
， （３２ｄ）

　 　 Ｈ ±
ｚｘ（ｘ，０） ＝

ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ） ｊ（ｘ － ｘ２ － ｃ２ ） ＋

　 　 　 　
ｑ０ － ｑｃ

λλｚ
（Ｒ３Ｎ２ ＋ Ｒ３λＮ１ ＋ Ｋ２Ｎ３）（ｘ － ｘ２ － ｃ２ ） ＋

　 　 　 　
（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ２

２λλｚ
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ）χ ｊ

ｘ２ － ｃ２

ｘ２ － ｃ２
， （３２ｅ）

这里

　 　 ｑｃ ＝
ｑｃ１

ｑｃ２

＋ εｑ０， ｑｃ１ ＝ λｃｑ０κ１［（ａ２ｂ３ ＋ γ２ｂ３） － （ａ３ｂ２ ＋ γ３ｂ２）］，
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　 　 ｑｃ２ ＝ λλｚσ０［γ１（ａ３ｂ２ － ａ２ｂ３） ＋ γ２（ａ１ｂ３ － ａ３ｂ１） ＋ γ３（ａ２ｂ１ － ａ１ｂ２）］ ＋
　 　 　 　 λｃκ１［（ａ２ｂ３ ＋ γ２ｂ３） － （ａ３ｂ２ ＋ γ３ｂ２）］ ．

４　 热应力强度因子

定义裂纹尖端热应力强度因子为［２３］

　 　 Ｋσ ＝ Ｋσ
Ⅰ ＋ ｉＫσ

Ⅱ ＝ ｌｉｍ
ｘ→ｃ ＋

２π（ｘ － ｃ） ［σ ±
ｚｚ（ｘ，０） ＋ ｉσ ±

ｚｘ（ｘ，０）］， （３３ａ）

　 　 ＫＨ ＝ ＫＨ
Ⅰ ＋ ｉＫＨ

Ⅱ ＝ ｌｉｍ
ｘ→ｃ ＋

２π（ｘ － ｃ） ［Ｈ ±
ｚｚ（ｘ，０） ＋ ｉＨ ±

ｚｘ（ｘ，０）］， （３３ｂ）

其中， Ｋσ
Ⅰ 和 Ｋσ

Ⅱ 分别表示声子场的Ⅰ型和Ⅱ型热应力强度因子， ＫＨ
Ⅰ 和 ＫＨ

Ⅱ 分别表示相位子场的Ⅰ型和Ⅱ型

热应力强度因子．
将式（３２）代入式（３３），可得

　 　 Ｋσ ＝
σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｃ１３ ＋ Ｒ２γ ｊｂ ｊ）η ｊ ＋ ｉ

（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ
２λλｚ

∑
３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）χ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú πｃ， （３４ａ）

　 　 ＫＨ ＝
ｈ０

κ′１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｒ１ ＋ Ｋ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ ＋ ｉ

（ｑ０ － ｑｃ）κ２ｃ
２λλｚ

∑
３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ）χ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú πｃ ． （３４ｂ）

令裂纹尖端应变能密度因子 Ｓ 为［２４］

　 　 Ｓ ＝ ｒ ｄＷ
ｄＶ

＝ １
４π

ｇ２１

ｇ２２

＋
（Ｋσ） ２Ｋ２ － ２ＫσＫＨＲ３ ＋ （ＫＨ） ２Ｃ４４

Ｃ４４Ｋ２ － Ｒ２
３

{ } ， （３５）

其中， ｒ 表示距离裂纹尖端的位移， ｄＷ ／ ｄＶ 表示一维六方准晶材料单位体积的应变能，

　 　 κ ＝ １
κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１１ － Ｃ１３γ ｊａ ｊ － Ｒ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ，

　 　 ｇ２１ ＝ κ２（Ｋσ
Ⅰ） ２（Ｒ２

２ － Ｃ３３Ｋ１） ＋ （Ｋσ
Ⅰ） ２（Ｒ２

１ － Ｃ１１Ｋ１） ＋ （ＫＨ
Ⅰ） ２（Ｃ２

１３ － Ｃ１１Ｃ３３） ＋
　 　 　 　 ２κ（Ｋσ

Ⅰ） ２（Ｃ１３Ｋ１ － Ｒ１Ｒ２） ＋ ２Ｋσ
ⅠＫＨ

Ⅰ（Ｃ１１Ｒ２ － Ｃ１３Ｒ１） ＋ ２κＫσ
ⅠＫＨ

Ⅰ（Ｃ３３Ｒ１ － Ｃ１３Ｒ２），
　 　 ｇ２２ ＝ ［（Ｃ１３Ｋ１ － Ｒ１Ｒ２） ２ － （Ｃ１１Ｋ１ － Ｒ２

１）（Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２
２）］ ／ Ｋ１ ．

当 λｃ ＝ ０ 时，式（３４）和（３５）退化为

　 　 Ｋｍ
σ ＝ －

σ０

κ１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｃ１３ － Ｃ３３γ ｊａ ｊ － Ｒ２γ ｊｂ ｊ）η ｊ ＋ ｉ

ｑ０κ２ｃ
２λλｚ

∑
３

ｊ ＝ １
（Ｃ４４ａ ｊ ＋ Ｃ４４γ ｊ ＋ Ｒ３ｂ ｊ）χ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú πｃ， （３６ａ）

　 　 Ｋｍ
Ｈ ＝ －

ｈ０

κ′１
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｒ１ － Ｒ２γ ｊａ ｊ － Ｋ１γ ｊｂ ｊ）η ｊ ＋ ｉ

ｑ０κ２ｃ
２λλｚ

∑
３

ｊ ＝ １
（Ｒ３ａ ｊ ＋ Ｒ３γ ｊ ＋ Ｋ２ｂ ｊ）χ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú πｃ， （３６ｂ）

　 　 Ｓｍ ＝ ｒ ｄＷ
ｄＶ

＝ １
４π

ｇ２１

ｇ２２

＋
（Ｋｍ

σ） ２Ｋ２ － ２Ｋｍ
σＫｍ

ＨＲ３ ＋ （Ｋｍ
Ｈ） ２Ｃ４４

Ｃ４４Ｋ２ － Ｒ２
３

{ } ． （３７）

５　 数 值 结 果

表 １ 给出了一维六方准晶体的弹性常数．由式（２１ａ）可知， ｈ０ 与 σ０ 线性相关，因此只需讨论 σ０ 和 ｑ０ 对

Ｋσ ／ Ｋｍ
σ，ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 和 Ｓ ／ Ｓｍ 的影响．
表 １　 一维六方压电准晶体弹性常数［１５］

Ｔａｂｌｅ １　 １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ［１５］

Ｃ１１ ／ ＧＰａ Ｃ１２ ／ ＧＰａ Ｃ１３ ／ ＧＰａ Ｃ３３ ／ ＧＰａ Ｃ４４ ／ ＧＰａ Ｋ１ ／ ＧＰａ Ｋ２ ／ ＧＰａ

１５０ ５５ ４５ ９０ ５０ ０．０８４ ０．０３６
Ｒ１ ／ ＧＰａ Ｒ２ ／ ＧＰａ Ｒ３ ／ ＧＰａ β１ ／ （ＭＰａ ／ Ｋ） β３ ／ （ＭＰａ ／ Ｋ） λｘ ／ （Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）） λｚ ／ （Ｗ ／ （ｍ·Ｋ））

－１．６８ １．２ １．２ １．７９８ １．３８３ １２．４ １２．４

　 　 此外，取 ε ＝ ０．０２［２０］，λｃ ＝ ０．０２４ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）， ｑ０ ＝ ２０ Ｗ ／ ｍ２， σ０ ＝ ８０ ＭＰａ， ｃ ＝ ０．１ ｍｍ ．
图 ２ 给出了 Ｋ１，Ｋ２，Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３ 趋于 ０ 时， ｑｃ ／ ｑ０，Ｋσ ／ Ｋｍ

σ 随 λｃ ／ λｚ 和 σ０ 的变化趋势，从图中可以看出本文

的退化结果与文献［２５］中的结论一致．
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图 ３ 描述了 ｑｃ ／ ｑ０，Ｋσ ／ Ｋｍ
σ，ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 随 λｃ ／ λｚ 的变化趋势．由于声子场⁃相位子场多场耦合效应的影响，
ｑｃ ／ ｑ０，Ｋσ ／ Ｋｍ

σ，ＫＨ ／ Ｋｍ
Ｈ 在 ０ ≤ λｃ ／ λｚ ≤ ０．２ 时变化比较显著．当忽略多场耦合效应时，随着 λｃ ／ λｚ 的增加，

Ｋσ ／ Ｋｍ
σ，ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 逐渐减小．
图 ４ 给出了 ｑｃ ／ ｑ０，Ｋσ ／ Ｋｍ

σ，ＫＨ ／ Ｋｍ
Ｈ 随 σ０ 的变化趋势，由图中可以看出随着 σ０ 的增大， Ｋσ ／ Ｋｍ

σ，ＫＨ ／ Ｋｍ
Ｈ 逐

渐减小而 ｑｃ ／ ｑ０ 逐渐增大．
图 ５、６ 给出了 Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３ 变化时， Ｋσ ／ Ｋｍ

σ，ＫＨ ／ Ｋｍ
Ｈ 随 ｑ０ 的变化趋势．

图 ２　 ｑｃ ／ ｑ０， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ 随 λｃ ／ λｚ 和 σ０ 的变化趋势

Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｑｃ ／ ｑ０， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ ｗｉｔｈ λｃ ／ λｚ ａｎｄ σ０

图 ３　 ｑｃ ／ ｑ０， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ 和 ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 随 λｃ ／ λｚ 的变化趋势 图 ４　 ｑｃ ／ ｑ０， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ 和 ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 随 σ０ 的变化趋势

Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｑｃ ／ ｑ０， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ ａｎｄ ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ ｗｉｔｈ λｃ ／ λｚ Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｑｃ ／ ｑ０， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ ａｎｄ ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ ｗｉｔｈ σ０
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图 ５　 Ｋσ ／ Ｋｍ
σ 随 ｑ０ 变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｋσ ／ Ｋｍ
σ ｗｉｔｈ ｑ０

图 ６　 ＫＨ ／ Ｋｍ
Ｈ 随 ｑ０ 变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ＫＨ ／ Ｋｍ
Ｈ ｗｉｔｈ ｑ０

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

由图 ５、６ 可以看出：随着 ｑ０ 的增大， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ 减小且变化趋势较小而 ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 逐渐增大．当 Ｒ１，Ｒ３ 增大时，

Ｋσ ／ Ｋｍ
σ，ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 逐渐减小；当 Ｒ２ 增大时， Ｋσ ／ Ｋｍ
σ，ＫＨ ／ Ｋｍ

Ｈ 逐渐增大，说明 Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３ 对裂纹的断裂影响较大．
图 ７ 给出了 σ０ 变化时， Ｓ ／ Ｓｍ 随 ｑ０ 的变化趋势．可以看出：随着 σ０ 的增大 Ｓ ／ Ｓｍ 逐渐减小，当 ｑ０ 增大时，

Ｓ ／ Ｓｍ 缓慢增加．由文献［２６］可知， Ｓ ／ Ｓｍ 越大材料的性能越好，可承受较大的外力．因此 σ０ 越小准晶材料越不

容易断裂，而 ｑ０ 较大时准晶材料不容易断裂，这也验证了准晶的耐高温性．

４１３ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



图 ７　 ｑ０ 不同时， Ｓ ／ Ｓｍ 随 σ０ 变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｓ ／ Ｓｍ ｗｉｔｈ σ０ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｑ０ ｖａｌｕｅｓ

图 ８ 和图 ９ 给出了 ｑｚ ／ ｑ０ 的变化趋势．从图中可以看出： ｑｚ ／ ｑ０ 在裂纹尖端变化较为剧烈，在第一象限内

随着 ｘ 的增加， ｑｚ ／ ｑ０ 先增大后减小；随着 ｚ 的增大， ｑｚ ／ ｑ０ 的变化趋势逐渐平缓．

图 ８　 ｚ 不同时， ｑｚ ／ ｑ０ 随 ｘ 变化 图 ９　 ｑｚ ／ ｑ０ 在 ｘＯｚ 面上的变化趋势

Ｆｉｇ． ８　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｑｚ ／ ｑ０ ｗｉｔｈ ｘ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｚ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． ９　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｑｚ ／ ｑ０ ｏｎ ｐｌａｎｅ ｘＯｚ

６　 结　 　 论

考虑裂纹内部介质具有热传导性，本文研究了一维六方准晶非周期平面内含中心开口裂纹的平面热弹

性问题．利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换技术，求得全平面热应力、热应力强度因子及应变能密度因子在裂纹尖端的封

闭解．研究表明：
１） 随着裂纹内部介质热传导率增大，热流密度逐渐增大，热应力强度因子逐渐减小．
２） 声子场⁃相位子场多场耦合效应对裂纹扩展的影响较显著，当声子场载荷较小或施加的热流密度较

大时裂纹不易扩展．
３） 热流密度增加时相位子场热应力强度因子增大．在裂纹区域，随着 ｚ 的增大，热流密度逐渐增大； 在

第一象限内随着 ｘ 的增加，热流密度先增大后减小．
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［３］　 ＺＨＡＮＧ Ｚ， ＵＲＢＡＮ Ｋ． Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｌｅｃｔｒｏｎ ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｆａｕｌｔｓ ｉｎ ａ

ｄｅｃａｇｏｎａｌ Ａｌ⁃Ｃｕ⁃Ｃｏ ａｌｌｏｙ［Ｊ］ ． Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ Ｌｅｔｔｅｒｓ， １９８９， ６０（３）： ９７⁃１０２．

［４］　 ＬＩ Ｐ Ｄ， ＬＩ Ｘ Ｙ， ＫＡＮＧ Ｇ Ｚ． Ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｏｆ ａ ｈａｌｆ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ Ｄｕｇｄａｌｅ ｃｒａｃｋ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｓｐａｃｅ

ｏｆ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ７０： ７２⁃７８．

［５］　 ＹＵ Ｊ， ＧＵＯ Ｊ Ｈ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅ⁃Ⅲ ｃｒａｃｋｓ

ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒｉｐ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｒｙｓｔａｌｓ， ２０２３， １３（４）： ６６１．

［６］　 卢绍楠， 赵雪芬， 马园园． 一维六方压电准晶双材料界面共线裂纹问题［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４（７）：

８０９⁃８２４． （ＬＵ Ｓｈａｏｎａｎ， ＺＨＡＯ Ｘｕｅｆｅｎ， ＭＡ Ｙｕａｎｙｕａｎ． Ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｎｅ ｄｉ⁃

ｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ４４

（７）： ８０９⁃８２４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＧＲＵＳＨＫＯ Ｂ， ＨＯＬＬＡＮＤ⁃ＭＯＲＩＴＺ Ｄ， ＨＯＬＬＡＮＤ⁃ＭＯＲＩＴＺ Ｄ，ｅｔ ａｌ． Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ａｎｄ ｑｕａｓｉｐｅｒｉ⁃

ｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｉｎ Ａｌ⁃Ｎｉ⁃Ｃｏ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ Ａｌｌｏｙｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｏｕｎｄｓ， １９９８， ２８０（１）： ２１５⁃２３０．

［８］　 ＨＩＲＡＧＡ Ｋ， ＯＨＳＵＮＡ Ｔ， ＳＵＮ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ Ａｌ⁃Ｃｏ⁃Ｎｉ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ａｎｄ

ｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ Ａｌｌｏｙｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｏｕｎｄｓ， ２００２， ３４２（１）： １１０⁃１１４．

［９］　 ＹＡＶＡＳ Ｂ， ＬＩ Ｍ Ｘ， ＬＥＯＮＡＲＤ Ｈ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｉｎ ｓｉｔｕ ＴＥＭ ｈｅａｔｉｎｇ ｅｘｐｅｒｉ⁃

ｍｅｎｔｓ ｏｎ ｍｅｔａｓｔａｂｌｅ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ： ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ａ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ⁃ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ Ａｌ ａｌｌｏｙ［ Ｊ］ ． Ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｙ ａｎｄ

Ｍｉｃｒｏａｎａｌｙｓｉｓ， ２００２， ２８（Ｓ１）： １８４０⁃１８４２．

［１０］　 ＤＡＮＧ Ｈ Ｙ， ＱＩ Ｄ Ｐ， ＺＨＡＯ Ｍ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌｌｙ ｉｎｄｕｃｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａ ｔｈｉｎ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｆｉｌｍ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ， ２０２３， ２２４（１ ／ ２）： １⁃１４．

［１１］　 ＮＧＵＹＥＮ Ｈ Ｖ， ＤＯ Ｎ Ｂ， ＮＧＵＹＥＮ Ｔ Ｈ Ｏ， ｅｔ ａｌ． Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ａｌ⁃Ｃｕ⁃Ｆｅ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ

ｐｒｅｐａｒｅｄ ｂｙ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ａｌｌｏｙｉｎｇ ａｎｄ ｈｅａｔ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０２３， ３８（３）： ６４４⁃

６５３．

［１２］ 　 ＳＬＡＤＥＫ Ｊ， ＳＬＡＤＥＫ Ｖ， ＲＥＰＫＡ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｆｏｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｗｉｔｈ ａ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２３， ２６４： １１２０９７．

［１３］　 ＦＡＮ Ｃ Ｙ， ＹＵＡＮ Ｙ Ｐ， ＰＡＮ Ｙ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｈｅａｔ ｅｆｆｅｃｔ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１７， １２０： １４６⁃１５６．

［１４］　 ＬＩ Ｐ Ｄ， ＬＩ Ｘ Ｙ， ＫＡＮＧ Ｇ Ｚ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｉｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉ⁃

ｃｒｙｓｔａｌ ｓｐａｃｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａ ｐｅｎｎｙ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃｒａｃｋ ｕｎｄｅｒ ａｎｔｉ⁃ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｕｎｉｆｏｒｍ ｈｅａｔ ｆｌｕｘｅｓ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， １９０： ７４⁃９２．

［１５］　 ＺＨＡＮＧ Ｘ， ＦＡＮ Ｃ Ｙ， ＬＵ Ｃ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｈｅｒｍａｌ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａ⁃

ｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｃｏａｔｉｎｇ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ２７７： １⁃２０．

［１６］　 ＧＵＯ Ｊ Ｈ， ＹＵ Ｊ， ＸＩＮＧ Ｙ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ａ

ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， ２０１６， ２２７（９）： ２５９５⁃２６０７．

［１７］　 ＤＩＮＧ Ｄ Ｈ， ＹＡＮＧ Ｗ Ｇ， ＨＵ Ｃ Ｚ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｂ， １９９３，

４８： ７００３⁃７０１０．

［１８］　 ＬＩ Ｌ Ｈ， ＬＩＵ Ｇ Ｔ． Ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｓｏｌｉｄｓ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｈｅａｔ ｆｌｏｗ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ

Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２０１４， ２３（５）： ０５６１０１．

６１３ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［１９］　 ＺＨＯＮＧ Ｘ Ｃ， ＬＯＮＧ Ｘ Ｙ， ＺＨＡＮＧ Ｌ Ｈ． Ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｈｅｒｍａｌ⁃ｍｅｄｉｕｍ ｃｒａｃｋ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１８， ５６： ２０２⁃２１６．

［２０］　 ＥＤＥ Ａ Ｊ． Ａｎ Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ Ｈｅａｔ Ｔｒａｎｓｆｅｒ： Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ａｎｄ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｐｅｒｇａｍｏｎ Ｐｒｅｓｓ，

１９６７．

［２１］　 范天佑． 断裂理论基础［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２００６．（ＦＡＮ Ｔｉａｎｙｏｕ． Ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｂａｓｉｓ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ［Ｍ］ ．

Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２００６． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 ＦＡＢＲＩＫＡＮＴ Ｖ Ｉ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｇｒａｌｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｔｈｒｅｅ Ｂｅｓｓｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｎｅｗ ｆｏｒ⁃

ｍａｌｉｓｍ［Ｊ］ ． ＺＡＭＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００３， ８３（６）： ３６３⁃３７４．

［２３］　 ＦＡＮ Ｔ Ｙ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｏｆ Ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ

Ｐｒｅｓｓ， ２０１７．

［２４］　 ＺＨＯＮＧ Ｘ Ｃ， ＷＵ Ｂ， ＺＨＡＮＧ Ｋ Ｓ． Ｔｈｅｒｍａｌｌｙ ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋｓ ｅｎｇｕｌｆｅｄ ｂｙ ｔｈｅｒｍｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｆｉｅｌｄ

ｉｎ ａ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｙ［Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ６５： ６１⁃６８．

［２５］　 ＺＨＯＮＧ Ｘ Ｃ， ＷＵ Ｂ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ａｎ ｏｐｅｎｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ， ２０１２， １７３（１）： ４９⁃５５．

［２６］　 ＢＡＤＡＬＩＡＮＣＥ Ｒ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｔｏ ｆａｔｉｇｕｅ ｃｒａｃｋ ｇｒｏｗｔｈ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８０， １３（３）： ６５７⁃６６６．

７１３第 ３ 期　 　 　 　 　 　 　 　 赵雪芬，等： 一维六方准晶非周期平面内中心开口裂纹的平面热弹性问题


