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摘要：　 基于圆孔扩张理论，结合 ＳＭＰ（ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｍｏｂｉｌｉｚｅｄ ｐｌａｎｅ）强度准则与临界状态概念，将变换应力后的张量应

用于能描述软黏土各向异性的 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型，对劈裂注浆中球孔扩张问题进行了分析．采用双区间分析模型将土体

分为弹性区和塑性区，通过弹塑性区间边界条件，推导了孔周土体的应力应变场和位移场，对劈裂注浆后的土体扩

张半径、启劈压力及塑性体应变进行理论计算，并以算例进行了论证．结果表明：径向有效应力和环向有效应力随着

参数 ｒ ／ ｒｐ 的增大而减小；劈裂注浆的启劈压力随着内摩擦角数值的增大呈现上涨趋势；内摩擦角是土体进行弹塑

性分析时的一个重要影响因素，当内摩擦角越大时，塑性环向应变、塑性区半径、塑性区位移越小，启劈压力越大．

关　 键　 词：　 启劈压力；　 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型；　 ＳＭＰ 强度准则；　 球孔扩张
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０　 引　 　 言

随着城市地下空间的不断开发，目前我国的注浆技术在施工病害修复中充当着较为重要的角色，其中，
劈裂注浆通过注浆压力对土体进行压密，促使土体产生裂纹并将浆液压入裂纹中，从而在需加固的部分形成

纵横交错的网状浆脉并为土体提供骨架支撑［１］ ．目前劈裂注浆已广泛应用于砂层强度的提高［２⁃３］、堤坝防渗

处理［４］、隧道断层破碎带治理［５］、土体加固和地基抬升［６⁃８］、钢管桩承载力的提高［９］等方面．
在劈裂注浆过程中，针对土体弹塑性变化及扩散规律的研究常用圆形扩孔理论作为基础［１０］ ．自 Ｖｅｓｉｃ［１１］提

出圆孔扩张理论后，其适用范围已扩展到了岩土工程领域，而基于该理论根据地层的性质选择适合土体的本

构模型与破坏准则有着十分重要的作用．
目前对注浆工程的启劈压力研究多采用的是 ＭＣ（Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ）强度准则和广义 ＳＭＰ 强度准则．周茗

如等［１２］结合 ＳＭＰ 准则和 ＭＣ 准则等，推导了不同理论下黄土地区不排水条件下的劈裂注浆压力预估公式，
并得到了 ＳＭＰ 准则，由于考虑了中主应力，较传统 ＭＣ 模型的计算结果更加精确．周亚龙等［１３］结合广义 ＳＭＰ
准则建立了复合式后注浆灌注桩荷载⁃沉降关系的计算方法，得到了 ＳＺ１ 和 ＳＺ２ 桩终止注浆 ５ ｍｉｎ 内的平均

注浆压力和桩顶最大抬升位移．叶俊能等［１４］采用广义 ＳＭＰ 强度准则理论，结合非相关联流动法则、土体弹塑

性交界面上的边界条件和土体体积守恒定律，得到了在注浆过程中土体发生劈裂破坏时的注浆压力解析表

达式．同时，对软土的分析多采用的是 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型和修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型．殷杰［１５］ 同时考虑天然软黏土结

构性和初始各向异性的影响，基于修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型建立了包含 ７ 个独立参数的弹塑性本构模型．李镜培

等［１６⁃１８］采用基于 ＳＭＰ 准则改进的 ＭＣＣ（ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ）修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型（ＳＭＰ⁃ＭＣＣ）和 ＡＭＣＣ（Ｋ０⁃
ｂａｓｅｄ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ）修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型（Ｋ０⁃ＡＭＣＣ），采用应力空间变换法推导了饱和黏土

中柱孔弹塑性不排水圆柱空腔扩展的新解，对柱孔扩张过程中孔壁周围土体应力的变化规律进行了研究．左
人宇等［１９］通过室内试验测定了深圳某典型淤泥质黏土的修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型参数，建立了所述软土 ＣＵ（ｃｏｎ⁃
ｓｏｌｉｄａｔｅｄ ｕｎｄｒａｉｎ）试验路径修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型的应力应变增量本构方程，并通过计算值与试验值进行对比，
验证了修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型对于深圳海积软土的适用性．周攀等［２０］基于结构性黄土修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型，在严

格遵循平均有效应力与偏应力定义前提下，针对排水柱孔扩张问题导出严密解，研究了黄土地区原位测试、
沉桩扩孔以及劈裂注浆等岩土工程问题．

虽然修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型发展较为完备，但是它假设土体为各向同性材料，且未考虑土的结构性这一重

要因素．基于上述分析，本文在对于劈裂注浆的扩孔问题研究中，选择能够反映原状软土地层各向异性的

Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型［２１⁃２２］来代替 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型与修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型，并通过变换应力方法将 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型本构与

ＳＭＰ 强度准则相结合对劈裂注浆中圆形扩孔问题进行分析．

１　 劈裂注浆不排水扩孔问题理论基础

１．１　 ＳＭＰ强度准则

Ｍａｔｓｕｏｋａ 等［２３⁃２４］提出的 ＳＭＰ 强度准则在符合 ＭＣ 准则的基础上，克服了 ＭＣ 强度理论所伴随的奇异

性，能够反映土体中主应力对理论分析的影响．在三轴压缩条件下 ＳＭＰ 强度准则可表示为

　 　
Ｉ１Ｉ２
Ｉ３

－ ８ｔａｎ２φ － ９ ＝ ０， （１）

式中， Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３ 分别为第一、第二、第三应力不变量； φ 为三轴压缩条件下土的内摩擦角．
为减少计算，可以通过变换应力方法将三维主应力空间曲线形式的强度破坏面变换为变换应力空间的

圆锥面［２５］，即将广义强度理论的表达式变换为扩展 Ｍｉｓｅｓ 准则的形式，变换包含两部分：
１） 将子午面上的幂函数形式的破坏曲线变换为直线

　 　 σ－ ｉｊ ＝ σｉｊ ＋ ｐｒ

ｐ ＋ σ０

ｐｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

－ ｐé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｉｊ， （２）

式中， σ－ ｉｊ 为过渡空间的应力张量； ｐｒ 为参考平均应力； σ０ 为材料的三向拉伸强度； ｎ 为特征参数； δｉｊ 为 Ｋｒｏ⁃
ｎｅｃｋｅｒ 符号．
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２） 将偏平面上的破坏曲线变换为圆

　 　 σｉｊ ＝ ｐ－δｉｊ ＋
ｑ－∗
ａ

ｑ－
（σ－ ｉｊ － ｐ－δｉｊ）， （３）

式中， σｉｊ 为变换空间的应力张量； ｑ－ ＝ ３
２
（σ－ ｉｊ － ｐ－δｉｊ）（σ

－
ｉｊ － ｐ－δｉｊ） ； ｐ－ ＝ １

３
σ－ ｉｉ； ｑ－∗

ａ ＝ ｑｃ ＝ Ｍｆｐ
－ ．

对于球孔扩孔问题，球孔周围的土体假定为三轴压缩状态 （σ１ ＞ σ２ ＝ σ３）， ＳＭＰ 准则进行变换应力后

塑性区的屈服准则为

　 　 σｒ ＝ Ａ１σθ，　 　 Ａ１ ＝ １
２

Ｆ － １ ＝ ４ｔａｎ２φ ＋ ７
２

． （４）

１．２　 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型

Ｗｈｅｅｌｅｒ 等［２１］提出的天然软土初始屈服面在 ｐ′⁃ｑ 平面上为一倾斜的椭圆（图 １），椭圆的倾角斜度小于

Ｋ０ 线，但并非是关于 Ｋ０ 线对称，其在应力空间内的临界状态线（ＣＳＬ）仍然为 Ｍ ．图 １ 中的 α 为 ｐ′⁃ｑ 平面空间

中的椭圆倾斜度的无量纲参数，同时 α 值是土壤塑性各向异性程度的量度，当 α ＝ ０ 时为修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型

的屈服面．其在斜度为 α 的 ａ 线上的水平坐标为 ｐ′ｃ， Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型 ｐ′⁃ｑ 曲线如图 １ 所示，考虑变换应力的

Ｗｈｅｅｌｅｒ 屈服模型的屈服函数为

　 　 ｆ ＝ （ｑ － αｐ） ２ － （Ｍ２ － α２）（ｐ′ｃ － ｐ）ｐ， （５）
式中， ｑ 为变换空间的剪应力； α 为土体参数； ｐ 为变换空间的静水压力； Ｍ 为应力比的临界状态值．
１．３　 扩孔问题的基本假定

球孔扩张问题可以归结为轴对称平面问题，本文力学模型示意图如图 ２ 所示：考察初始半径为 ａ０ 的球

孔，被均匀分布的初始应力 ｐ０ 所扩张的问题．当初始应力 ｐ０ 逐渐增大变成 ｐ，球孔半径也由初始半径 ａ０ 变为

扩孔半径 ａ ．当扩张压力 ｐ 较小时，孔周土体处于弹性状态，其应力⁃应变关系满足广义 Ｈｏｏｋｅ 定律；当压力 ｐ
增加到临塑扩张压力 ｐｙ 时，孔周围土体开始屈服出现塑性区，塑性关系服从 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型，塑性区半径将随

着扩张压力 ｐ的增大而不断扩张，孔半径也将达到极限半径 ａｕ，围绕孔的塑性区则扩大到了 ｒｐ，在半径 ｒｐ 以
外的土体仍将保持为弹性平衡状态， ｕｒｐ 为从塑性区到弹性区的扩张半径．

图 １　 Ｗｈｅｅｌｅｒ 屈服曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｗｈｅｅｌｅｒ ｙｉｅｌｄ ｃｕｒｖｅ
图 ２　 球孔扩张力学模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃａｖｉｔｙ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ

２　 启劈压力 ｐｕ

２．１　 ｒｐ ／ ａｕ 表达式

在均布分布的内压力 ｐ 作用于土体时，由球孔体积变化与孔周围土体弹塑性体积变化相等可得
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　 　 １ ＝
ｒｐ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

－
ｒｐ － ｕｒｐ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋
ａ０

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

， （６）

式中， ｒｐ 为塑性区半径； ｕｒｐ 为弹性区到塑性区的扩张半径； ａ０ 为初始孔半径； ａ 为扩孔半径．
当小孔进行扩张时，随着 ａ 不断地增大最终成为 ａｕ， 则 （ａ０ ／ ａ） ３ 的大小无限趋近于 ０，最终可得 ｒｐ 与 ａｕ

的关系式如下：

　 　
ｒｐ
ａｕ

＝
３

１ ＋
ｒｐ － ｕｒｐ

ａｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

． （７）

２．２　 弹塑性交界面位移 ｕｒｐ 表达式

弹性区的应力为

　 　
σｒ ＝ ｐ０ ＋ （ｐｙ － ｐ０）

ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

，

σθ ＝ ｐ０ － １
２
（ｐｙ － ｐ０）

ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

式中， σｒ 为变换应力空间的径向应力； σθ 为变换应力空间的环向应力； ｐｙ 为变换应力空间的临塑扩张压力；
ｐ０ 为变换应力空间的初始应力．

考虑初始应变 ε０ 之后的弹性区位移为

　 　 ｕｒ ＝
ｐｙ － ｐ０

４Ｇ
ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｒ， （９）

式中， Ｇ 为剪切模量．
在土体弹塑性交界处即 ｒ ＝ ｒｐ 时，弹性区的应力（８）有 σｒ ＝ ｐｙ，σθ ＝ ｐ０ － （ｐｙ － ｐ０） ／ ２， 联合变换应力后

ＳＭＰ 强度准则（４）可得

　 　 ｐｙ ＝
３Ａ１ｐ０

Ａ１ ＋ ２
， （１０）

式中， Ａ１ 为材料有关内摩擦角的表达式，当 ｐ０ 固定时，可以得到 ｐｙ 为一固定值．
根据式（９）中 ｕｒ 的表达式可得

　 　 ｕｒｐ ＝
（Ａ１ － １）ｐ０

２Ｇ（Ａ１ ＋ ２）
ｒｐ，　 　 ｒ ＝ ｒｐ ． （１１）

２．３　 ｐｕ⁃ｐｙ⁃ｐ０ 关系式

球孔轴对称问题下的平衡微分方程为［２６］

　 　
∂σｒ

∂ｒ
＋ ２

σｒ － σθ

ｒ
＝ ０． （１２）

因为塑性应力区间同时满足平衡微分方程和变换应力后的 ＳＭＰ 强度准则，结合式（４）可得变换应力后

塑性区内径向正应力 σｒ 与半径 ｒ 之间的关系为

　 　 σｒ ＝ Ａ２ｒ２ ／ Ａ１
－２ ． （１３）

代入边界条件： ｒ ＝ ａ 时， σｒ ＝ ｐ； ｒ ＝ ｒｐ 时， σｒ ＝ ｐｙ， 可得

　 　 Ａ２ ＝ σｒｒ２
－２ ／ Ａ１ ＝ ｐａ２－２ ／ Ａ１ ＝ ｐｙｒ２

－２ ／ Ａ１
ｐ ． （１４）

浆液通过注浆压力的驱动进入土体，浆液在注浆孔内首先会挤密周围土体，当注浆压力达到一定值，即
启劈压力时，浆液流动的同时会在土体薄弱部分形成浆脉通道．当扩孔半径 ａ 达到极限半径 ａｕ 时，其注浆压

力 ｐ 则达到启劈压力 ｐｕ， 将上式进行转化可得不排水条件下的启劈压力公式为

　 　 ｐｕ ＝ ｐｙ

ｒｐ
ａｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２－２ ／ Ａ１

． （１５）

将式（７）、（１１）代入式（１５）可得 ｐｕ⁃ｐｙ⁃ｐ０ 的关系式：
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　 　 ｐｕ ＝ ｐｙ

１

１ － １ －
（Ａ１ － １）ｐ０

２Ｇ（Ａ１ ＋ ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

３
æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

（２Ａ１－２） ／ （３Ａ１）

． （１６）

３　 塑性区位移 ｕｒｐ

３．１　 塑性区应变 εｐ
θ 和 εｅ

θ 求解

将塑性区的应变分为弹性应变和塑性应变两个分量来进行计算，求出塑性区 εｐ
θ 和 εｅ

θ 表达式即可求得塑

性区位移的解析式．其中弹性区的基本物理方程满足

　 　
εｒ ＝

１
Ｅ
（σｒ － ２νσθ），

εθ ＝
１
Ｅ
［（１ － ν）σθ － νσｒ］，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

式中， Ｅ 为弹性模量； ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； σｒ，σθ，εｒ 和 εθ 分别为径向应力、环向应力、径向应变和环向应变．
将式（１３）、（１４）和（４）代入式（１７）中，可得塑性区中弹性应变：

　 　
εｅ
ｒ ＝

Ａ１ － １
ＥＡ１

ｐｙ

ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２－２ ／ Ａ１

，

εｅ
θ ＝

１
Ｅ

１ － （１ － Ａ１）ν
Ａ１

ｐｙ

ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２－２ ／ Ａ１

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

式中， εｅ
ｒ 为塑性区内径向弹性应变； εｅ

θ 为塑性区内环向弹性应变．
求解塑性区中的塑性变形选择非相关联流动法则，假定材料以恒定速率膨胀得出用塑性应变增量表示

的非相关联流动法则，根据初始屈服时各向塑性应变为 ０，则非相关联流动法则可以表示为［２７］

　 　
εｐ
ｒ

εｐ
θ

＝ － ２
α′

， （１９）

式中， εｐ
ｒ 为塑性区内径向塑性应变； εｐ

θ 为塑性区内环向塑性应变； α′ ＝ ２ｔａｎ２ψ［１ ＋ （１ ＋ ｃｏｔ２ψ） １ ／ ２］ ＋ １；ψ 为

剪胀角．
球对称问题中的变形协调方程为

　 　
ｄεθ

ｄｒ
＋
εθ － εｒ

ｒ
＝ ０． （２０）

将上式细分，代入式（１８）、（１９）并求解可得 εｐ
θ 与 ｒ 的关系式为

　 　 εｐ
θ ＝ Ｃｒ －（１＋２ ／ α） ＋ ［ － ｒ －（１＋２ ／ α）Ａ３ｐｙｒ２

－２ ／ Ａ１
ｐ ］ ｒ２ ／ Ａ１＋２ ／ α－１， （２１）

式中， Ａ３ ＝
３ － ２（１ － Ａ１）ν － Ａ１

ＥＡ１
．

代入边界条件： ｒ ＝ ｒｐ 时，εｐ
θ ＝ ０，可得 Ｃ 的表达式为

　 　 Ｃ ＝ Ａ３ｐｙｒ１
＋２ ／ α

ｐ ． （２２）
故 εｐ

θ，εｐ
ｒ 的表达式如下：

　 　
εｐ
θ ＝ Ａ３ｐｙ（ ｒ１

＋２ ／ α
ｐ ｒ －（１＋２ ／ α） － ｒ２－２ ／ Ａ１ｐ ｒ２ ／ Ａ１－２），

εｐ
ｒ ＝ － ２

α
Ａ３ｐｙ － ２

α
Ａ３ｐｙ［ ｒ１

＋２ ／ α
ｐ ｒ －（１＋２ ／ α） － ｒ２－２ ／ Ａ１ｐ ｒ２ ／ Ａ１－２］ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２３）

３．２　 ｕｒｐ⁃ｐｙ⁃ｒｐ ／ ｒ 关系式

轴对称问题下的几何方程为

　 　
εｒ ＝ －

∂ｕ
∂ｒ

，

εθ ＝ －
ｕ
ｒ
．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２４）
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根据增量弹塑性理论可得

　 　 ｕ ＝ － （εｐ
θ ＋ εｅ

θ） ｒ ． （２５）
将应变关系式（１８）、（２３）代入式（２５）可得

　 　 ｕｒｐ ＝ －
－ ２ ＋ （１ － Ａ１）ν ＋ Ａ１

ＥＡ１
ｐｙ

ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２－２ ／ Ａ１

＋ Ａ３ｐｙ

ｒｐ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１＋２ ／ α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２６）

４　 塑性体应变 εｐ
ｖ

根据塑性条件有

　 　 ∂ｆ
∂ｐ

ｄｐ ＋ ∂ｆ
∂ｑ

ｄｑ ＋ ∂ｆ
∂ｐｃ

ｄｐｃ ＝ ０． （２７）

将式（５）代入式（２７）并变形可以得到

　 　
ｄｐｃ ＝

［２Ｍ２ｐ － ２αｑ － （Ｍ２ － α２）ｐｃ］ｄｐ ＋ ［２（ｑ － αｐ）］ｄｑ
（Ｍ２ － α２）ｐ

，

ｄｐ ＝
［２（ｑ － αｐ）］ｄｑ － ［（Ｍ２ － α２）ｐ］ｄｐｃ

－ ［２Ｍ２ｐ － ２αｑ － （Ｍ２ － α２）ｐｃ］
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）

则塑性区弹性、塑性体应变的表达式为

　 　
ｄεｐ

ｖ ＝ λ － κ
１ ＋ ｅ０

ｄｐｃ

ｐｃ
，

ｄεｅ
ｖ ＝

κ
１ ＋ ｅ０

ｄｐ
ｐ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２９）

式中， λ 为 ν′⁃ｌｎ ｐ′空间中屈服压缩线的斜率； κ为 ν′⁃ｌｎ ｐ′空间中膨胀线的斜率； ν′为比体积； ｅ０ 为各向同性

加载后的初始孔隙比．
上式中未含有 ｑ， 故需将其进行替换，在 Ｗｈｅｅｌｅｒ 屈服模型中 η ＝ ｑ ／ ｐ，α ＝ ｑ ／ ｐｃ， 即 ｑ ＝ ηｐ，ｑ ＝ αｐｃ， 对其

进行求微分可得

　 　 ｄｑ ＝ ηｄｐ ＋ ｐｄη， ｄｑ ＝ αｄｐｃ ＋ ｐｃｄα ． （３０）
由于球孔扩张过程中处于不排水状态，则塑性区总体应变 ｄεｖ ＝ ０， 故有

　 　 ｄεｖ ＝
κ

１ ＋ ｅ０
２η（η － α）ｐｄｐ ＋ ２（η － α）ｐ２ｄη

［（Ｍ２ － α２）ｐｃ － （２Ｍ２ － ２αη）ｐ］ｐ
é

ë
ê
ê －

［（Ｍ２ － α２）ｐ］ｄｐｃ

［（Ｍ２ － α２）ｐｃ － （２Ｍ２ － ２αη）ｐ］ｐ
ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ｃｐ － ｄｐ
ｐ

é

ë
êê ＋ ２（η － ａ）ｐｄη

（Ｍ２ － α２）ｐｃ

＋ （２Ｍ２ － ４αη ＋ ２η２）ｄｐ
（Ｍ２ － α２）ｐｃ

ù

û
ú
ú ， （３１）

式中， ｃｐ ＝ （λ － κ） ／ （１ ＋ ｅ０） ．
当孔周围土体达到临界破坏状态时，应满足破坏条件： ｄｕ（∂ｆ ／ ∂ｐ） ＝ ０， 其中 ｄｕ 为加载因子，由于 ｄｕ ＞

０， 所以可得 ∂ｆ ／ ∂ｐ ＝ ０．故当到达临界状态时：

　 　 ｐｃ ＝
２（Ｍ２ － αη）
Ｍ２ － α２ ｐ ． （３２）

在土力学中定义土体进入临界状态时，土体体应变增量 ｄεｖ 为 ０，则可得

　 　 ｄεｖ ＝ ｄεｐ
ｖ ＋ ｄεｅ

ｖ ＝ ０． （３３）
将式（２８）、（３２）代入 ｄεｐ

ｖ 表达式可得

　 　 ｄεｐ
ｖ ＝ ｃｐ

（Ｍ２ － ２αη ＋ η２）］ｄｐ
（Ｍ２ － αη）ｐ

－ ｄｐ
ｐ ＋ （η － ａ）ｄη

Ｍ２ － αη
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３４）

假设塑性区某点 （ｐ，ｑ） 从临塑应力状态 （ｐｙ，ｑｙ） 开始在塑性区内积分，则塑性体应变有

　 　 εｐ
ｖ ＝ ｃｐ

η２ － αη
Ｍ２ － αη

ｌｎ ｐ ＋ ｃｐｐ
η２

２（Ｍ２ － αη）
＋ １

６
αη３ ＋ ｌｎ（Ｍ２ － αη）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３５）
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５　 算例和讨论

５．１　 模型验证

为验证本文提出模型的正确性和适用性，选用文献［２８⁃２９］的结果进行对比分析．
选用文献［２９］在 ＳＭＰ 强度准则下的非饱和土体扩孔弹塑性解析结果进行对比分析，研究不排水条件下

土体扩孔问题中塑性区应力与参数 ｒｐ ／ ｒ的关系，并取相同参数： ｐ０ ＝ １ ０００ ｋＰａ，ν ＝ ０．３５，Ｅ ＝ ３ ０００ ｋＰａ ．本文

在不同摩擦角 φ （２７°，３５°）下径向有效应力 σｒ 和环向有效应力 σθ 与参数 ｒ ／ ｒｐ 的关系如图 ３ 所示．

（ａ） φ ＝ ３５° （ｂ） φ ＝ ２７°
图 ３　 有效应力与参数 ｒ ／ ｒｐ 之间的关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ ／ ｒｐ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

从图 ３ 中可以看出，径向有效应力和环向有效应力随着参数 ｒ ／ ｒｐ 的增大而减小，当参数越靠近 ０ 时，非
线性关系越明显，图线变化的转折点均集中于点 ｒ ／ ｒｐ ＝ ０．４ 左右，当参数 ｒ ／ ｒｐ ≥ ０．４ 时，有效应力的降低幅度

越小且数值趋于 ０．数据与文献［２９］中关于环向有效应力与径向有效应力的变化趋势一致，即与参数 ｒ ／ ｒｐ 的

关系均呈现非线性向线性的转变．
选用文献［２８］在圆孔扩张理论中基于不同内摩擦角对劈裂注浆控制压力的研究内容进行对比，验证本

文中关于启劈压力的理论计算式的可适用性，拟定参数： ν ＝ ０．３，Ｅｓ ＝ ４ ＭＰａ，ｐ０ ＝ ０．０５ ｋＰａ ．其启劈压力变化

趋势如表 １ 所示．
表 １　 启劈压力对比数值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｒａｃｔｕｒｉｎｇ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

φ ／ （ °）
ｒｅｆ． ［２８］

ｐｓｈｕｉ ／ ｋＰａ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

ｔｈｉｓ ｐａｐａｅｒ
ｐ ｕ ／ ｋＰａ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

２６
２７
２８
２９
３０
３３

５９８．１
６１６．７
６３５．４
６５４．３
６７３．３
７３０．８

０．０３０ ２
０．０２９ ４
０．０２８ ９
０．０２８ ２
０．０７８ ７

３４．７
３５．８
３７．０
３８．３
３９．６
４４．０

０．０３１ ７
０．０３２ ４
０．０３３ ０
０．０３３ ５
０．０９９ ８

　 　 表 １ 展示了启劈压力随着内摩擦角数值的增大呈现上涨趋势，且相对增量基本一致，与文献［２８］计算

数值的变化趋势基本类似．同时，文献［２８］经过实际工程验证，保证了其数据变化趋势符合实际工程情况，故
本文启劈压力的理论计算式也具有工程可适用性．
５．２　 经典模型对比

Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型相较于修正 Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ 模型仅多出一个描述土体各向异性的 ａ 值，参考文献［３０］中通过室
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内试验得到的原状黄土的 α 值，选取相同参数： Ｍ ＝ １．４，λ ＝ ０．１７，κ ＝ ０．０３１，ｅ０ ＝ １．０９５， 讨论在 ｐ ＝ １００ ｋＰａ
作用下，ＭＣＣ 模型与 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型中剪应力 ｑ 与塑性体应变 εｐ

ｖ 关系的对比结果，如图 ４ 所示．
从图 ４ 中可以看出，剪应力与塑性体应变之间呈正相关关系，当剪应力为 ０ 时，原状黄土已产生了一定

的塑性体应变，说明此时土体应力达到屈服面，考虑土体弹性体应变一般为线性关系，本文得出的塑性体应

变与文献［３０］中由 Ｗｈｅｅｌｅｒ 与 ＭＣＣ 模型得到的体应变变化趋势一致，即在剪应力值较小时，Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型得

到的应变值相较于 ＭＣＣ 模型的较大，当剪应力值达到一定值时，Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型计算得到的值相较于 ＭＣＣ 模

型的较小．因此，结合文献［３０］中有关试验值与模型值的对比结论，考虑结构各向异性的 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型能更

好地模拟原状软土的应力应变特性．
５．３　 参数分析

５．３．１　 土体应变影响因素分析

选定参数 ｐ０ ＝ １ ０００ ｋＰａ，ν ＝ ０．３５，ψ ＝ ３０°，Ｅ ＝ ３ ０００ ｋＰａ， 研究内摩擦角 φ 对塑性环向应变 εｐ
θ 的影响，

结果如图 ５ 所示．

图 ４　 剪应力与塑性体应变之间的关系

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ
ａｎｄ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｖｏｌｕｍｅｔｒｉｃ ｓｔｒａｉｎ

图 ５　 内摩擦角对塑性环向应变的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｎ
ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒａｉｎ

　 　 从图 ５ 中可以看出，塑性环向应变随着参数 ｒ ／ ｒｐ 的增加呈现递减趋势，当 ｒ ／ ｒｐ ≥０．４ 时，塑性环向应变的

减小速率逐渐趋于 ０，并且离弹塑性交界面处越近时应变的数值越小．同时在相同条件下，摩擦角越大则塑

性环向应变越小，离扩孔中心越近时摩擦角的影响效果越大，当 ｒ ／ ｒｐ ≥ ０．３ 时，内摩擦角的变化对于塑性环

向应变的影响程度逐渐减小．
５．３．２　 土体塑性区半径影响因素分析

对剪胀角 ψ 与内摩擦角 φ， 分别分析其对劈裂注浆过程中塑性半径的影响趋势．令 ｐ０ ＝ １ ０００ ｋＰａ，分析

剪胀角 ψ 时令内摩擦角 φ 为 ３０°，分析内摩擦角 φ 时令剪胀角 ψ 为 ３０°，结果如图 ６ 所示．
从图 ６（ａ）中可以看出，塑性半径会随着注浆压力的提高随之增加，且增加趋势渐缓．同等注浆压力下剪

胀角越大时，塑性半径的数值和变化幅度越大，剪胀角表示土体剪切过程体积变化的情况，同剪胀角基本性

质相同．
对比图 ６（ａ）与图 ６（ｂ）可得，内摩擦角对于塑性半径的影响小于剪胀角对于塑性半径的影响．两图中塑

性半径的变化趋势类似，不同的是在图 ６（ｂ）中，同等条件下内摩擦角越小，所得的塑性半径数值越大，当劈

裂注浆压力较小时，内摩擦角对于塑性半径的影响相对较小，基本可以忽略不计．
５．３．３　 土体塑性区位移影响因素分析

本小节选取内摩擦角 φ、 初始应力 ｐ０ 两个影响因素对土体塑性区位移的影响进行分析．选用参数： ν ＝
０．３５，Ｅ ＝ ３ ０００ ｋＰａ， 剪胀角 ψ 宜选取内摩擦角 φ 的一半作为计算值［３１］ ．具体结果如图 ７ 所示．

从图 ７（ａ）中可以看出，其整体趋势与图 ４ 类似，塑性区位移随着参数 ｒ ／ ｒｐ 增大呈非线性递减，在相同条

件下内摩擦角越大则塑性区位移数值越小，且影响效果随 ｒ ／ ｒｐ 的增大而递减，当 ｒ ／ ｒｐ ≥０．４ 时，内摩擦角对塑
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性区位移的影响程度逐渐趋于 ０．
由图 ７（ｂ）可得，初始应力与塑性区位移呈线性递增关系，当初始应力为固定数值时，内摩擦角越小则塑

性区位移越大，并且随着初始应力的增加，内摩擦角对塑性区半径的影响程度逐渐增大．

（ａ） 剪胀角 （ｂ） 内摩擦角

（ａ） Ｔｈｅ ｄｉｌａｔａｎｃｙ ａｎｇｌｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ
图 ６　 塑性半径影响因素分析

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｍｐａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｒａｄｉｕｓ

（ａ） 内摩擦角 （ｂ） 初始应力

（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ
图 ７　 塑性区位移影响分析

Ｆｉｇ． ７　 Ｉｍｐａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ

５．３．４　 启劈压力影响因素分析

１） Ｐｏｉｓｓｏｎ 比和弹性模量对启劈压力影响分析

考虑影响因素 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 、弹性模量 Ｅ 对于启劈压力的影响趋势，结果如图 ８ 所示．
从图 ８ 中可以看出，启劈压力在内摩擦角增大的情况下均呈现上升状态，且上升幅度越来越大，变化趋

势与表 １ 类似．Ｐｏｉｓｓｏｎ 比与弹性模量对于启劈压力的影响状态相反，在相同内摩擦角下，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比与启劈压

力呈负相关，而弹性模量与启劈压力呈正相关．
２） 土体初始应力对启劈压力影响分析

拟定参数 ν ＝ ０．３，Ｅ ＝ ３ ０００ ｋＰａ， 考虑在不同内摩擦角 φ （２７°，３０°，３３°，３６°）下初始应力 ｐ０ 与启劈压力

ｐｕ 的关系，具体表现趋势如图 ９ 所示．
从图 ９ 中可以看出：初始应力与启劈压力呈线性关系，当初始应力越大时，所需要的启劈压力越大，并且

当内摩擦角越大，启劈压力增长的幅度越大；在同一初始应力状态时，内摩擦角越大土体强度越大，所需要的
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启劈压力越大，与实际劈裂注浆过程中启劈压力变化的基本趋势相符．

（ａ） Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 （ｂ） 弹性模量

（ａ） Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ
图 ８　 启劈压力影响分析

Ｆｉｇ． ８　 Ｉｍｐａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｒａｃｔｕｒｉｎｇ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

图 ９　 初始应力对启劈压力的影响

Ｆｉｇ． ９　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｒａｃｔｕｒｉｎｇ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

６　 结　 　 论

１） 基于圆孔扩张理论建立原状不排水土体扩孔问题弹塑性分析模型，将变换应力后的 ＳＭＰ 强度准则

与 Ｗｈｅｅｌｅｒ 模型相结合，通过弹塑性区间边界条件，推导了孔周土体弹性区和塑性区的应力应变公式，对劈

裂注浆后的启劈压力、塑性区位移及塑性体应变进行了理论分析．
２） 对塑性环向应变、塑性区半径、土体塑性区位移和启劈压力的影响因素进行了分析，经参数分析发

现，内摩擦角是土体进行弹塑性分析时的一个重要影响因素，当内摩擦角越大时，塑性环向应变、塑性区半

径、塑性区位移越小，启劈压力越大．
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Ｊｏｕｒｎａｌ， ２００８， ４５（３）： ３１４⁃３２８．

［２３］　 ＭＡＴＳＵＯＫＡ Ｈ， ＮＡＫＡＩ Ｔ． Ｓｔｒｅｓｓ⁃ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｓｏｉｌ ｕｎｄｅｒ ｔｈｒｅｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｒｉｎｃｉ⁃
ｐａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｊａｐａｎ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ， １９７４， １９７４（２３２）： ５９⁃７０．

［２４］　 ＭＡＴＳＵＯＫＡ Ｈ， ＳＵＮ Ｄ． Ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｍｏｂｉｌｉｚｅｄ ｐｌａｎｅ （ＳＭＰ） ｔｏ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｃｏｈｅｓｉｖｅ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ
ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｃｅｍｅｎｔｅｄ ｓａｎｄｓ［Ｊ］ ． Ｓｏｉｌｓ ａｎｄ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ， １９９５， ３５（４）： ６３⁃７２．

［２５］　 姚仰平， 路德春， 周安楠， 等． 广义非线性强度理论及其变换应力空间［Ｊ］ ． 中国科学 Ｅ 辑：工程科学 材料科学，
２００４， ３４（１１）： １２８３⁃１２９９．（ＹＡＯ Ｙａｎｇｐｉｎｇ， ＬＵ Ｄｅｃｈｕｎ， ＺＨＯＵ Ａｎｎａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｒｅｎｇｔｈ
ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｓｐａｃｅ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ （Ｓｅｒｉｅｓ Ｅ）， ２００４， ３４（１１）： １２８３⁃１２９９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２６］　 ＨＡＩ Ｓ Ｙ． 岩土介质小孔扩张理论［Ｍ］ ． 周国庆， 赵光思， 梁恒昌， 等译． 北京： 科学出版社， ２０１３．（ＨＡＩ Ｓ Ｙ． Ｃａｖ⁃
ｉｔｙ Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｇｅｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ． ＺＨＯＵ Ｇｕｏｑｉｎｇ， ＺＨＡＯ Ｇｕａｎｇｓｉ ， ＬＩＡＮＧ Ｈｅｎｇｃｈａｎｇ， ｅｔ ａｌ，
ｔｒａｎｓｌ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２７］　 胡长明， 王志宇， 梅源， 等． 基于广义 ＳＭＰ 准则的球孔扩张理论解及其应用［Ｊ］ ． 应用力学学报， ２０２０， ３７（５）：
１９４８⁃１９５６．（ＨＵ Ｃｈａｎｇｍｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｚｈｉｙｕ， ＭＥＩ Ｙｕａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃａｖｉｔｙ ｅｘｐａｎ⁃
ｓｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＳＭＰ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０，
３７（５）： １９４８⁃１９５６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２８］　 王腾． 湿陷性黄土劈裂注浆理论分析及试验研究［Ｄ］ ． 兰州： 兰州理工大学， ２０１７．（ＷＡＮＧ Ｔｅｎｇ． Ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｕｒｉｎｇ ｇｒｏｕｔｉｎｇ ｏｆ ｃｏｌｌａｐｓｉｂｌｅ ｌｏｅｓｓ［Ｄ］ ． Ｌａｎｚｈｏｕ： Ｌａｎｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２９］　 卢国文． 黄土扩孔问题的理论解析及其在劈裂注浆中的应用研究［Ｄ］ ． 兰州： 兰州理工大学， ２０１８．（ＬＵ Ｇｕｏｗｅｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｌｏｅｓｓ ｃａｖｉｔｙ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｇｒｏｕｔｉｎｇ［Ｄ］ ．
Ｌａｎｚｈｏｕ： Ｌａｎｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３０］　 张玉伟， 翁效林， 宋战平， 等． 考虑黄土结构性和各向异性的修正剑桥模型［Ｊ］ ． 岩土力学， ２０１９， ４０（３）： １０３０⁃
１０３８． （ＺＨＡＮＧ Ｙｕｗｅｉ， ＷＥＮＧ Ｘｉａｏｌｉｎ， ＳＯＮＧ Ｚｈａｎｐｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍ⁃Ｃｌａｙ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ａｎｄ
ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｌｏｅｓｓ［Ｊ］ ． Ｒｏｃｋ ａｎｄ Ｓｏｉｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（３）： １０３０⁃１０３８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３１］　 孔位学， 芮勇勤， 董宝弟． 岩土材料在非关联流动法则下剪胀角选取探讨［Ｊ］ ． 岩土力学， ２００９， ３０（１１）： ３２７８⁃
３２８２．（ＫＯＮＧ Ｗｅｉｘｕｅ， ＲＵＩ Ｙｏｎｇｑｉｎ， ＤＯＮＧ Ｂａｏｄｉ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｌａｔａｎｃｙ ａｎｇｌｅ ｆｏｒ ｇｅｏｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｎｄｅｒ
ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｆｌｏｗ ｒｕｌｅ［Ｊ］ ． Ｒｏｃｋ ａｎｄ Ｓｏｉｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００９， ３０（１１）： ３２７８⁃３２８２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

６６５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


