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摘要：　 针对多自由度混联Ⅱ型惯容对结构减震效果和可靠度的影响较为复杂的问题，运用功率谱二次分解法对

该耗能结构的动力响应进行了研究．通过复模态法将重构后的运动方程进行解耦，获得了结构位移及速度、结构层

间位移及速度、层间剪力、层间位移角和惯容力等响应的频域统一解表达式．运用功率谱二次分解法，获得了上述响

应量的功率谱及谱矩的解析解．以一栋 １６ 层的实际结构为例，验证了功率谱及谱矩的正确性．最后，基于位移标准

差和谱矩解析解探究了惯容系统参数对减震效果的影响，并对动力可靠度进行了分析．验证了布置混联Ⅱ型惯容耗

能结构具有良好的减震效果及可靠度．

关　 键　 词：　 混联Ⅱ型惯容系统；　 随机地震响应；　 复模态法；　 ０～２ 阶谱矩；　 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱

中图分类号：　 ＴＵ３１１．３； Ｏ３２４　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４４０３２５

Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｎｄ Ｄａｍｐｉｎｇ Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｓ ｏｆ
Ｓｅｒｉｅｓ⁃Ｐａｒａｌｌｅｌ⁃ⅡＩｎｅｒｔｅｒ Ｓｙｓｔｅｍｓ’
Ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ Ｄａｍｐｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

ＬＩ Ｃｈｕａｎｇｄｉ１，　 ＣＨＡＩ Ｙｉｇｅ１，　 ＦＡＮ Ｘｉｎｙｕ１，
ＷＡＮＧ Ｒｕｉｂｏ１，　 ＧＥ Ｘｉｎｇｕａｎｇ２

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ ＆ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｇｕａｎｇｘｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｌｉｕｚｈｏｕ， Ｇｕａｎｇｘｉ ５４５００６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ ａｎｄ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｌｉｕｚｈｏｕ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｌｉｕｚｈｏｕ， Ｇｕａｎｇｘｉ ５４５６１６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｉｍｅｄ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｅｇｒｅｅ⁃ｏｆ⁃ｆｒｅｅｄｏｍ ｓｅｒｉｅｓ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍ （ＳＰＩＳ⁃Ⅱ） ｏｎ ｔｈｅ ｄａｍｐｉｎｇ ａｎｄ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｍｏｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｕｎｉｆｉｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎ⁃
ｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ， ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｔｏｒｅｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
ａｎｄ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｔｏｒｅｙ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ， ｉｎｔｅｒ⁃ｓｔｏｒｅｙ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｔｏｒｅｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｇｌｅｓ． Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕ⁃

８０２

应用数学和力学
４６ 卷 ２ 期　 ２０２５ 年 ２ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４６，Ｎｏ．２，Ｆｅｂ．，２０２５

∗ 收稿日期：　 ２０２３⁃１１⁃０１； 修订日期：　 ２０２４⁃１０⁃１１
基金项目：　 国家自然科学基金（５１４６８００５）；广西重点研发计划（桂科 ＡＢ１９２５９０１１）
作者简介：　 李创第（１９６４—），男，教授，博士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｌｉｃｈｕａｎｇｄｉ１９６４＠ １６３．ｃｏｍ）；

葛新广（１９７７—），男，讲师，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｇｘｇｚｌｒ．２００８＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 李创第， 柴一格， 樊新宇， 王瑞勃， 葛新广． 混联Ⅱ型惯容耗能减震结构响应及减震性能研究［Ｊ］ ． 应用数

学和力学， ２０２５， ４６（２）： ２０８⁃２２２．



ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ ａｎｄ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｄｅ⁃
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ． Ｗｉｔｈ ａ １６⁃ｓｔｏｒｅｙ ａｃｔｕａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ， ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ ａｎｄ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｗａｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ， ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｗｅｒｅ ｅｘｐｌｏｒｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｐｒｏ⁃
ｐｏｓｅｄ ＳＰＩＳ⁃Ⅱ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｈａｓ ｇｏｏｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄａｍｐｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ａｎｄ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｅｒｉｅｓ⁃ｐａｒａｌｌｅｌ⁃Ⅱ ｉｎｅｒｔｅｒ ｓｙｓｔｅｍ （ＳＰＩＳ⁃Ⅱ）； ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｅｉｓｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ； ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄａｌ ｍｅｔｈｏｄ；
０ｔｈ～２ｎｄ ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ； Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

０　 引　 　 言

在自然界中，地震是最具破坏性和突发性的灾害之一，剧烈的地震不仅会造成经济上的损失，还会造成

严重的人员伤亡［１］ ．土木工程领域为了减少地震给人类带来的破坏，国内外学者对提高结构的抗震性能做了

大量研究．随着建筑结构高度的不断增加，传统抗震方法主要依据增加结构自身刚度来降低地震响应，虽然

能在一定程度上提高结构的抗震性能，但当发生震级较高的地震时，建筑物仍会受到严重损害，且建筑造价

较高．故在传统抗震方法的基础上引入结构振动控制技术，其中被动控制的应用较为广泛．被动控制是在结

构中设置耗能元件（常称耗能器或阻尼器），在地震激励的作用下，结构产生运动使耗能元件被动地产生往

复运动以减小结构的动力响应．耗能减震装置是由质量、阻尼和弹簧三种经典的力学元件组成，质量为单节

点的惯性元件［２⁃３］，且质量元件的体量较大，在结构中不便于安装．新型的被动控制装置“ ｉｎｅｒｔｅｒ（惯容）” ［４］在

２０ 世纪末被提出，作为一种两端点的惯性元件，产生的惯容力等于惯容元件质量和两端点的相对加速度之

积［５⁃６］ ．Ａｒａｋａｋｉ 等［７］ 通过滚珠丝杆放大了黏滞阻尼器的阻尼力，提高了该阻尼器减震能力，从而能够有效减

小地震对结构动力响应的影响．惯容与传统减震装置相比可获得较大的惯性力，但不改变结构基本物理质

量，惯容产生的惯性力反作用于结构对结构的动力响应进行调节．在工程应用中常用弹簧、阻尼（耗能元件）
和惯容三种元件以不同的连接方式形成惯容减震系统［８⁃９］ ．三种元件串联时构成串联型惯容系统；耗能元件

与弹簧并联后再与惯容元件串联时，被称为混联Ⅰ型惯容系统；惯容元件与耗能元件并联后再与弹簧串联

时，被称为混联Ⅱ型惯容系统［１０］ ．Ｚｈａｎｇ 等［１１］ 发现了惯容系统阻尼增效现象，并证明了此现象的实质，进而

提出了三种惯容减震系统的设计方法，并通过实例验证了所提设计方法与阻尼增效方程的实用性．潘超

等［１２］提出了惯容减震系统在白噪声激励下单自由度结构的设计方法，并在给定结构响应减缓率的情况下获

得了惯容系统的参数，推导出了简洁的参数设计公式．惯容系统的参数对结构减震性能及动力可靠度存在影

响，由于目前对动力可靠度的分析还较少，故本文研究了惯容的基本参数对位移标准差及减震效果和动力可

靠度的影响．
由于地震动具有随机性，国内外的学者们提出了一系列随机地震模型如 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 谱［１３⁃１４］、白噪

声［１５］、Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱［１６］和胡聿贤谱［１７］ 等地震动模型．由于 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 谱会过分地夸大低频处的能量，
为此，Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱通过在 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 谱上增加滤波方程组的方法来改善，因此 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱更加

符合实际的地震激励．目前，常用时域法和频域法对结构随机地震模型进行分析，时域法包括矩递推法［１８］、
矩方程法［１９］和时域显式法［２０］等．由于时域法中激励的协方差与响应的协方差有二重积分关系，故时域法的

应用以协方差的表达式为前提．频域法［２１⁃２２］中激励功率谱与响应功率谱之间有代数关系，随机激励模型多数

存在相应的功率谱表达式，故频域法的应用较为广泛，其中虚拟激励法［２３］ 是频域法中的典型方法．虚拟激励

法通过把平稳的随机过程转化成简谐过程的方法来达到简化计算过程的目的，但运用该方法求解谱矩的数

值积分时的求解过程较为复杂．葛新广等［２４⁃２５ ］针对上述的不足，提出用求解响应功率谱的二次分解法将谱矩

转化为模态参数与激励参数的线性组合，以获得耗能结构响应谱矩的解析解表达式，同时提高了计算精度．
为进一步研究该方法是否适于惯容减震结构的地震动响应分析及可靠度研究，本文以多自由度混联Ⅱ

型惯容系统为例，基于 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱地震动激励下惯容参数对减震效果和可靠度进行分析．首先，推导出

了在多自由度结构中每层设置混联Ⅱ型惯容系统的运动方程，通过复模态法将运动方程进行解耦，获得了结
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构位移、速度、层间位移、速度及层间剪力和位移角等响应的频域统一解．其次，基于文献［２４⁃２５］的方法，对
频率响应特征值函数和 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱功率谱密度函数进行了二次分解，并将其代入谱矩的定义式，获得

了结构位移、层间位移、惯容力等响应的 ０ ～ ２ 阶谱矩，通过具体算例验证了求解响应功率谱及谱矩的正确

性．最后，对惯容的基本参数对位移标准差的影响进行了研究，并分析了布置混联Ⅱ型惯容系统的减震效果

及结构的可靠度．

１　 运动方程的重构

设置混联Ⅱ型的惯容耗能结构，结构计算简图如图 １ 所示，在地震动加速度 ｘｇ 作用下运动方程为

　 　 Ｍｘ ＋ Ｃｘ ＋ Ｋｘ ＋ Ｆｓ ＝ － ＭＩｘｇ（ ｔ）， （１）
式中， Ｍ，Ｃ 和 Ｋ 分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵； ｘ，ｘ 和 ｘ 分别为结构位移向量、速度向量和加速度

向量， ｘ ＝ ［ｘ１ 　 ｘ２ 　 …　 ｘｎ］ Ｔ 为 ｎ × １ 阶列向量， ｘｉ 为结构第 ｉ 层相对地面的位移，ｎ 为结构楼层数； Ｆｓ ＝
［Ｆｓ，１ － Ｆｓ，２ 　 Ｆｓ，２ － Ｆｓ，３ 　 …　 Ｆｓ，ｎ－１ － Ｆｓ，ｎ 　 Ｆｓ，ｎ］ Ｔ 为 ｎ × １ 阶列向量，表示惯容力向量； Ｉ ＝ ［１　 １　 …　 １］ Ｔ

为 ｎ × １ 阶列向量．

图 １　 结构计算简图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

耗能系统中混联Ⅱ型惯容系统的首层计算简图如图 ２（ａ）所示；第 ｉ 层 （２ ≤ ｉ ≤ ｎ） 计算简图如图 ２（ｂ）
所示．

（ａ） 混联Ⅱ型惯容系统首层计算简图 （ｂ） 混联Ⅱ型惯容系统 ｉ 层计算简图

（ａ） Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＳＰＩＳ⁃Ⅱ ｉｎ ｔｈｅ １ｓｔ ｌａｙｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＳＰＩＳ⁃Ⅱ ｉｎ ｔｈｅ ｉｔｈ ｌａｙｅｒ
图 ２　 混联Ⅱ型惯容系统的计算简图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ＳＰＩＳ⁃Ⅱ

由图 ２ 可知，混联Ⅱ型惯容系统存在以下关系：

　 　
Ｆｓ，１ ＝ ｋｄ，１ｘ

－
１，１ ＝ ｃｄ，１ｘ

－
１，２ ＋ ｍｉｎ，１ｘ

－
１，２， ｘ－ １ ＝ ｘ－ １，１ ＋ ｘ－ １，２，

Ｆｓ，ｉ ＝ ｋｄ，ｉｘ
－
ｉ，１ ＝ ｃｄ，ｉｘ

－
ｉ，２ ＋ ｍｉｎ，ｉｘ

－
ｉ，２， ｘ－ ｉ － ｘ－ ｉ－１ ＝ ｘ－ ｉ，１ ＋ ｘ－ ｉ，２，

{ （２）
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式中， ｋｄ，１，ｃｄ，１ 和 ｍｉｎ，１ 分别为混联Ⅱ型惯容系统首层的刚度系数、阻尼系数和惯容系数； Ｆｓ，１ 为首层的惯容

力； ｘ－ １，１，ｘ
－
１，２ 分别为首层惯容系统中弹簧元件、阻尼元件两端的相对位移； ｘ－ １ 为首层惯容系统的相对位移；

ｋｄ，ｉ，ｃｄ，ｉ 和 ｍｉｎ，ｉ 分别为混联Ⅱ型惯容系统第 ｉ 层的刚度系数、阻尼系数和惯容系数； Ｆｓ，ｉ 为第 ｉ 层的惯容力；
ｘ－ ｉ，１，ｘ

－
ｉ，２ 分别为第 ｉ 层惯容系统中弹簧元件、阻尼元件两端的相对位移； ｘ－ ｉ 为第 ｉ 层惯容系统的相对位移．
由式（２）可知，结构中所有混联Ⅱ型惯容系统的力学关系为

　 　
Ｆｓ ＝ Ｋｄｘ

－
１ ＝ Ｃｄｘ

－
２ ＋ Ｍｉｎｘ

－
２，

ｘ－ １ ＋ ｘ－ ２ ＝ ｘ，{ （３）

式中， Ｋｄ，Ｃｄ 和 Ｍｉｎ 分别为惯容系统的刚度系数矩阵、阻尼系数矩阵和惯容系数矩阵； ｘ－ １ 为弹簧元件两端的

相对位移， ｘ－ １ ＝ ［ｘ－ １，１ 　 ｘ－ ２，１ 　 …　 ｘ－ ｎ，１］ Ｔ；ｘ－ ２ 为惯容元件两端的相对位移， ｘ－ ２ ＝ ［ｘ－ １，２ 　 ｘ－ ２，２ 　 …　 ｘ－ ｎ，２］ Ｔ ．
由式（３）得微分型本构关系为

　 　 Ｍｉｎｘ
－
２ ＋ Ｃｄｘ

－
２ ＋ Ｋｄｘ

－
２ ＝ Ｋｄｘ ． （４）

惯容耗能结构具有非比例阻尼特性，本文采用复模态法［１４］ 不能直接对运动方程式（１）进行解耦，故先

引入状态变量 Ｘ， 联立式（１）、（３）、（４）得到状态方程为

　 　 Ｘ ＝ ［ｘ　 ｘ－ ２ 　 ｘ　 ｘ－ ２］ Ｔ， （５ａ）
　 　 Ｍ１Ｘ ＋ Ｋ１Ｘ ＝ αｘｇ， （５ｂ）

式中， Ｍ１，Ｋ１ 为

　 　 Ｍ１ ＝

Ｃ Ｃｄ Ｍ Ｍｉｎ

０２ Ｃｄ ０２ Ｍｉｎ

Ｍ ０２ ０２ ０２

０２ Ｍｉｎ ０２ ０２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， Ｋ１ ＝

Ｋ ０２ ０２ ０２

－ Ｋｄ Ｋｄ ０２ ０２

０２ ０２ － Ｍ ０２

０２ ０２ ０２ － Ｍｉｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

０１ 为 ｎ × １ 阶零矩阵； ０２ 为 ｎ × ｎ 阶零矩阵．

２　 结构地震动响应解的统一表达式

式（５ｂ）中存在复特征值对角阵 ｐ 和左、右特征矩阵 Ｖ，Ｕ， 三者之间存在如下关系：

　 　 ｐ ＝
ＶＴＫ１Ｕ
ＶＴＭ１Ｕ

． （６）

根据复模态法［１４］，对状态方程（５ｂ）进行解耦，现引入复模态变换：
　 　 Ｘ ＝ Ｕｚ， （７）

式中， ｚ 为复模态广义参数．
把式（７）代入式（５ｂ），并左乘 ＶＴ， 可得

　 　 ｚ ＋
ＶＴＫ１Ｕ
ＶＴＭ１Ｕ

ｚ ＝ ηｘｇ， （８）

式中， η ＝ ＶＴα ／ （ＶＴＭ１Ｕ） ．
将式（６）代入式（８），式（８）可化简为

　 　 ｚ ＋ ｐｚ ＝ ηｘｇ ． （９）
由于 ｐ 为对角阵，式（９）的分量形式为

　 　 ｚｋ ＋ ｐｋｚｋ ＝ η ｋｘｇ，　 　 ｋ ＝ １，２，３，…，４ｎ， （１０）
式中， ｚｋ， η ｋ， ｐｋ 分别为响应分量、模态强度系数及复特征值．

根据虚拟激励法，将随机激励转化为简谐激励，进而获得结构响应功率谱密度函数的精确表达式．现引

入虚拟激励荷载：

　 　 ｘｇ（ω） ＝ Ｓ ｘ̈ｇ（ω） ｅｉωｔ， （１１）

式中， ｉ ＝ － １ ， Ｓ ｘ̈ｇ（ω） 为地震加速度 ｘｇ（ ｔ） 的功率谱密度函数．
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把式（１１）代入式（１０）：

　 　 ｚｋ（ω） ＝
η ｋ

ｐｋ ＋ ｉω
Ｓ ｘ̈ｇ（ω） ｅｉωｔ， （１２）

式中， ｚｋ（ω） 为式（１０）的频域解．
运用复模态法将重构后的运动方程转化为 ４ｎ 个线性方程（如式（１０）），通过求解每个响应量的解（式

（１２）），可得到耗能结构的动力响应．联立式（５）及式（１２），耗能结构的位移与速度频域解为

　 　 ｘｉ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
ｕｉ，ｋｚｋ（ω），　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ， （１３ａ）

　 　 ｘｉ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
ｕ２ｎ＋ｉ，ｋｚｋ（ω），　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ， （１３ｂ）

式中， ｕｉ，ｋ 为响应 ｘｉ（ω） 对应的模态系数， ｕｉ，ｋ 为右特征向量 ｕ 的第 ｉ 行第 ｋ 列元素．
结构第 ｉ 层的层间位移和层间速度频域解为

　 　 Δｘｉ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
（ｕｉ，ｋ － ｕｉ －１，ｋ） ｚｋ（ω），　 　 ｉ ＝ ２，３，４，…，ｎ， （１４ａ）

　 　 Δｘｉ（ω） ＝ ｘｉ － ｘｉ －１ ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
（ｕ２ｎ＋ｉ，ｋ － ｕ２ｎ＋ｉ－１，ｋ） ｚｋ（ω），　 　 ｉ ＝ ２，３，４，…，ｎ， （１４ｂ）

式中，首层的层间位移和层间速度分别为 Δｘ１ ＝ ｘ１（ω），Δｘ１（ω） ＝ ｘ１（ω） ； ｕｉ，ｋ － ｕｉ －１，ｋ 为层间位移的模态系
数， ｕ２ｎ＋ｉ，ｋ － ｕ２ｎ＋ｉ－１，ｋ 为层间速度的模态系数．

结构第 ｉ 层的层间剪力为

　 　 Ｖｉ（ω） ＝ ｋｉ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
（ｕｉ，ｋ － ｕｉ －１，ｋ） ｚｋ（ω）， Ｖ１（ω） ＝ ｋ１Δｘ，　 　 ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ ． （１５）

结构第 ｉ 层的层间位移角为

　 　
θ １ ＝ Δｘ１ ／ ｈ１，　 　 ｉ ＝ １，

θ ｉ（ω） ＝ １
ｈｉ
∑
４ｎ

ｋ ＝ １
ｕｉ，ｋｚｋ（ω），　 　 ｉ ＝ ２，３，４，…，ｎ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

惯容力的频域解为

　 　
Ｆ１（ω） ＝ ∑

４ｎ

ｋ ＝ １
Ｋｄ（ｕ１，ｋ － ｕｎ＋１，ｋ） ｚｋ（ω），

Ｆ ｉ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
Ｋｄ（ｕｉ，ｋ － ｕｉ －１，ｋ － ｕｎ＋ｉ，ｋ） ｚｋ（ω），　 　 ｉ ＝ ２，３，４，…，ｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

由式（１３）—（１７）可知，上述的结构响应频域解可统一表示，具体表达式为

　 　 Ｙ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
ρ ｌ，ｋｚｋ（ω）， （１８）

式中， Ｙ（ω） 为结构分量 ｚｋ（ω） 的频域统一解； ρ ｌ，ｋ 为响应分量的模态系数， ｌ ＝ １，２，３，…，７ 分别表示结构位

移、速度、结构层间位移、层间速度、层间剪力、层间位移角、惯容力．

３　 响应功率谱及谱矩计算

３．１　 结构响应功率谱

根据虚拟激励法得到结构响应功率谱密度函数为

　 　 ＳＹ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
∑
４ｎ

ｊ ＝ １
ρ ｌ，ｋρ ｌ，ｊｚｋ（ω） ｚ∗ｊ （ω）， （１９）

式中， ｚ∗ｊ （ω） 为 ｚｋ（ω） 的复共轭项．
将式（１２）代入式（１９），可得

　 　 ＳＹ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
∑
４ｎ

ｊ ＝ １
ρ ｌ，ｋρ ｌ，ｊ

η ｋ Ｓ ｘ̈ｇ（ω） ｅｉωｔ

ｐｋ － ｉω
η ｊ Ｓ ｘ̈ｇ（ω） ｅ － ｉωｔ

ｐ ｊ ＋ ｉω
＝ ＨＹ（ω）Ｓ ｘ̈ｇ（ω）， （２０）
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　 　 ＨＹ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｋ ＝ １
∑
４ｎ

ｊ ＝ １
ρ ｌ，ｋη ｋρ ｌ，ｊη ｊ

１
ｐｋ － ｉω

１
ｐ ｊ ＋ ｉω

， （２１）

式中， Ｓ ｘ̈ｇ（ω） 为 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱地震动激励功率密度函数， ＨＹ（ω） 为频率响应特征值函数，

　 　 ＨＹ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｊ ＝ １
（ρ ｌ，ｊη ｊ） ２ １

ｐ ｊ ＋ ｉω
１

ｐ ｊ － ｉω
＋

　 　 　 　 ∑
４ｎ－１

ｋ ＝ １
∑
４ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
ρ ｌ，ｋη ｋρ ｌ，ｊη ｊ

１
ｐｋ ＋ ｉω

１
ｐ ｊ － ｉω

＋ １
ｐ ｊ ＋ ｉω

１
ｐｋ － ｉω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

式（２２）简化为

　 　 ＨＹ（ω） ＝ ∑
４ｎ

ｊ ＝ １

（ρ ｌ，ｊη ｊ） ２

ｐ２
ｊ ＋ ω ２

＋ ２∑
４ｎ－１

ｋ ＝ １
∑
４ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１

ρ ｌ，ｋη ｋρ ｌ，ｊη ｊ

ｐｋ ＋ ｐ ｊ

ｐ ｊ

ｐ２
ｊ ＋ ω ２

＋
ｐｋ

ｐ２
ｋ ＋ ω ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２３）

Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱激励的功率谱密度函数为

　 　 Ｓ ｘ̈ｇ（ω） ＝ ω ４

（ω ２
ｈ － ω ２） ２ ＋ ４ξ ２

ｈω ２
ｈω ２

ω ４
ｇ ＋ ４ξ ２

ｇω ２
ｇω ２

（ω ２
ｇ － ω ２） ２ ＋ ４ξ ２

ｇω ２
ｇω ２ Ｓ０， （２４）

式中， ξ ｇ 为第一滤波场地土的阻尼比， ω ｇ 为卓越频率； ξ ｈ 为第二滤波场地土的阻尼比； ω ｈ 为卓越频率．利用

留数定律对 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱的功率谱密度函数式（２４）简化，获得 Ｓ ｘ̈ｇ（ω） 的二次分解式为

　 　 Ｓ ｘ̈ｇ（ω） ＝ Ｓ０∑
２

ｒ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １
１ －

ｃｈ，ｋ
ω ２ ＋ ω ２

ｈ，ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃｇ，ｒ
ω ２ ＋ ω ２

ｇ，ｒ

， （２５）

式中

　 　 ω ２
ｈ，ｋ ＝ － ω－ ２

ｈ，ｋ 　 　 （ｋ ＝ １，２）； ω－ ２
ｈ，１ ＝ （１ － ２ξ ２

ｈ）ω ２
ｈ ＋ ２ω ２

ｈξ ｈ ξ ２
ｈ － １ ； ω－ ２

ｈ，２ ＝ ｃｏｎｊ（ω－ ２
ｈ，１）；

　 　 ω ２
ｇ，ｒ ＝ － ω－ ２

ｇ，ｒ 　 　 （ ｒ ＝ １，２）； ω－ ２
ｇ，１ ＝ （１ － ２ξ ２

ｇ）ω ２
ｇ ＋ ２ω ２

ｇξ ｇ ξ ２
ｇ － １ ； ω－ ２

ｇ，２ ＝ ｃｏｎｊ（ω－ ２
ｇ，１）；

　 　 ｃｈ，１ ＝
ω ４

ｈ ＋ ２ω ２
ｈω ２

ｈ，１（２ξ ２
ｈ － １）

ω－ ２
ｈ，１ － ω－ ２

ｈ，２

； ｃｈ，２ ＝ ｃｏｎｊ（ｃｈ，１）；

　 　 ｃｇ，１ ＝
ω ４

ｇ ＋ ４ξ ２
ｇω ２

ｇω ２
ｇ，１

ω－ ２
ｇ，１ － ω－ ２

ｇ，２

； ｃｇ，２ ＝ ｃｏｎｊ（ｃｇ，１）；

其中 ｃｏｎｊ（·）表示复共轭项．
由式（２０）、（２３）及（２５），结构地震动响应的功率谱 ＳＹ（ω） 可表示为

　 　 ＳＹ（ω） ＝ Ｓ０∑
４ｎ

ｊ ＝ １
（ρ ｌ，ｊη ｊ） ２Ａ ｊ（ω） ＋ ２Ｓ０∑

４ｎ－１

ｋ ＝ １
∑
４ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１

ρ ｌ，ｋη ｋρ ｌ，ｊη ｊ

ｐ ｊ ＋ ｐｋ
ｐ ｊＡ ｊ（ω） ＋ ｐｋＡｋ（ω）( ) ， （２６）

式中

　 　 Ａ ｊ（ω） ＝ Ｓ０∑
２

ｒ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １

ｃｇ，ｒ
ω ２ ＋ ω ２

ｇ，ｒ

１ －
ｃｈ，ｋ

ω ２ ＋ ω ２
ｈ，ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｐ２
ｊ ＋ ω ２ ． （２７）

由式（２７）可知，响应功率谱 ＳＹ（ω） 可表示为复特征值 ｐｋ、 模态系数 ρ ｋ、 模态响应功率谱 Ａ ｊ（ω） 和模态

强度系数 η ｋ 的线性组合．
３．２　 地震动响应谱矩

地震动响应 ０～２ 阶谱矩的定义为

　 　 αＹ，ｑ ＝ ２ ∫∞
０
ω ｑＳＨ（ω）ｄω，　 　 ｑ ＝ ０，１，２． （２８）

将式（２６）代入式（２８），并令 ｑ ＝ ０，１， 可获得相应的 ０ 阶、１ 阶谱矩，具体表达式为

　 　 αＹ，ｑ ＝ ２Ｓ０ ∑
４ｎ

ｊ ＝ １
ρ ｌ，ｊη ２

ｊ Ｔｑ
ｊ ＋ ２∑

４ｎ－１

ｊ ＝ １
∑
４ｎ

ｋ ＝ ｊ＋１

ρ ｌ，ｋη ｋρ ｌ，ｊη ｊ

ｐｋ ＋ ｐ ｊ
ｐ ｊＴｑ

ｊ ＋ ｐｋＴｑ
ｋ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２９）

式中， Ｔｑ
ｊ ＝ ∫∞

０
ω ｑＡ ｊ（ω）ｄω ．

将 ｑ ＝ ０ 及 ｑ ＝ １ 分别代入式（２９）中，可获得 Ｔ ０
ｊ ，Ｔ１

ｊ 的值：
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Ｔ ０
ｊ ＝ π

２ {∑
２

ｒ ＝ １
ｃｇ，ｒ［（ｐ ｊ ＋ ω ｇ，ｒ）ω ｇ，ｒｐ ｊ］

－１ － ∑
２

ｒ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １

ｃｈ，ｋｃｇ，ｒ
ω ２

ｈ，ｋ － ω ２
ｇ，ｒ

×

　 　 ［（ω ｇ，ｒｐ２
ｊ ＋ ω ２

ｇ，ｒｐ ｊ）
－１ － （ω ｈ，ｋｐ２

ｊ ＋ ω ２
ｈ，ｋｐ ｊ）

－１］Ｓ０ } ，

Ｔ１
ｊ ＝ １

２ {∑
２

ｒ ＝ １
ｃｇ，ｒ（ｌｎ ｐ２

ｊ － ｌｎ ω ２
ｇ，ｒ）（ｐ２

ｊ － ω ２
ｇ，ｒ）

－１ － ∑
２

ｒ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １

ｃｈ，ｒｃｇ，ｋ
２（ω ２

ｈ，ｋ － ω ２
ｇ，ｒ）

×

　 　 ［（ｌｎ ｐ２
ｊ － ｌｎ ω ２

ｈ，ｒ）（ｐ２
ｊ － ω ２

ｈ，ｒ）
－１ － （ｌｎ ｐ２

ｊ － ｌｎ ω ２
ｇ，ｋ）（ｐ２

ｊ － ω ２
ｇ，ｋ）

－１］ } ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３０）

式中， Ｔ ０
ｊ ，Ｔ１

ｊ 与复特征值及激励参数有关．由于复特征值和激励参数已知，则式（３０）可得到 Ｔｑ
ｊ 模态谱矩的解

析解．
根据随机振动理论［２１］，２ 阶谱矩的具体表达式如下：

　 　
αＹ，０ ＝ σ ２

Ｙ，

αＹ，２ ＝ σ ２
Ｙ，

{ （３１）

式中， Ｙ ＝ ｄＹ
ｄｔ

．

４　 算　 　 　 例

一栋 １６ 层的混凝土结构，抗震设防烈度为 ８ 度，场地类别为Ⅱ类场地，场地土为中等土．其 １ 层为门厅，
２、３ 层用于休闲娱乐等功能，其余楼层用于住宅．１ 层层高 ４．２ ｍ，２、３ 层层高 ３．５ ｍ，４～１６ 层层高 ３ ｍ；１ 层质

量 ５．５×１０５ ｋｇ，２、３ 层质量 ４．５×１０５ ｋｇ，４～１６ 层质量为 ３×１０５ ｋｇ；１ 层抗侧刚度 ３．５×１０８ Ｎ ／ ｍ，２、３ 层的抗侧刚

度为 ２．６×１０８ Ｎ ／ ｍ，４～１６ 层抗侧刚度为 １．６７×１０８ Ｎ ／ ｍ；结构阻尼比 ζ 为 ０．０５，主体结构的阻尼依据 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
阻尼分析，即 Ｃ ＝ ａＭ ＋ ｂＫ， 其中 ａ，ｂ 为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼常数， ａ ＝ ２ω １ω ２ζ ／ ω １ ＋ ω ２， ｂ ＝ ２ζ ／ ω １ ＋ ω ２， ω １ 为结

构的第一自振频率， ω １ ＝ ２．４２１ ７ ｒａｄ ／ ｓ， ω ２ 为结构的第二自振频率， ω ２ ＝ ７．１００ ４ ｒａｄ ／ ｓ ．
Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱的主要参数为

　 　 ω ｇ ＝ １５．７１ ｒａｄ ／ ｓ， ω ｈ ＝ ０．１５ω ｇ， Ｓ０ ＝ ２．３１７ × １０ －３ ｍ２ ／ ｓ３， ξ ｇ ＝ ０．７２， ξ ｈ ＝ ０．７２．
根据文献［３］拟合得到 μｍ ＝ ０．３５２ ７，μ κ ＝ ０．０６５ ７１，μ ξ ＝ ０．０８２ ８８．由式（３２）—（３４）可知，惯容系统参数

ｍｉｎ，ｋｄ 和 ｃｄ 与结构质量系数 ｍ 有关，由于 ４～１６ 层为结构的标准层，以结构标准层为依据进行计算，求得 ｍｉｎ

＝ １．９４ × １０４ ｋｇ， ｋｄ ＝ ２．３ × １０７ Ｎ ／ ｍ， ｃｄ ＝ ２．４３ × １０４ Ｎ·ｓ ／ ｍ，且各层惯容系统的参数值相同：
　 　 μｍ ＝ ｍｉｎ ／ ｍ， （３２）
　 　 μ κ ＝ ｋｄ ／ （ｍω ２

０）， （３３）
　 　 μ ξ ＝ ｃｄ ／ （２ζｍω ０）， （３４）

　 　 μω ＝ ω ｉｎ ／ ω ０，　 　 ω ｉｎ ＝ ｋｄ ／ ｍｉｎ ， （３５）
式中， ｍ 为主体结构标准层质量， ω ０ 为主体结构第一阶自振圆频率， μｍ 为惯容系统的惯质比， μ κ 为惯容系

统的刚度比， μ ξ 为惯容系统的阻尼比， μω 为惯容系统的频率比， ｍｉｎ 为惯容系统的惯容系数， ｃｄ 为惯容系统

的阻尼系数， ｋｄ 为惯容系统的刚度系数．
４．１　 结构响应功率谱对比

为验证本文方法得到的各响应量功率谱式（２６）的正确性，将其与虚拟激励法公式（Ａ５）、（Ａ６）进行对

比，虚拟激励法分析过程见附录 Ａ ．Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱模型下的功率谱密度函数为式（２４），在求解各响应量

功率谱式（２６）时，首先对式（２４）进行二次分解，见式（２５），故将其与式（２４）进行对比验证，如图 ３ 所示．由图

３ 可知，本文对 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱模型的二次分解与式（２４）的曲线完全重合，验证了式（２５）的正确性．将各

响应量功率谱式（２６）与式（Ａ５）、（Ａ６）对比得到图 ４—６．由图 ４—６ 可知两种方法得到的结构位移、结构层间

位移以及层间剪力功率谱曲线图形相同，验证了本文所求式（２６）的正确性．
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图 ３　 地震加速度功率谱

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｅｉｓｍｉｃ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ
图 ４　 结构位移功率谱

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ

图 ５　 结构层间位移功率谱

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｉｎｔｅｒ⁃ｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ
图 ６　 层间剪力功率谱

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｉｎｔｅｒ⁃ｌａｙｅｒ ｓｈｅａｒ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

４．２　 结构和阻尼器的响应谱矩

本文为验证响应谱矩解析解式（２８）—（３１）的正确性，将其与虚拟激励法公式（Ａ７）进行对比．由式（Ａ７）
可知，虚拟激励法求解响应谱矩时对响应功率谱 ＳＨ（ω） 在［０，∞ ］内进行积分，本文将取 ４ 种积分步长， Δω
依次取 １．０ ｒａｄ ／ ｓ，０．５ ｒａｄ ／ ｓ，０．２５ ｒａｄ ／ ｓ，０．０１ ｒａｄ ／ ｓ ．将式（２８）—（３１）与虚拟激励法公式（Ａ７）在 ４ 种不同积分

步长下的谱矩进行对比，如图 ７—１４ 所示．
图 ７—９ 分别为位移 ０～２ 阶谱矩．虚拟激励法在积分步长为 ０．５ 时得到的顶层位移 ０ 阶和 １ 阶谱矩与本

文方法获得的 ０ 阶和 １ 阶谱矩相差最大，差值分别为 ２．５５×１０－３ ｍ２，６．１６×１０－３ ｍ２ ／ ｓ；虚拟激励法在积分步长

为 １ 时得到的顶层位移 ２ 阶谱矩与本文方法获得的 ２ 阶谱矩相差最大，差值为 １．６１×１０－２ ｍ２ ／ ｓ２ ．图 １０—１２ 分

别为层间位移 ０～２ 阶谱矩．虚拟激励法在积分步长为 ０．５ 时得到的第四层层间位移 ０ 阶谱矩与本文方法获

得的 ０ 阶谱矩相差最大，差值为 ２．４５×１０－５ ｍ２；虚拟激励法在积分步长为 １ 时得到的第 ４ 层层间位移 １ 阶和

２ 阶谱矩与本文方法获得的 １ 阶和 ２ 阶谱矩相差最大，差值分别为 ６．４４×１０－５ ｍ２ ／ ｓ，２．４８×１０－４ ｍ２ ／ ｓ２ ．图 １３、１４
分别为惯容力 ０ 阶和 ２ 阶谱矩．虚拟激励法在积分步长为 ０．５ 时得到的顶层惯容力 ０ 阶和 ２ 阶谱矩与本文方

法得到的 ０ 阶和 ２ 阶谱矩相差最大，差值分别为 ２．３×１０－４ ｍ２，７×１０－４ ｍ２ ／ ｓ２ ．
对比图 ７—１４ 中各工况曲线可知，本文方法与虚拟激励法在积分步长 Δω ＝ ０．０１ 时的工况曲线基本一

致，验证了本文方法所获得结构和阻尼器的响应谱矩的正确性．由式（Ａ７）知，虚拟激励法求谱矩时受积分步

长的影响，本文方法不受积分步长影响且计算精度较高．
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图 ７　 位移 ０ 阶谱矩

Ｆｉｇ． ７　 Ｚｅｒｏ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
图 ８　 位移 １ 阶谱矩

Ｆｉｇ． ８　 Ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

图 ９　 位移 ２ 阶谱矩

Ｆｉｇ． ９　 Ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
图 １０　 层间位移 ０ 阶谱矩

Ｆｉｇ． １０　 Ｚｅｒｏ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

图 １１　 层间位移 １ 阶谱矩

Ｆｉｇ． １１　 Ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
图 １２　 层间位移 ２ 阶谱矩

Ｆｉｇ． １２　 Ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

４．３　 惯容参数影响分析

根据式（３２）—（３５）分析惯容系统的惯质比 μｍ、频率比 μω、阻尼比 μ ξ 对结构顶层位移标准差的影响．惯
质比、频率比和阻尼比属于无量纲的参数，具有通用性并基于文献［２６⁃２７］进行优化取值，其中惯质比 μｍ 的

取值范围为 ０．０１～０．１，频率比 μω 的取值范围为 ０．２～２．０，阻尼比 μ ξ 的取值范围为 ０．５～５．０，其中各点的间矩
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为 Δμｍ ＝ ０．００５，Δμω ＝ ０．１，Δμ ξ ＝ ０．２５．图 １５—１７ 给出了确定一个参数分别讨论顶层位移标准差在其他两参

数影响下的变化趋势．由图 １５ 可知：顶层位移标准差随着 μｍ 的增大而逐渐减小，当 μω ＝ １．０ 时，顶层位移标

准差随着 μ ξ 取值的逐渐增大减震效果越明显．由图 １６ 可知：当 μｍ 和 μ ξ 一定时，顶层位移标准差随着 μω 的

变化基本相同，在 ０．２≤ μω ≤０．４ 范围内变化趋于稳定，当 ０．４≤ μω 时，随着 μω 的增大减震效果相对明显．由
图 １７ 可知，顶层位移标准差随着 μ ξ 的增大而逐渐减小，当 μω ＝ １．０，μｍ ＝ ０．０３ 时，顶层位移标准差随着 μ ξ 的

增大而减小．综上所述，惯容系统的惯质比 μｍ ＝ ０．０３，频率比 μω ＝ １．０，阻尼比 μ ξ ＝ １．２ 时的结构顶层位移标

准差最小．

图 １３　 惯容力 ０ 阶谱矩

Ｆｉｇ． １３　 Ｚｅｒｏ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｆｏｒｃｅｓ

图 １４　 惯容力 ２ 阶谱矩

Ｆｉｇ． １４　 Ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｆｏｒｃｅｓ

（ａ） μω ＝ １．０ （ｂ） μ ξ ＝ １．２

图 １５　 质量比 μｍ 对结构位移的影响

Ｆｉｇ． １５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ μｍ ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

４．４　 惯容系统减震效果及可靠度分析

为验证设置混联Ⅱ型惯容系统能够提高结构减震性能，我们对设置惯容系统与未设置惯容系统的绝对

位移标准差和层间位移标准差进行对比分析．由图 １８ 可知，设置混联Ⅱ型惯容系统能有效地提高减震效果．
由图 １８（ａ）可知，设置混联Ⅱ型惯容系统在顶层相较于未设置时结构位移标准差最大，顶层的减震效果最

好，其减震率达到 ７５％．由图 １８（ｂ）对比可知，在第 ４ 层时层间位移标准差的差值最大，第 ４ 层的减震率为

３７％，且结构每层的减震率都高于 ３５％．由此表明，设置混联Ⅱ型惯容系统可有效降低结构响应且具有良好

的减震效果．
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（ａ） μｍ ＝ ０．０３ （ｂ） μ ξ ＝ １．２

图 １６　 频率比 μω 对结构位移的影响

Ｆｉｇ． １６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｔｉｏ μω ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

（ａ） μｍ ＝ ０．０３ （ｂ） μω ＝ １．０

图 １７　 阻尼比 μ ξ 对结构位移的影响

Ｆｉｇ． １７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ μ ξ ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

（ａ） 绝对位移对比 （ｂ） 层间位移对比

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
图 １８　 设置与未设置混联Ⅱ型惯容系统对比

Ｆｉｇ． １８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＳＰＩＳ⁃Ⅱ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｅｔｔｉｎｇ
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　 　 根据 Ｖａｎｍａｒｃｋｅ 提出的平稳激励下动力可靠度［２８］灾变函数理论公式为

　 　 Ｒ（ｂ） ＝ －
σ Ｙ

πσ Ｙ
ｅｘｐ － ｂ２

２σ ２
Ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ － ｅｘｐ［ － ０．５π （ｑＹ） １．２ｂ ／ σ Ｙ］
１ － ｅｘｐ［ － ０．５ （ｂ ／ σ Ｙ） ２］

， （３６）

式中， ｂ 为位移响应给定的安全界限值， ｑＹ 为谱参数，

　 　 ｑＹ ＝ １ －
α２

Ｙ，１

α２
Ｙ，０α２

Ｙ，２

． （３７）

构件动力可靠度为

　 　 ＰＹ，ｓ ＝ ｅｘｐ［ＴＲ（ｂ）］， （３８）
式中， Ｔ 为随机动荷载的一次激励时间．

对混联Ⅱ型惯容系统结构进行动力可靠度分析， 设定结构在地震动激励作用下的层间位移的取值为

ｈ ／ ５５０，随机地震动激励时间 Ｔ 为 １５ ｓ，结合式（２８）—（３１），通过式（３６）—（３８）计算结构各楼层的动力可靠

度，如表 １ 所示．由表可知位移 ０～２ 阶谱矩都在第 ４ 层值最大，从第 ４ 层开始随着楼层的升高层间位移逐渐

减小，故从第 ４ 层开始结构动力可靠度随楼层的升高可靠度逐渐变大，耗能减震效果也随楼层逐步提升．
表 １　 结构动力可靠度

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

ｆｌｏｏｒ
ｚｅｒｏ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔ

／ （１０－５·ｍ２）

１ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔ

／ （１０－５·ｍ２·ｓ－１）

２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔ

／ （１０－４·ｍ２·ｓ－２）
ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

１ １．２８９ ８９ ５．３０７ ９２ ４．３３６ ７０ ０．９９９ ９９９ ９９

２ ２．１７２ ０１ ８．０８２ １６ ５．４６４ ３６ ０．９９６ ７４５ ３４

３ １．９７７ ０２ ６．５５４ ７１ ３．７１５ ５４ ０．９９８ ２８１ ８３

４ ４．３５０ ０１ １３．２５６ ９ ６．５１５ ６５ ０．９８７ ５９７ １９

５ ４．０３３ ２０ １１．９３３ ６ ５．５３８ １９ ０．９９３ ３１７ ２８

６ ３．７０１ ０３ １０．８８０ ３ ４．９８０ １６ ０．９９６ ９５３ ２８

７ ３．３７０ ７６ １０．０８３ ５ ４．６８６ ８９ ０．９９８ ８９６ ３４

８ ３．０４６ ６４ ９．４７０ ３４ ４．５３７ ０６ ０．９９９ ７２０ ９８

９ ２．７２５ ９８ ８．９５３ ３１ ４．４３７ ６７ ０．９９９ ９６０ ０７

１０ ２．４０４ ８０ ８．４８０ ５５ ４．３６０ ３８ ０．９９９ ９９７ ７０

１１ ２．０７９ １３ ８．０４３ ３０ ４．３６６ ７７ ０．９９９ ９９９ ９７

１２ １．７４０ ３１ ７．５９４ ７９ ４．５３１ ２３ ０．９９９ ９９９ ９９

１３ １．３７０ １８ ６．９０７ １１ ４．７１６ ５４ １

１４ ０．９５２ ４６ ５．５６７ ５０ ４．３９９ ７６ １

１５ ０．５１０ ７９ ３．３８６ ２９ ３．０２６ ７９ １

１６ ０．１４５ ５２ １．０４８ ２４ １．０１４ ５４ １

５　 结　 　 论

本文基于 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱随机地震激励作用下设置混联Ⅱ型惯容系统的耗能结构，进行了地震动响

应及减震性能分析的研究．同时探究了惯容参数对位移标准差的影响，并对设置混联Ⅱ型惯容系统的减震效

果和可靠度进行了分析，所得结论如下：
１） 本文在 ｎ 层结构中设置混联Ⅱ型惯容系统，根据 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理推导出多自由度惯容耗能结构运动

方程的表达式并对其进行重构，运用复模态法对其解耦，进而计算出耗能结构的统一表达式．基于功率谱二

次分解法，给出了多自由度惯容耗能结构在 Ｃｌｏｕｇｈ⁃Ｐｅｎｚｉｅｎ 谱下的平稳地震动响应谱矩的简明解析解．
２） 本文将获得的谱矩解析解与虚拟激励法在 ４ 种不同积分步长下的数值解进行了对比，表明相对虚拟

激励法是要不断通过试算提高精度的方法，本文的方法更为简单，且具有较高的精度．
３） 惯容系统参数对结构体系的减震效果的特点： 频率比不变时， 随着阻尼比和质量比的增大， 减震性

能逐渐增强； 阻尼比不变时， 随着质量比和频率比的增大， 减震性能逐渐增强； 质量比不变时， 随着阻尼比
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和频率比的增大， 减震性能逐渐增强； 当阻尼比或质量比不变时， 当频率比大于 ０．４ 后， 频率比变大减震效

果越好．
４） 通过有无控结构的减震性能和动力可靠度分析表明，设置混联Ⅱ型惯容系统能整体提升结构的抗震

性能及动力可靠度．

附录 Ａ　 耗能结构响应谱矩的虚拟激励法

对式（１）、式（３）进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换：

　 　 － Ｍω２ｘ（ω） ＋ ｉＣωｘ（ω） ＋ Ｋｘ（ω） ＋ ＦＳ（ω） ＝ － ＭＩ Ｓｘ̈ｇ
（ω） ｅｉωｔ， （Ａ１ａ）

　 　 ＦＳ（ω） ＝ Ｋｄｘ１（ω） ＝ ｉωＣｄｘ２（ω） － ω２Ｍｉｎｘ２（ω）， （Ａ１ｂ）
　 　 ｘ（ω） ＝ ｘ１（ω） ＋ ｘ２（ω）， （Ａ１ｃ）

式中， ｉ ＝ － １ ．
由式（Ａ１ｂ）、（Ａ１ｃ）得到

　 　 ｘ１（ω） ＝ Ｋ －１
ｄ ＦＳ（ω）， （Ａ２ａ）

　 　 ｘ２（ω） ＝ （ｉωＣｄ － ω２Ｍｉｎ）
－１ＦＳ（ω） ． （Ａ２ｂ）

把式（Ａ２）代入式（Ａ１ｂ），可得

　 　 ＦＳ（ω） ＝ ｘ（ω）
ＤＦＳ

（ω）
， （Ａ３）

式中， ＤＦＳ
（ω） ＝

Ｋｄ（ｉωＣｄ － ω２Ｍｉｎ）
Ｋｄ ＋ ｉωＣｄ － ω２Ｍｉｎ

．

将式（Ａ３）代入式（Ａ１ａ），可得到结构位移为

　 　 ｘ（ω） ＝ ＭＩｅｉωｔ

Ｈｘ（ω）
Ｓｘ̈ｇ

（ω） ， （Ａ４）

式中， Ｈｘ（ω） ＝ － Ｍω２ ＋ ｉωＣ ＋ Ｋ ＋ ＤＦＳ
（ω） ．

结构位移的功率谱为

　 　 Ｓｘ（ω） ＝ ＭＩ × ＭＩ
Ｈｘ（ｉω）Ｈ∗

ｘ （ｉω）
Ｓｘ̈ｇ

（ｉω）， （Ａ５）

式中， Ｓｘ（ω） 为 ｘ 的功率谱密度函数， Ｈ∗
ｘ （ｉω） 为 Ｈｘ（ｉω） 的共轭项．

速度的功率谱为

　 　 Ｓｘ·（ω） ＝ ω２Ｓｘ（ω） ． （Ａ６）
层间剪力、层间位移角等响应可依据位移及速度的功率谱进行求解．

将式（Ａ４）代入谱矩计算公式，可得到绝对位移 ０～２ 阶谱矩为

　 　 α Ｓ ＝ ２ ∫∞
０
ω ｑＳｘ（ω）ｄω，　 　 ｑ ＝ ０，１，２． （Ａ７）
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