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摘要：　 构造了一种基于带有位移参数 θ 的广义向后差分公式（广义 ＢＤＦ２⁃θ）的有限元（ＦＥ）方法，用于求解非线性

时间分布阶双曲波动方程．时间方向由广义 ＢＤＦ２⁃θ 近似进一步得到 ＦＥ 全离散格式．将具有高阶时间导数的模型转

化为包括两个低阶方程的耦合系统．证明了格式的稳定性以及两个函数 ｕ和 ｐ的最优误差估计结果．最后，通过数值

算例验证了格式的可行性和有效性．
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０　 引　 　 言

与传统的整数阶微分方程相比，分数阶微分方程可以更好地描述具有记忆和遗传特性的材料和过程．其
中时间分数阶波动方程在许多实际应用中发挥着重要作用．因此，越来越多的学者开始研究这类问题的数值

方法和解析方法．数值方法主要包括有限元（ＦＥ）法［１⁃３］、 有限差分法［４⁃１２］、 谱方法、 无网格法［１３］、 小波

法［１４］、 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ 方法［１５］以及其他方法［１６］ ．
然而，分数阶的参数是固定的，具有固定的记忆特性和非局部特征．因此，单一分数阶导数无法充分描述

扩散指数随时间变化的异常扩散问题．为了克服这一缺陷，多项分数阶偏微分方程逐渐被发展成为一种有效

的替代工具．作为单一分数阶微分方程的进一步改进，多项分数阶偏微分方程仍然具有有限的记忆特性和非

局部性的特点．因此，学者们考虑在一定范围内对导数的阶数进行积分，由此引入了分布阶导数．分布阶模型

比分数阶模型更适合描述复杂的动力系统．分布阶偏微分方程可视为单项和多项分数阶偏微分方程的推广，
可用于描述单项和多项分数阶微分方程无法描绘的过程，如缓速亚扩散和加速超扩散等过程［１７⁃２６］ ．目前，分
布阶偏微分方程已在许多领域发挥着重要作用，并成为国际学术界的热门研究课题．

分布阶波动方程可以很好地描绘物理学、工程学等多个领域的问题，因此学者们研究了多种求解分布阶

波动方程的数值解法，并取得了一些成效．２０１１ 年，Ａｔａｎａｃｋｏｖｉｃ 等［２７］ 利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法讨论了分布阶时

间分数阶波动方程．２０１３ 年，Ｇｏｒｅｎｆｌｏ 等［２８］讨论了分布阶时间分数阶波动方程的基本解．２０１５ 年，Ｙｅ 等［２９］ 分

析了分布阶时间分数阶扩散波动方程的紧差分方法．２０１６ 年，Ｇａｏ 等［３０］ 建立了两种交替方向隐式差分方法

数值求解一类二维时间分布阶波动方程．２０１８ 年，Ｔｏｍｏｖｓｋｉ 等［３１］ 利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法，求解了广义

分布阶波动方程；Ｈｅｎｄｙ 等［３２］用线性化紧差分方法讨论了一类非线性分布阶扩散波方程；Ｄｅｈｇｈａｎ 等［３３］ 提

出了一种基于谱元法的新数值格式，用于模拟分布阶阻尼扩散波动方程；Ｌｉ 等［３４］ 介绍并分析了具有 Ｎｅｕ⁃
ｍａｎｎ 边界条件的分布阶时间分数阶扩散波动方程的块中心有限差分法．２０２０ 年，Ｊａｎｎｏ 等［３５］考虑了包含 Ｃａ⁃
ｐｕｔｏ 时间分数阶导数的扩散和波动方程的两个逆问题．２０２３ 年，Ｅｎｇｓｔｒöｍ 等［３６］利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换讨论了分布

阶时间分数阶扩散波方程的数值解法．
广义 ＢＤＦ２⁃θ 近似公式是由 Ｙｉｎ 等在文献［３７］中提出的，其引入了一个可以变化的参数 θ，是传统 ＢＤＦ２

公式的扩展．根据上述文献可以看出，关于分布阶时间分数阶波动方程的研究还相对较少．特别地，我们还未

看到利用基于广义 ＢＤＦ２⁃θ 近似公式的 ＦＥ 方法数值求解分布阶时间分数阶双曲波动方程的研究．因此，本文

提出了一种利用广义 ＢＤＦ２⁃θ 近似公式求解非线性时间分布阶双曲波动方程的 ＦＥ 方法，并证明了其稳定

性，然后推导了先验误差估计．最后，我们通过数值模拟验证了算法的有效性和计算效率．
本文中，我们考虑如下非线性时间分布阶双曲波动方程：

　 　

ｕｔｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ Ｄω，β
ｔ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） － Δｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｇ（ｘ，ｙ，ｔ），　 　 （ｘ，ｙ） ∈ Ω， ｔ ∈ Ｊ，

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ ∂Ω， ｔ ∈ Ｊ，
ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ ϕ（ｘ，ｙ）， （ｘ，ｙ） ∈ Ω ∪ ∂Ω，
ｕｔ（ｘ，ｙ，０） ＝ φ（ｘ，ｙ）， （ｘ，ｙ） ∈ Ω ∪ ∂Ω，

ì
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（１）

其中 Ω ＝ （ａ，ｂ） × （ｃ，ｄ），边界 ∂Ω 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的； Ｊ ＝ （０，Ｔ］ 是时间区间；非线性项 ｆ（ｕ） 满足 ｜ ｆ（ｕ） －
ｆ（ｖ） ｜ ≤ Ｌ ｜ ｕ － ｖ ｜ ， 其中 Ｌ ＞ ０ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常量； ϕ（ｘ，ｙ） 和 φ（ｘ，ｙ） 是两个给定的函数．

定义

　 　 Ｄω，β
ｔ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∫２

３ ／ ２
ω（β） Ｃ

０Ｄβ
ｔ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄβ， （２）

其中

　 　 Ｃ
０Ｄβ

ｔ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
Γ（２ － β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） －β ＋１ ∂２ｕ（ ｓ）

∂ｓ２
ｄｓ，　 　 ３

２
＜ β ＜ ２， （３）

同时 ω（β） ≥ ０，∫２
３ ／ ２
ω（β）ｄβ ＝ Ｃ０ ＞ ０．

本文的主要结构如下：在第 １ 节中，我们给出了预备知识；第 ２ 节中，我们推导了基于广义 ＢＤＦ２⁃θ 公式
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的 ＦＥ 数值格式；在第 ３ 节中，我们分析了格式的稳定性；在第 ４ 节中，我们讨论了两个函数的最优误差估计；
在第 ５ 节中，我们给出了数值算例来验证结果的正确性；第 ６ 节给出了本文的结论和未来的工作方向．

１　 预 备 知 识

引入记号 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ … ＜ ｔＮ ＝ Ｔ， 其中 Ｎ 是正整数， τ ＝ Ｔ ／ Ｎ 是时间步长，且 ｔｎ ＝ ｎτ（ｎ ＝ ０，１，

２，…，Ｎ） ．定义 β ｒ ＝ ｒΔβ ＋ β ０（ ｒ ＝ ０，１，２，…，Ｋ） 属于区间 ［３ ／ ２，２］ ， 其中 Δβ ＝ １ ／ （２Ｋ） 且 ３ ／ ２ ≤ β ０ ＜ β １ ＜
β ２ ＜ … ＜ βＫ ≤ ２．对于［０，Ｔ］ 中的光滑函数 ψ， 记 ψ ｎ ＝ ψ（ ｔｎ） ．

定义 Ｈｍ（Ω）， Ｌ∞（Ω）， Ｌ２（Ω） 和‖·‖ｍ， ‖·‖∞ ， ‖·‖分别是传统的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间和相应的范数．Ｌ２（Ω）
下的内积记为（·，·） ．对于 ｈ ＞ ０，定义 Ｖｈ ⊂ Ｈ１

０（Ω） 是有限维子空间．为了进一步研究，我们给出如下引理．
引理 １［３８］ 　 当 ｗ（ ｔ） ∈ Ｃ３［０，Ｔ］ 时， ∀θ ∈ ［０，１ ／ ２］，在 ｔｎ－θ 处，有

　 　 ∂ｖ
∂ｔ

（ ｔｎ－θ） ＝
∂ｔ［ｖｎ

－θ］ ＋ Ｅｎ－θ
１ ，　 　 ｎ ≥ ２，

ｖ１ － ｖ０

τ
＋ Ｅ１－θ

１ ， ｎ ＝ １，

ì

î

í

ïï

ïï

（４）

其中

　 　 ∂ｔ［ｖｎ
－θ］ ≜ （３ － ２θ）ｖｎ － （４ － ４θ） ｖｎ－１ ＋ （１ － ２θ）ｖｎ－２

２τ
，

同时 Ｅｎ－θ
１ ＝ Ｏ（τ ２），Ｅ１－θ

１ ＝ Ｏ（τ） ．
引理 ２［３８］ 　 当 ｖ（ ｔ） ∈ Ｃ２［０，Ｔ］ 时， ∀θ ∈ ［０，１ ／ ２］， 在 ｔｎ－θ 处， 有

　 　 ｖ（ ｔｎ－θ） ＝ （１ － θ）ｖｎ ＋ θｖｎ－１ ＋ Ｅｎ－θ
２ ≜ ｖｎ－θ ＋ Ｅｎ－θ

２ ， （５）
且

　 　 ｆ（ｖ（ ｔｎ－θ）） ＝ （２ － θ） ｆ（ｖｎ－１） － （１ － θ） ｆ（ｖｎ－２） ＋ Ｅｎ－θ
３ ， （６）

其中 Ｅｎ－θ
２ ＝ Ｏ（τ ２），Ｅｎ－θ

３ ＝ Ｏ（τ ２） ．
引理 ３［３９］ 　 令 ｓ（γ） ∈ Ｃ２［３ ／ ２，２］， γ ｋ ＝ （β ｋ ＋ β ｋ－１） ／ ２，ｋ ＝ １，２，…，Ｋ 且 Δγ ＝ １ ／ （２Ｋ）， 可得到

　 　 ∫２
３ ／ ２
ｓ（γ）ｄγ ＝ Δγ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｓ（γ ｋ） － Δγ ２

２４
ｓ（２）（ζ），　 　 ζ ∈ ３

２
，２æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （７）

引理 ４［３７］ 　 对于 １ ／ ２ ＜ α ＜ １， 在 ｔｎ－θ 处， 基于广义 ＢＤＦ２⁃θ 的 Ｃａｐｕｔｏ 型微分算子的近似公式为

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｖｎ
－θ ＝ τ －α∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ψ （α）

ｉ ｖｎ－ｉ ＋ Ｅｎ－θ
４ ， （８）

其中 ｜ Ｅｎ－θ
４ ｜ ≤ Ｃτ ２ ．

引理 ５［３７］ 　 记

　 　 Ψ α，ｎ
τ ｖ τ －α∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ψ （α）

ｉ ｖｎ－ｉ， （９）

其中卷积权重 {ψ （α）
ｉ } ∞

ｉ ＝ ０ 是下列生成函数的系数，其关系式为 ψ （α）（ξ） ＝ ∑∞

ｉ ＝ ０
ψ （α）

ｉ ξ ｉ，

　 　 ψ （α）（ξ） ＝ ３α － ２θ
２α

－ ２α － ２θ
α

ξ ＋ α － ２θ
２α

ξ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

α

，　 　 ０ ≤ θ ≤ ｍｉｎ { α， １
２ } ． （１０）

引理 ６［３７］ 　 广义 ＢＤＦ２⁃θ 的卷积权重 ψ （α）
ｉ 可以通过以下递推公式得出：

　 　

ψ （α）
０ ＝ ３α － ２θ

２α
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

，

ψ （α）
１ ＝ ２（θ － α） ２α

３α － ２θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α

，

ψ （α）
ｉ ＝ ２α

ｉ（３α － ２θ）
２（α － θ） ｉ － １

α
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ （α）

ｉ －１ ＋ （α － ２θ） １ － ｉ － ２
２α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ （α）

ｉ －２
é

ë
êê

ù

û
úú ，　 　 ｉ ≥ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１１）
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２　 数 值 格 式

为了得到数值格式，我们引入 α ＝ β － １ 和 ｐ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ ．因此，原方程（１）可以重新写为如下耦合系统：

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＝ ｐ，

ｐｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ Ｄω，β
ｔ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） － Δｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｇ（ｘ，ｙ，ｔ），　 　 （ｘ，ｙ） ∈ Ω， ｔ ∈ Ｊ，

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ ∂Ω， ｔ ∈ Ｊ，
ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ ϕ（ｘ，ｙ）， （ｘ，ｙ） ∈ Ω ∪ ∂Ω，
ｕｔ（ｘ，ｙ，０） ＝ φ（ｘ，ｙ）， （ｘ，ｙ） ∈ Ω ∪ ∂Ω，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１２）

其中 ｐ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ 满足边界条件 ｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｙ） ∈ ∂Ω，ｔ ∈ Ｊ ．文献［１，４０］也采用了类似的方法．
根据引理 ３，我们可以离散分布阶方程中的积分项．假设 ｓ（β） ∈Ｃ２［３ ／ ２，２］， 令 ｓ（β） ＝ ω（β） Ｃ

０Ｄβ
ｔ ｕ，可以

得到

　 　 Ｄω，β
ｔ ｕ ＝ Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ） Ｃ

０Ｄγ ｋ
ｔ ｕ ＋ Ｅ５，

其中 Ｅ５ ＝ Ｏ（Δβ ２） 且 ３ ／ ２ ＜ β ｋ ＜ ２， γ ｋ ＝ （β ｋ ＋ β ｋ－１） ／ ２．
由于

　 　 Ｄω，β
ｔ ｕ ＝ ∫２

３ ／ ２
ω（β） Ｃ

０Ｄβ
ｔ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄβ ＝

　 　 　 　 ∫２
３ ／ ２
ω（β） １

Γ（２ － β）∫
ｔ

０
（ ｔ － ｓ） －β ＋１ ∂２ｕ（ ｓ）

∂ｓ２
ｄｓｄβ ＝

　 　 　 　 ∫２
３ ／ ２
ω（β） １

Γ（１ － α）∫
ｔ

０
（ ｔ － ｓ） －α ∂ｐ（ ｓ）

∂ｓ
ｄｓｄβ ＝

　 　 　 　 ∫２
３ ／ ２
ω（β） Ｃ

０Ｄα
ｔ ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄβ， （１３）

因此可得

　 　 Ｄω，β
ｔ ｕ ＝ Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ） Ｃ

０Ｄγ ｋ－１
ｔ ｐ ＋ Ｅ５， （１４）

其中 １ ／ ２ ＜ α ｋ ＜ １．
由引理 １—６，我们可以得到在 ｔｎ－θ 处式（１２）的弱格式：
当 ｎ ＝ １ 时，

　 　

ｕ１ － ｕ０

τ
，ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ｐ１－θ，ｖ） ＋ （Ｅ１－θ

１ ，ｖ），

ｐ１ － ｐ０

τ
，ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ (Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ ｐ，ｗ） ＋ （Ñｕ１－θ，Ñｗ ) ＋ （ ｆ（ｕ０），ｗ） ＝

　 　 （ｇ１－θ，ｗ） ＋ (∑
５

ｉ ＝ １
Ｅ１－θ

ｉ ，ｗ ) ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１５）

当 ｎ ≥ ２ 时，

　 　

（∂ｔ［ｕｎ－θ］，ｖ） ＝ （ｐｎ－θ，ｖ） ＋ （Ｅｎ－θ
１ ，ｖ），

（∂ｔ［ｐｎ－θ］，ｗ） ＋ (Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｎ

τ ｐ，ｗ ) ＋ （Ñｕｎ－θ，Ñｗ） ＋

　 　 （（２ － θ） ｆ（ｕｎ－１） － （１ － θ） ｆ（ｕｎ－２），ｗ） ＝ （ｇｎ－θ，ｗ） ＋ (∑
５

ｉ ＝ １
Ｅｎ－θ

ｉ ，ｗ ) ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１６）

寻求 ｕｎ
ｈ ∈ Ｖｈ

ｒ，ｐｎ
ｈ ∈ Ｖｈ

ｒ， 可以得到式（１５）和（１６）的 ＦＥ 格式如下：
当 ｎ ＝ １ 时，
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ｕ１
ｈ － ｕ０

ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ｐ１－θ

ｈ ，ｖｈ），

ｐ１
ｈ － ｐ０

ｈ

τ
，ｗｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ (Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ ｐｈ，ｗｈ ) ＋

　 　 （Ñｕ１－θ
ｈ ，Ñｗｈ） ＋ （ ｆ（ｕ０

ｈ），ｗｈ） ＝ （ｇ１－θ，ｗｈ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１７）

当 ｎ ≥ ２ 时，

　 　

（∂ｔ［ｕｎ－θ
ｈ ］，ｖｈ） ＝ （ｐｎ－θ

ｈ ，ｖｈ），

（∂ｔ［ｐｎ－θ
ｈ ］，ｗｈ） ＋ (Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｎ

τ ｐｈ，ｗｈ ) ＋ （Ñｕｎ－θ
ｈ ，Ñｗｈ） ＋

　 　 （（２ － θ） ｆ（ｕｎ－１
ｈ ） － （１ － θ） ｆ（ｕｎ－２

ｈ ），ｗｈ） ＝ （ｇｎ－θ，ｗｈ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

下面，我们将分析 ＦＥ 系统（１７）、（１８）的稳定性．

３　 稳定性分析

为了进行稳定性分析，我们引入如下两个引理．
引理 ７［３７］ 　 假设 {ψα

ｉ } ， α ∈（０，１） 是由式（１０）定义的 ψ （α）（ξ） 的系数，θ 满足 ０≤ θ ≤ｍｉｎ { α，１ ／ ２ } ，
则有

　 　 ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
ｖｍ∑

ｍ

ｋ ＝ ０
ψ （α）

ｍ－ｋｖｋ ≥ ０，　 　 ∀（ｖ０， ｖ１，…， ｖｎ－１） ∈ ＲＲ ｎ， ∀ｎ ≥ １． （１９）

引理 ８［３７］ 　 假设 θ ≤ １ ／ ２ 且 ｖ０ ＝ ０， 有

　 　 ∑
ｎ

ｍ ＝ １
ｖｍ－θ ｖｍ ≥ ０，　 　 ∀（ｖ１， ｖ２，…， ｖｎ） ∈ ＲＲ ｎ， ∀ｎ ≥ １， （２０）

其中 ｖｍ－θ （１ － θ） ｖｍ ＋ θｖｍ－１ ．
引理 ９［３８］ 　 序列 { ｖｎ } （ｎ ≥ ２） 满足如下不等式：

　 　 （∂ｔ［ｖｎ
－θ］，ｖｎ－θ） ≥ １

４τ
（Ｇ［ｖｎ］ － Ｇ［ｖｎ－１］）， （２１）

其中

　 　 Ｇ［ｖｎ］ ＝ （３ － ２θ）‖ｖｎ‖２ － （１ － ２θ）‖ｖｎ－１‖２ ＋ （２ － θ）（１ － ２θ）‖ｖｎ － ｖｎ－１‖２， （２２）
　 　 Ｇ［ｖｎ］ ≥ ‖ｖｎ‖２ ． （２３）
定理 １　 对于系统（１７）、（１８）， 有如下稳定性结论：
　 　 ‖ｐｎ

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕｎ
ｈ‖２ ＋ ‖ｕｎ

ｈ‖２ ≤ Ｃ（‖ｕ０
ｈ‖２ ＋ ‖ｐ０

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ０
ｈ‖２ ＋ ｍａｘ

０≤ｌ≤ｎ
‖ｇｌ‖２） ． （２４）

证明　 在式（１８）中将 ｎ 替换为 ｍ，并且取 ｖｈ ＝ ｕｍ－θ
ｈ ，ｗｈ ＝ ｐｍ－θ

ｈ ，可得当 ｎ ≥ ２ 时，
　 　 （∂ｔ［ｕｍ－θ

ｈ ］，ｕｍ－θ
ｈ ） ＝ （ｐｍ－θ

ｈ ，ｕｍ－θ
ｈ ）， （２５ａ）

　 　 （∂ｔ［ｐｍ－θ
ｈ ］，ｐｍ－θ

ｈ ） ＋ (Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｍ

τ ｐｈ，ｐｍ－θ
ｈ ) ＋ （Ñｕｍ－θ

ｈ ，Ñｐｍ－θ
ｈ ） ＋

　 　 　 　 （（２ － θ） ｆ（ｕｍ－１
ｈ ） － （１ － θ） ｆ（ｕｍ－２

ｈ ），ｐｍ－θ
ｈ ） ＝ （（１ － θ）ｇｍ ＋ θｇｍ－１，ｐｍ－θ

ｈ ） ． （２５ｂ）
应用引理 ９，在式（２５）两端同时乘以 ４τ，并对 ｍ 从 ２ 到 ｎ 求和，可以推出

　 　 ‖ｕｎ
ｈ‖２ ≤ Ｇ［ｕ１

ｈ］ ＋ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（ｐｍ－θ

ｈ ，ｕｍ－θ
ｈ ）， （２６ａ）

　 　 ‖ｐｎ
ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕｎ

ｈ‖２ ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（１ － θ）Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

ｍ－ｉ （ｐｉ
ｈ，ｐｍ

ｈ ） ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
θΔβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

ｍ－ｉ （ｐｉ
ｈ，ｐｍ－１

ｈ ） ≤
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　 　 　 　 Ｇ［ｐ１
ｈ］ ＋ Ｇ［Ñｕ１

ｈ］ － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（（２ － θ） ｆ（ｕｍ－１

ｈ ） － （１ － θ） ｆ（ｕｍ－２
ｈ ），ｐｍ－θ

ｈ ） ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（（１ － θ）ｇｍ ＋ θｇｍ－１，ｐｍ－θ

ｈ ） ． （２６ｂ）

将式（２６ａ）、（２６ｂ）两式相加，并应用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，同时根据引理 ７ 移除式

（２６ｂ）不等号左端的两个非负项，可以得到

　 　 ‖ｕｎ
ｈ‖２ ＋ ‖ｐｎ

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕｎ
ｈ‖２ ≤

　 　 　 　 Ｇ［ｕ１
ｈ］ ＋ Ｇ［ｐ１

ｈ］ ＋ Ｇ［Ñｕ１
ｈ］ ＋ Ｃτ∑

ｎ

ｍ ＝ ０
（‖ｕｍ

ｈ ‖２ ＋ ‖ｐｍ
ｈ ‖２） ＋ Ｃτ∑

ｎ

ｍ ＝ １
‖ｇｍ‖２ ． （２７）

下面我们估计 Ｇ［ｕ１
ｈ］，Ｇ［ｐ１

ｈ］，Ｇ［Ñｕ１
ｈ］ 这三项．

在式（１７）中，令 ｖｈ ＝ ｕ１－θ
ｈ ，ｗｈ ＝ ｐ１－θ

ｈ ，可得当 ｎ ＝ １ 时，

　 　
ｕ１
ｈ － ｕ０

ｈ

τ
，ｕ１－θ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ｐ１－θ

ｈ ，ｕ１－θ
ｈ ）， （２８ａ）

　 　
ｐ１
ｈ － ｐ０

ｈ

τ
，ｐ１－θ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ (Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ ｐｈ，ｐ１－θ
ｈ ) ＋ （Ñｕ１－θ

ｈ ，Ñｐ１－θ
ｈ ） ＋

　 　 　 　 （ ｆ（ｕ０
ｈ），ｐ１－θ

ｈ ） ＝ （（１ － θ）ｇ１ ＋ θｇ０，ｐ１－θ
ｈ ） ． （２８ｂ）

由于

　 　

ｕ１
ｈ － ｕ０

ｈ

τ
，（１ － θ）ｕ１

ｈ ＋ θｕ０
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

‖ｕ１
ｈ‖２ － ‖ｕ０

ｈ‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖ｕ１

ｈ － ｕ０
ｈ‖２，

ｐ１
ｈ － ｐ０

ｈ

τ
，（１ － θ）ｐ１

ｈ ＋ θｐ０
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

‖ｐ１
ｈ‖２ － ‖ｐ０

ｈ‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖ｐ１

ｈ － ｐ０
ｈ‖２，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２９）

因此有

　 　
‖ｕ１

ｈ‖２ － ‖ｕ０
ｈ‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖ｕ１

ｈ － ｕ０
ｈ‖２ ＝ （ｐ１－θ

ｈ ，ｕ１－θ
ｈ ）， （３０ａ）

　 　
‖ｐ１

ｈ‖２ － ‖ｐ０
ｈ‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖ｐ１

ｈ － ｐ０
ｈ‖２ ＋

　 　 　 　 (Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
１

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

１－ｉ ｐｉ
ｈ，（１ － θ）ｐ１

ｈ ＋ （θ）ｐ０
ｈ ) ＋

　 　 　 　
‖Ñｕ１

ｈ‖２ － ‖Ñｕ０
ｈ‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖Ñｕ１

ｈ － Ñｕ０
ｈ‖２ ＝

　 　 　 　 － （ ｆ（ｕ０
ｈ），ｐ１－θ

ｈ ） ＋ （（１ － θ）ｇ１ ＋ θｇ０，ｐ１－θ
ｈ ） ． （３０ｂ）

由于 １ － ２θ ≥０， 在式（３０ａ）、（３０ｂ）两端同时乘以 ２τ， 并应用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，
可得

　 　 ‖ｕ１
ｈ‖２ ≤ Ｃ‖ｕ０

ｈ‖２ ＋ Ｃτ（‖ｐ１
ｈ‖２ ＋ ‖ｐ０

ｈ‖２） ＋ Ｃτ‖ｕ１
ｈ‖２， （３１ａ）

　 　 ‖ｐ１
ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ１

ｈ‖２ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖ｐ１

ｈ‖２ ＋ Ｃτ‖ｕ０
ｈ‖２ ＋ Ｃ‖ｐ０

ｈ‖２ ＋ Ｃ‖Ñｕ０
ｈ‖２ ＋ Ｃτ（‖ｇ１‖２ ＋ ‖ｇ０‖２） ． （３１ｂ）

将式（３１ａ）、（３１ｂ）相加，可得

　 　 ‖ｕ１
ｈ‖２ ＋ ‖ｐ１

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ１
ｈ‖２ ≤

　 　 　 　 Ｃ‖ｐ０
ｈ‖２ ＋ Ｃ‖ｕ０

ｈ‖２ ＋ Ｃ‖Ñｕ０
ｈ‖２ ＋

　 　 　 　 Ｃτ（‖ｐ１
ｈ‖２ ＋ ‖ｕ１

ｈ‖２） ＋ Ｃτ（‖ｇ１‖２ ＋ ‖ｇ０‖２） ． （３２）
根据引理 ９ 和式（３２），可得

　 　 Ｇ［ｐ１
ｈ］ ＋ Ｇ［Ñｕ１

ｈ］ ＋ Ｇ［ｕ１
ｈ］ ≤

　 　 　 　 Ｃ（‖ｕ１
ｈ‖２ ＋ ‖ｐ１

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ１
ｈ‖２ ＋ ‖ｕ０

ｈ‖２ ＋ ‖ｐ０
ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ０

ｈ‖２） ≤
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　 　 　 　 Ｃ（‖ｕ０
ｈ‖２ ＋ ‖ｐ０

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ０
ｈ‖２） ＋

　 　 　 　 Ｃτ（‖ｐ１
ｈ‖２ ＋ ‖ｕ１

ｈ‖２） ＋ Ｃτ（‖ｇ１‖２ ＋ ‖ｇ０‖２） ． （３３）
联立式（２７）、（３３）并根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，可以推出

　 　 ‖ｕｎ
ｈ‖２ ＋ ‖ｐｎ

ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕｎ
ｈ‖２ ≤ Ｃ (‖ｕ０

ｈ‖２ ＋ ‖ｐ０
ｈ‖２ ＋ ‖Ñｕ０

ｈ‖２ ＋ τ∑
ｎ

ｍ ＝ ０
‖ｇｍ‖２ ) ． （３４）

至此，完成了关于稳定性的证明． □

４　 误 差 估 计

引理 １０［３８］ 　 定义 Ｒｉｔｚ 投影算子 Ｒｈ： Ｈ１
０（Ω） → Ｖｈ， 满足

　 　 （Ñ（ｕ － Ｒｈｕ），Ñｖｈ） ＝ ０，　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｖｈ，
且有如下不等式成立：

　 　 ‖ｕ － Ｒｈｕ‖ ＋ ｈ‖ｕ － Ｒｈｕ‖１ ≤ Ｃｈｒ＋１‖ｕ‖ｒ＋１，　 　 ∀ｕ ∈ Ｈ１
０（Ω） ∩ Ｈ ｒ＋１（Ω）， （３５）

其中范数定义为 ‖ｕ‖ｌ ＝ ∑ ０≤｜ ｋ｜ ≤ｌ∫Ω ｜ Ｄｋｕ ｜ ２ｄｕ ．

为了简化记号，我们引入

　 　 ｕ（ ｔｎ） － ｕｎ
ｈ ＝ （ｕ（ ｔｎ） － Ｒｈｕｎ） ＋ （Ｒｈｕｎ － ｕｎ

ｈ） ＝ ξ ｎ ＋ η ｎ，
　 　 ｐ（ ｔｎ） － ｐｎ

ｈ ＝ （ｐ（ ｔｎ） － Ｒｈｐｎ） ＋ （Ｒｈｐｎ － ｐｎ
ｈ） ＝ λ ｎ ＋ ｎ ．

定理 ２　 设 ｕ（ ｔｎ） 和 ｕｎ
ｈ 分别是式（１５）、（１６）和式（１７）、（１８）的解．对足够光滑的解 ｕ ∈ Ｃ３［０，Ｔ］， ｐ ∈

Ｃ３［０，Ｔ］， 可得如下误差估计结果：
　 　 ‖ｕ（ ｔｎ） － ｕｎ

ｈ‖２ ＋ ‖ｐ（ ｔｎ） － ｐｎ
ｈ‖２ ≤ Ｃ（ｈ２ｒ＋２ ＋ τ ４ ＋ Δβ ４）， （３６）

其中 Ｃ 是不依赖于空间步长 ｈ 和时间步长 τ 的正常量．
证明　 由式（１６）—（１８），并将 ｎ 替换为 ｍ，取 ｖｈ ＝ ηｍ－θ，ｗｈ ＝ ｍ－θ， 可以得到如下误差方程：
　 　 （∂ｔ［ηｍ－θ］，ηｍ－θ） ＝ － （∂ｔ［ξｍ－θ］，ηｍ－θ） ＋ （λｍ－θ ＋ ｍ－θ，ηｍ－θ） ＋ （Ｅｍ－θ

１ ，ηｍ－θ）， （３７ａ）

　 　 （∂ｔ［ ｍ－θ］， ｍ－θ） ＋ Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｍ

τ （ ， ｍ－θ） ＋ （Ñηｍ－θ，Ñ ｍ－θ） ＝

　 　 　 　 （（２ － θ）（ ｆ（ｕｍ－１） － ｆ（ｕｍ－１
ｈ ）） － （１ － θ）（ ｆ（ｕｍ－２） － ｆ（ｕｍ－２

ｈ ））， ｍ－θ） －

　 　 　 　 （∂ｔ［λｍ－θ］， ｍ－θ） － Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｍ

τ （λ， ｍ－θ） －

　 　 　 　 （Ñξｍ－θ，Ñ ｍ－θ） ＋ (∑
５

ｉ ＝ １
Ｅｍ－θ

ｉ ， ｍ－θ ) ． （３７ｂ）

应用引理 ９ 并在式（３７）两端同时乘以 ４τ，同时对 ｍ 从 ２ 到 ｎ 求和，可以推出

　 　 ‖η ｎ‖２ ≤ Ｇ［η １］ ＋ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（ － （∂ｔ［ξｍ－θ］，ηｍ－θ） ＋ （λｍ－θ ＋ ｍ－θ，ηｍ－θ） ＋ （Ｅｍ－θ

１ ，ηｍ－θ））， （３８ａ）

　 　 ‖ ｎ‖２ ＋ ‖Ñη ｎ‖２ ＋ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（１ － θ）Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

ｍ－ｉ （ ｉ， ｍ） ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
θΔβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

ｍ－ｉ （ ｉ， ｍ－１） ≤ Ｇ［ １］ ＋ Ｇ［Ñη １］ ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（（２ － θ）（ ｆ（ｕｍ－１） － ｆ（ｕｍ－１

ｈ ）） － （１ － θ）（ ｆ（ｕｍ－２） － ｆ（ｕｍ－２
ｈ ））， ｍ－θ） －

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（∂ｔ［λｍ－θ］， ｍ－θ） － ∑

ｎ

ｍ ＝ ２
４τΔβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｍ

τ （λ， ｍ－θ） －

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（Ñξｍ－θ，Ñ ｍ－θ） ＋ ４τ∑

ｎ

ｍ ＝ ２
(∑

５

ｉ ＝ １
Ｅｍ－θ

ｉ ， ｍ－θ ) ． （３８ｂ）

将式（３８ａ）、（３８ｂ）两式相加，并根据引理 ７ 移除式（３８ｂ）不等号左端的两个非负项，可以得到
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　 　 ‖η ｎ‖２ ＋ ‖ ｎ‖２ ＋ ‖Ñη ｎ‖２ ≤
　 　 　 　 Ｇ［η １］ ＋ Ｇ［ １］ ＋ Ｇ［Ñη １］ ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（（２ － θ）（ ｆ（ｕｍ－１） － ｆ（ｕｍ－１

ｈ ）） － （１ － θ）（ ｆ（ｕｍ－２） － ｆ（ｕｍ－２
ｈ ））， ｍ－θ） ＋

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
(∑

５

ｉ ＝ １
Ｅｍ－θ

ｉ ， ｍ－θ ) － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（∂ｔ［λｍ－θ］， ｍ－θ） －

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｍ

τ （λ， ｍ－θ） － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（Ñξｍ－θ，Ñ ｍ－θ） －

　 　 　 　 ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（∂ｔ［ξｍ－θ］，ηｍ－θ） ＋ ４τ∑

ｎ

ｍ ＝ ２
（λｍ－θ ＋ ｍ－θ，ηｍ－θ） ＋ ４τ∑

ｎ

ｍ ＝ ２
（Ｅｍ－θ

１ ，ηｍ－θ） ＝

　 　 　 　 Ｇ［η １］ ＋ Ｇ［ １］ ＋ Ｇ［Ñη １］ ＋ Ｒ１ ＋ Ｒ２ ＋ Ｒ３ ＋ Ｒ４ ＋ Ｒ５ ＋ Ｒ６ ＋ Ｒ７ ＋ Ｒ８ ． （３９）
下面我们估计 Ｒ１ ＋ Ｒ２ ＋ Ｒ３ ＋ Ｒ４ ＋ Ｒ５ ＋ Ｒ６ ＋ Ｒ７ ＋ Ｒ８ ．

根据三角不等式、Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可以推出

　 　 Ｒ１ ＝ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（（２ － θ）（ ｆ（ｕｍ－１） － ｆ（ｕｍ－１

ｈ ）） － （１ － θ）（ ｆ（ｕｍ－２） － ｆ（ｕｍ－２
ｈ ））， ｍ－θ） ≤

　 　 　 　 Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ ０
（‖ξｍ‖２ ＋ ‖ηｍ‖２ ＋ ‖ ｍ‖２） ． （４０）

同时，可得

　 　 Ｒ２ ＝ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
(∑

５

ｉ ＝ １
Ｅｍ－θ

ｉ ， ｍ－θ ) ≤ Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ １
（τ ４ ＋ Δβ ４ ＋ ‖ ｍ‖２） ． （４１）

根据 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可得

　 　 Ｒ３ ＝ － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（∂ｔ［λｍ－θ］， ｍ－θ） ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ ｎ
ｔ０
‖λ ｔ‖２ｄｓ ＋ Ｃτ∑

ｎ

ｍ ＝ １
‖ ｍ‖２ ． （４２）

根据 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式以及引理 １０，可得

　 　 Ｒ４ ＝ － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，ｍ

τ （λ， ｍ－θ） ＝

　 　 　 　 － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）（ Ｃ

０Ｄｔ
γ ｋ－１ λｍ－θ， ｍ－θ） ＋ ４τ∑

ｎ

ｍ ＝ ２
Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）（Ｅｍ－θ

４ ， ｍ－θ） ≤

　 　 　 　 Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ １
（ｈ２ｒ＋２ ＋ τ ４） ＋ Ｃτ∑

ｎ

ｍ ＝ １
‖ ｍ‖２ ． （４３）

根据投影的性质，有

　 　 Ｒ５ ＝ － ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
４τ（Ñξｍ－θ，Ñ ｍ－θ） ＝ ０． （４４）

采取与计算 Ｒ３ 类似的过程，可得

　 　 Ｒ６ ＝ － ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（∂ｔ［ξｍ－θ］，ηｍ－θ） ≤

　 　 　 　 Ｃ∫ｔ ｎ
ｔ０
‖ξ ｔ‖２ｄｓ ＋ Ｃτ∑

ｎ

ｍ ＝ １
‖ηｍ‖２ ． （４５）

根据 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式， 有

　 　 Ｒ７ ＝ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（λｍ－θ ＋ ｍ－θ，ηｍ－θ） ≤

　 　 　 　 Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ １
（‖λｍ‖２ ＋ ‖ ｍ‖２ ＋ ‖ηｍ‖２） ． （４６）

采取与计算 Ｒ２ 类似的过程，可得
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　 　 Ｒ８ ＝ ４τ∑
ｎ

ｍ ＝ ２
（Ｅｍ－θ

１ ，ηｍ－θ） ≤

　 　 　 　 Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ １
（τ ４ ＋ ‖ηｍ‖２） ． （４７）

将式（４０）、（４７）代入到式（３９）中，可以推出

　 　 ‖η ｎ‖２ ＋ ‖ ｎ‖２ ＋ ‖Ñη ｎ‖２ ≤

　 　 　 　 Ｇ［η １］ ＋ Ｇ［ １］ ＋ Ｇ［Ñη １］ ＋ Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ ０
（‖ξｍ‖２ ＋ ‖ηｍ‖２ ＋ ‖λｍ‖２ ＋ ‖ ｍ‖２） ＋

　 　 　 　 Ｃτ∑
ｎ

ｍ ＝ １
（ｈ２ｒ＋２ ＋ τ ４ ＋ Δβ ４） ＋ Ｃ∫ｔ ｎ

ｔ０
‖λ ｔ‖２ｄｓ ＋ Ｃ∫ｔ ｎ

ｔ０
‖ξ ｔ‖２ｄｓ ． （４８）

下面，给出 Ｇ［η １］，Ｇ［ １］ 和 Ｇ［Ñη １］ 的估计．
用式（１５）减去式（１７），并取 ｖｈ ＝ η １－θ，ｗｈ ＝ １－θ， 可得

　 　 η １ － η ０

τ
，η １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ξ １ － ξ ０

τ
，η １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （λ １－θ ＋ １－θ，η １－θ） ＋ （Ｅ１－θ

１ ，η １－θ）， （４９ａ）

　 　
１ － ０

τ
， １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ （ ， １－θ） ＋ （Ñη １－θ，Ñ １－θ） ＝

　 　 　 　 （ ｆ（ｕ０） － ｆ（ｕ０
ｈ）， １－θ） ＋ (∑

５

ｉ ＝ １
Ｅ１－θ

ｉ ， １－θ ) － λ １ － λ ０

τ
， １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ （λ， １－θ） － （Ñξ １－θ，Ñ １－θ） ． （４９ｂ）

由于

　 　

η １ － η ０

τ
，（１ － θ）η １ ＋ θη ０æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ‖η １‖２ － ‖η ０‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖η １ － η ０‖２，

１ － ０

τ
，（１ － θ） １ ＋ θ ０æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ‖ １‖２ － ‖ ０‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖ １ － ０‖２，

（Ñη １－θ，Ñ １－θ） ＝ ‖Ñη １‖２ － ‖Ñη ０‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖Ñη １ － Ñη ０‖２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（５０）

因此，可以得到

　 　 ‖η １‖２ － ‖η ０‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖η １ － η ０‖２ ＝

　 　 　 　 － ξ １ － ξ ０

τ
，η １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （λ １－θ ＋ １－θ，η １－θ） ＋ （Ｅ１－θ

１ ，η １－θ）， （５１ａ）

　 　 ‖ １‖２ － ‖ ０‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖ １ － ０‖２ ＋ Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ （ ， １－θ） ＋

　 　 　 　 ‖Ñη １‖２ － ‖Ñη ０‖２

２τ
＋ １ － ２θ

２τ
‖Ñη １ － Ñη ０‖２ ＝

　 　 　 　 （ ｆ（ｕ０） － ｆ（ｕ０
ｈ）， １－θ） ＋ (∑

５

ｉ ＝ １
Ｅ１－θ

ｉ ， １－θ ) － λ １ － λ ０

τ
， １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）Ψ γ ｋ－１，１

τ （λ， １－θ） － （Ñξ １－θ，Ñ １－θ） ． （５１ｂ）

由于 １ － ２θ ≥ ０， 在式（５１）两端同时乘以 ２τ， 并应用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可以推出

　 　 ‖η １‖２ ≤ ‖η ０‖２ － ２τ ξ １ － ξ ０

τ
，η １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２τ（λ １－θ ＋ １－θ，η １－θ） ＋ ２τ（Ｅ１－θ

１ ，η １－θ）， （５２ａ）

　 　 ‖ １‖２ ＋ ‖Ñη １‖２ ≤
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　 　 　 　 ２τ（ ｆ（ｕ０） － ｆ（ｕ０
ｈ）， １－θ） ＋ ２τ (∑

５

ｉ ＝ １
Ｅ１－θ

ｉ ， １－θ ) － ２τ λ １ － λ ０

τ
， １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ２τ (Δβ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
１

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

１－ｉ λ ｉ， １－θ ) －

　 　 　 　 ２τ（Ñξ １－θ，Ñ １－θ） ＋ ‖ ０‖２ ＋ ‖Ñη ０‖２ ． （５２ｂ）
将式（５２ａ）、（５２ｂ）相加，可得

　 　 ‖η １‖２ ＋ ‖ １‖２ ＋ ‖Ñη １‖２ ≤

　 　 　 　 ‖ ０‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖Ñη ０‖２ ＋ ２τ（ ｆ（ｕ０） － ｆ（ｕ０
ｈ）， １－θ） ＋ ２τ (∑

５

ｉ ＝ １
Ｅ１－θ

ｉ ， １－θ ) －

　 　 　 　 ２τ λ １ － λ ０

τ
， １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ － ２τ (Δβ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ω（γ ｋ）τ

－（γ ｋ－１）∑
１

ｉ ＝ ０
ψ γ ｋ－１

１－ｉ λ ｉ， １－θ ) －

　 　 　 　 ２τ（Ñξ １－θ，Ñ １－θ） － ２τ ξ １ － ξ ０

τ
，η １－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２τ（λ １－θ ＋ １－θ，η １－θ） ＋ ２τ（Ｅ１－θ

１ ，η １－θ） ＝

　 　 　 　 ‖ ０‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖Ñη ０‖２ ＋ Ｒ１１ ＋ Ｒ１２ ＋ Ｒ１３ ＋ Ｒ１４ ＋ Ｒ１５ ＋ Ｒ１６ ＋ Ｒ１７ ＋ Ｒ１８ ． （５３）
采用计算 Ｒ１ ～ Ｒ８ 类似的过程，可以得到

　 　 ‖η １‖２ ＋ ‖ １‖２ ＋ ‖Ñη １‖２ ≤
　 　 　 　 ‖ ０‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖Ñη ０‖２ ＋
　 　 　 　 Ｃτ（‖ξ ０‖２ ＋ ‖λ ０‖２ ＋ ‖λ １‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖η １‖２ ＋ ‖ ０‖２ ＋ ‖ １‖２） ＋
　 　 　 　 Ｃ（ｈ２ｒ＋２ ＋ τ ４ ＋ Δβ ４） ＋ Ｃ‖λ １‖２ ＋ Ｃ‖ξ １‖２ ． （５４）

因此，根据引理 ９ 和式（５４），可以推出

　 　 Ｇ［η １］ ＋ Ｇ［ １］ ＋ Ｇ［Ñη １］ ≤
　 　 　 　 Ｃ（‖η １‖２ ＋ ‖ １‖２ ＋ ‖Ñη １‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖ ０‖２ ＋ ‖Ñη ０‖２） ≤
　 　 　 　 Ｃ（‖ ０‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖Ñη ０‖２） ＋
　 　 　 　 Ｃτ（‖ξ ０‖２ ＋ ‖λ ０‖２ ＋ ‖λ １‖２ ＋ ‖η ０‖２ ＋ ‖η １‖２ ＋ ‖ ０‖２ ＋ ‖ １‖２） ＋
　 　 　 　 Ｃ（ｈ２ｒ＋２ ＋ τ ４ ＋ Δβ ４） ＋ Ｃ‖λ １‖２ ＋ Ｃ‖ξ １‖２ ． （５５）

联立式（４８）、（５５），并应用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式、Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理以及引理 １０，可以得到

　 　 ‖η ｎ‖２ ＋ ‖ ｎ‖２ ＋ ‖Ñη ｎ‖２ ≤ Ｃ（ｈ２ｒ＋２ ＋ τ ４ ＋ Δβ ４） ． （５６）
联立式（５６）、（３５），并使用三角不等式就可以得到定理 ２ 的结果．至此，我们完成了定理的证明． □

５　 数 值 算 例

本节将通过一个数值例子验证理论结果的正确性．
例 １　 在时空区域［０，１］ ２×［０，１ ／ ２］中， 取 ω（β） ＝ Γ（４ － β）， 非线性项 ｆ（ｕ） ＝ ｓｉｎ（ｕ）， 源项为

　 　 ｇ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ６ｔ ＋ ６（ ｔ ｔ － ｔ）
ｌｎ ｔ

＋ ２π ２ ｔ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） ＋ ｓｉｎ（ ｔ３ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ））， （５７）

精确解为

　 　 ｕ ＝ ｔ３ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） ． （５８）
在表 １ 中， 取 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４，并给出了 ｕ 的误差估计结果，收

敛阶以及计算时间．在表 ２ 中， 取 θ ＝ ０．５， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４，并给出了 ｕ 的误

差估计结果，收敛阶以及计算时间．数据结果表明，本文所构造的算法时空收敛阶均接近于二阶，与理论分析

结果一致，本算法可以高效地求解非线性时间分布阶双曲波动方程．
在图 １—４ 中， 给出了当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４ 时， 在 ｔ ＝ ０．５ 处的数

值解 ｕｈ 的表面．从图像上可以直观地看出，剖分越细， 数值解的图像越接近于精确解的图像．最后， 为了展示

不同网格剖分情况下数值解与精确解之间的误差行为表现， 在图 ５—８ 中， 给出了当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００，
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Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４ 时， 在 ｔ ＝ ０．５ 处的误差 ｕ － ｕｈ 的图像．根据图像展示可以看到，该数值方

法在求解非线性时间分布阶双曲波动方程时是可行且有效的．
表 １　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４ 时的误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４

Δｔ ｈｘ ＝ ｈｙ ‖ｕ － ｕｈ‖ ｒａｔｅ Ｔ ／ ｓ

１ ／ ８ １ ／ ８ ５．３３６ ４×１０－３ － ０．６１

１ ／ １６ １ ／ １６ １．４７７ ５×１０－３ １．８５２ ７ ２．５４

１ ／ ３２ １ ／ ３２ ３．７８４ ５×１０－４ １．９６５ ０ １５．５７

１ ／ ６４ １ ／ ６４ ９．５１８ ８×１０－５ １．９９１ ３ １３４．６６

表 ２　 当 θ ＝ ０．５， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４ 时的误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．５， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８，１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４

Δｔ ｈｘ ＝ ｈｙ ‖ｕ － ｕｈ‖ ｒａｔｅ Ｔ ／ ｓ

１ ／ ８ １ ／ ８ １．２９４ ６×１０－３ － １．９２

１ ／ １６ １ ／ １６ ３．３２６ ９×１０－４ １．９６０ ３ ２．５７

１ ／ ３２ １ ／ ３２ ８．４６１ ５×１０－５ １．９７５ ２ １６．４５

１ ／ ６４ １ ／ ６４ ２．１３７ ７×１０－５ １．９８４ ９ １３０．０７

图 １　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的数值解 ｕｈ

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８

图 ２　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ １６ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的数值解 ｕｈ

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ １６

图 ３　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ３２ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的数值解 ｕｈ

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ３２

图 ４　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ６４ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的数值解 ｕｈ

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ６４
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图 ５　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的误差 ｕ － ｕｈ

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｕ － ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ８

图 ６　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ １６ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的误差 ｕ － ｕｈ

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｕ － ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ １６

图 ７　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ３２ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的误差 ｕ － ｕｈ

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｕ － ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ３２

图 ８　 当 θ ＝ ０．２， Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ６４ 时，

在 ｔ ＝ ０．５ 处的误差 ｕ － ｕｈ

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｕ － ｕｈ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ θ ＝ ０．２，

Δα ＝ １ ／ ４００， Δｔ ＝ ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ １ ／ ６４

　 　 注 １　 在初始时刻，分数阶导数具有弱奇异性，当解具有较低的正则性时，通常会导致收敛阶掉阶．为了处理这个问题，一

些学者提出了分层网格方法［４１⁃４３］ 、校正方法［４４⁃４５］等技术．在未来的研究中，我们可采用这些相关方法来处理当前研究的问题．

６　 结　 　 论

本文构造了一种基于广义 ＢＤＦ２⁃θ 的 ＦＥ 方法，该方法可以很好地数值求解非线性时间分布阶双曲波动

方程．本文详细证明了稳定性，并给出了两个函数 ｕ 和 ｐ 的最优误差估计结果．通过实际的算例也可以看到，
所构造的算法在时间和空间方向均达到了二阶收敛精度．

未来，我们将把所讨论的方法应用于其他分布阶偏微分方程，例如非线性空间分布阶偏微分方程、非线

性时空分布阶偏微分方程等．此外我们还可以结合其他数值方法（如 ＡＤＩ ＦＥ 方法、谱方法等）去构造一些新

的二阶方法．
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