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摘要：　 薄膜结构是工程中广泛应用的结构之一，其自振特性的理论解与三角函数族有关，采用常规低阶单元分析

时，有限元解精度不高．虽然 ｈ 型有限元法将结构的网格细化后可提高有限元解的精度，但是其前处理相对困难，如
果细化网格时出现畸变网格，那么有限元解的精度可能降低．基于 ｐ 型有限元法构造两种用于研究薄膜结构自由振

动特性的四边形高阶等参元，即节点数为 １６ 的 Ｑ１６ 等参元和节点数为 １３ 的 Ｑ１３ 等参元．不同形状和不同边界条件

的薄膜结构算例表明，所提单元较常规低阶等参元有较快的收敛速率和较高的精度及计算效率．

关　 键　 词：　 薄膜自由振动； 　 ｐ 型有限元；　 自振特性
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０　 引　 　 言

薄膜结构是一种在很多领域广泛应用的柔性结构，如在声学控制领域内基于共振原理制造吸收低频噪

声的零件；在建筑领域应用于工厂、交通和商业设施等；在航空航天领域内，薄膜结构因其具有面积大、质量

轻、易于收展等优点，在航天任务中具有广阔的应用前景．为了使动力设计更为合理，准确地分析薄膜结构的

自振特性十分必要，例如避免结构出现共振现象．在这之前，学者们已应用不同方法研究了薄膜结构的自振

特性．林文静等［１⁃２］分别基于有限元法和解析法研究了不同形状薄膜结构的自由振动频率．Ｗｕ 等［３］提出了高

阶质量矩阵的无网格方案，并应用于杆结构和薄膜结构的振动分析．Ｌｉｕ 等［４］ 结合了 ２Ｄ 无限元法和有限元

法分析了多孔薄膜结构．袁驷等［５］提出了二维自由振动问题的自适应有限元分析法．孙浩涵等［６］对于膜自由

振动问题建立了频率和模态同时进行误差控制的自适应有限元法．Ｈｏｕｍａｔ［７］ 基于含三角函数的 ｐ 型有限元

法分析了薄膜结构的自振特性．在研究膜振动问题的四边形单元时， Ｍｉｌｓｔｅｄ 等［８］ 基于四项的多项式和若干

项三角函数项构造位移场， 得到高精度单元， 其中三角函数项可根据精度需要调节为任意多个． 为了充分

利用网格最外层单元节点以提高计算效率， Ｌｉｕ 等［９］将无限元法和有限元法结合用于薄膜结构的自振特性

分析． 另外， 基于微分求积法和有限元结合的方法， Ｆａｎｔｕｚｚｉ 等［１０］分析了不同形状和不同密度薄膜结构的自

振特性．
基于有限元法分析薄膜结构时，常规位移等参元一般采用低阶多项式插值．为了得到满足精度要求的结

果，需通过加密网格来实现，即应用 ｈ 型有限元．由于 ｈ 型有限元法涉及重划网格等问题，造成其前处理过程

困难．此外，基于低阶等参元分析复杂薄膜结构时，得到的有限元解易受单元形状的影响．相对而言，ｐ 型有限

元法中的高阶等参元有更快的收敛速度和更高的计算精度，在适当网格条件下甚至能达到指数级收敛速度．
与低阶等参元相比，虽然 ｐ 型高阶等参元的单元刚度（或质量）矩阵阶次高，元素在对应的整体组装矩阵中分布

程度密集，但是由于其网格较简单，从而整体刚度矩阵的规模较小，总体上可大大节省求解的计算时间．
ｐ 型有限元法中等参元［１１⁃１２］的插值多项式阶次较常规等参元有所提高，这使得其高阶等参元表现出较

高的精度、较快的收敛速率和一定的抗畸变性能．近年来，叶康生等［１３］ 基于 ｐ 型有限元法提出了 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方

程的超收敛求解算法，该方法使该问题计算结果的精度和收敛速度的阶次有所提高．章敏等［１４］基于 ｈ⁃ｐ 型有

限元法分析了 Ｌ 型钢板的受力特性．陆洋春等［１５］基于 ｐ 型有限元法分析了断裂力学领域中的计算复合型应

力强度因子，数值结果表现出较高精度及数值稳定性．陈峻等［１６］ 则基于 ｐ 型有限元法分析了水工平面钢闸

门的局部屈曲特性．李文武等［１７］基于比例边界有限元法分析了复合梁的自由振动频率，所构造的单元也属

于 ｐ 型单元．以上研究说明 ｐ 型有限元法在分析问题时有较大的优势．
另外，Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 等［１８］提出的升阶谱有限元实际上属于 ｐ 型有限元，Ｂａｒｄｅｌｌ［１９］ 对升阶谱有限元法存在

的数值问题做了进一步的研究．郭茂等［２０］基于微分求积升阶谱方法的基本思想构造了金字塔域内的微分求

积升阶谱单元，所提的高阶金字塔单元具有高效率和网格划分简单的特性．相关研究说明从升阶谱有限元角

度构造的 ｐ 型有限元具有高效性．
本文基于 ｐ 型有限元法分别构造了高阶等参元 Ｑ１６ 和 Ｑ１３，分析了薄膜结构的自由振动问题，研究了所

提高阶等参元的计算精度、收敛速率等，并与低阶等参元做对比．本文具体安排如下：首先基于 ｐ 型有限元法

构造了 １６ 节点和 １３ 节点四边形等参元；然后给出薄膜自由振动问题应用 Ｑ１６ 和 Ｑ１３ 单元的求解理论；最
后通过算例测试 Ｑ１６ 和 Ｑ１３ 单元的计算精度、收敛速率和计算效率．

１　 单元的位移场模式

本节介绍两种四边形高阶等参元，其总节点数分别为 １６ 和 １３，并记为 Ｑ１６ 单元和 Ｑ１３ 单元．首先，基于
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ｐ 型有限元法思想建立 Ｑ１６ 等参单元，其映射关系见图 １（ａ）．除 ４ 个角点外，每边有 ２ 个节点，其内部还有 ４
个节点．在等参元的等参坐标系下，假设 Ｑ１６ 单元在与 ｘＯｙ 面垂直方向上的位移场为

　 　 ｗ ＝ ａ０ ＋ ａ１ξ ＋ ａ２η ＋ ａ３ηξ ＋ ａ４η２ ＋ ａ５ξ２ ＋ ａ６η２ξ ＋ ａ７ηξ２ ＋ ａ８η３ ＋ ａ９ξ３ ＋
　 　 　 　 ａ１０ηξ３ ＋ ａ１１η３ξ ＋ ａ１２η２ξ２ ＋ ａ１３η３ξ２ ＋ ａ１４η２ξ３ ＋ ａ１５η３ξ３， （１）

其中，等参坐标 ξ，η 的范围是［－１，１］．按照有限元法的一般步骤，即将单元节点的等参坐标和节点对应的位

移代入式（１），解出系数 ａｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，１５） 后得单元形函数的表达式．具体分组如下：
单元中角节点号记为 １，２，３ 和 ４，其对应的形函数分别为

　 　
Ｎ１，２ ＝ １

２５６
（ ± ξ － １）（９ξ２ － １）（η － １）（９η２ － １），

Ｎ３，４ ＝ １
２５６

（ ± ξ ＋ １）（９ξ２ － １）（η ＋ １）（９η２ － １），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

单元边上各点的编号为 ５，６，…，１２，其对应的形函数中 Ｎ５，６ 为

　 　 Ｎ５，６ ＝ － ９
２５６

（ξ２ － １）（ ± ３ξ － １）（η － １）（９η２ － １）， （３）

其他形函数 Ｎ７，…，Ｎ１２ 形式类似，限于篇幅这里略去．

（ａ） Ｑ１６

（ｂ） Ｑ１３

图 １　 单元的映射关系

Ｆｉｇ． １　 Ｍａｐｐｉｎｇ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

单元内部节点号为 １３，１４，１５ 和 １６，其对应的形函数分别为

　 　
Ｎ１３，１４ ＝ ８１

２５６
（ξ２ － １）（ ± ３ξ － １）（η２ － １）（３η － １），

Ｎ１５，１６ ＝ ８１
２５６

（ξ２ － １）（ ± ３ξ ＋ １）（η２ － １）（３η ＋ １），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

同理，Ｑ１６ 单元对应的坐标映射关系为

　 　 ｘ ＝ ∑
１６

ｉ ＝ １
Ｎｉｘｉ， ｙ ＝ ∑

１６

ｉ ＝ １
Ｎｉｙｉ， （５）

其中， （ｘｉ，ｙｉ） 是单元插值点的物理坐标．
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为了减少总节点个数，将 Ｑ１６ 单元的内部节点个数改为 １ 个，构造节点数为 １３ 的四边形等参元，记为

Ｑ１３ 单元，如图 １（ｂ）所示．除映射矩形单元的 ４ 个角点外，每边有 ２ 个边上节点，而其内部节点设置在单元中

心处．Ｑ１３ 单元中假设垂直 ｘＯｙ 面方向的位移场为

　 　 ｗ ＝ ａ０ ＋ ａ１ξ ＋ ａ２η ＋ ａ３ηξ ＋ ａ４η２ ＋ ａ５ξ２ ＋ ａ６η２ξ ＋ ａ７ηξ２ ＋
　 　 　 　 ａ８η３ ＋ ａ９ξ３ ＋ ａ１０ηξ３ ＋ ａ１１η３ξ ＋ ａ１２η２ξ２ ． （６）
按照有限元法分析的一般步骤，可求出 Ｑ１３ 单元的形函数．其形函数形式如下：
单元角点对应的形函数为

　 　
Ｎ１，２ ＝ １

３２
（ ± ξ － １）（η － １）（９η２ ± １０ξη ＋ １０ξ ＋ ９ξ２ ± １０ξ），

Ｎ３，４ ＝ １
３２

（ ± ξ ＋ １）（η ＋ １）（９η２ ± １０ξη － １０ξ ＋ ９ξ２ ∓ １０ξ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

单元边上各点对应的形函数为

　 　
Ｎ５，６ ＝ － ９

３２
（ξ － １）（ξ ＋ １）（η － １）（η ± ３ξ），

Ｎ７，８ ＝ ９
３２

（η － １）（η ＋ １）（ξ ＋ １）（ ± ３η － ξ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（８）

　 　
Ｎ９，１０ ＝ － ９

３２
（ξ － １）（ξ ＋ １）（η ＋ １）（η ± ３ξ），

Ｎ１１，１２ ＝ ９
３２

（η － １）（η ＋ １）（ξ － １）（ ± ３η － ξ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

单元内部点对应的形函数为

　 　 Ｎ１３ ＝ （ξ － １）（ξ ＋ １）（η ＋ １）（η － １） ． （１０）
同理，Ｑ１３ 单元坐标的映射关系为

　 　 ｘ ＝ ∑
１３

ｉ ＝ １
Ｎｉｘｉ， ｙ ＝ ∑

１３

ｉ ＝ １
Ｎｉｙｉ， （１１）

其中， （ｘｉ，ｙｉ）（ ｉ ＝ １，２，…，１３） 是单元插值点的物理坐标．

２　 薄膜自由振动的求解理论

薄膜结构是一类不可抗弯曲变形和剪切变形的平面薄片，完全依靠薄膜张力来承受横向荷载．在建立力

学模型时，假设薄膜是一个完全柔性的等厚度薄片，在任何方向受均匀拉力．薄膜结构的振动控制方程为

　 　 ρ ∂２ｗ
∂ｔ２

＝ Ｔ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ ∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

这里 Ｔ 是单位长度的张力（ｋＮ ／ ｍ）， ρ 是单位面积的质量（ｋｇ ／ ｍ２），ｗ 是面外位移（或称为竖向位移）．
结构自由振动分析时，将薄膜区域空间离散，且假设为简谐振动模式，对应的单元位移表达式为

　 　
ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，ｙ）ｅｊωｔ，
ｗ（ｘ，ｙ） ＝ Ｎ（ｘ，ｙ）ｗ－ ，{ （１３）

其中， ｗ－ 是插值点的位移幅值列向量，ｗ－ ＝ ［ｗ１ 　 …　 ｗｒ］ Ｔ，插值函数向量Ｎ ＝ ［Ｎ１ 　 …　 Ｎｒ］ （对于 Ｑ１６ 单元

ｒ ＝ １６， 而 Ｑ１３ 单元时， ｒ ＝ １３），ω 是固有频率，ｊ ＝ －１ ．膜结构的势能泛函为

　 　 Π ＝ Ｔ
２ ∫∫

∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘｄｙ ＋ ρ

２ ∫∫
∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘｄｙ， （１４）

将式（１３）代入式（１４），并对 ｗ－ 取变分可得

　 　 ∫∫
Ａ
Ｔ ∂ＮＴ

∂ｘ
∂Ｎ
∂ｘ

＋ ∂ＮＴ

∂ｙ
∂Ｎ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ－ ｄＡ － ω ２∫∫

Ａ
ρＮＴＮｗ－ ｄＡ ＝ ０． （１５）
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单元的刚度矩阵和质量矩阵形式分别为

　 　 Ｋ ＝ ∫∫
Ａ
Ｔ ∂ＮＴ

∂ｘ
∂Ｎ
∂ｘ

＋ ∂ＮＴ

∂ｙ
∂Ｎ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＡ， （１６）

　 　 Ｍ ＝ ∫∫
Ａ
ρＮＴＮｄＡ ． （１７）

综合式（１５）—（１７）得
　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）ｗ－ ＝ ０． （１８）

考虑物理坐标和等参坐标的偏导映射关系，结合式（１６）得刚度矩阵如下：

　 　 Ｋ ＝ ∫∫
Ａ

Ｔ
Ｊ

（ＢＴＢ ＋ ＣＴＣ）ｄξｄη， （１９）

并记 Ｋ ＝ ＴＫｅ ．其中 Ｊ 是 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，矩阵 Ｂ 和 Ｃ 的形式分别为

　 　 Ｂ ＝ ∂ｙ
∂η

－ ∂ｙ
∂ξ

é

ë
êê

ù

û
úú

∂Ｎ
∂ξ
∂Ｎ
∂η

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， （２０）

　 　 Ｃ ＝ － ∂ｘ
∂η

∂ｘ
∂ξ

é

ë
êê

ù

û
úú

∂Ｎ
∂ξ
∂Ｎ
∂η

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

． （２１）

由式（１７）得等参坐标下的质量矩阵为

　 　 Ｍ ＝ ∫∫
Ａ
ρＮＴＮ Ｊ ｄξｄη， （２２）

并记 Ｍ ＝ ρＭｅ ．为便于表示和标准化分析，引入无量纲 λ 和 Ω，λ 称为特征值， Ω 称为自振频率参数，且存在

关系 λ ＝ Ω２，Ω ＝ ω ρ
Ｔ

； 式（１８）转化为如下形式：

　 　 （Ｋｅ － Ω２Ｍｅ）ｗ－ ＝ ０． （２３）

对于原结构组装的结构，其总体刚度矩阵 Ｋ
－
和总体质量矩阵 Ｍ

－
满足

　 　 （Ｋ
－
－ Ω２Ｍ

－
）ｗ ＝ ０， （２４）

其中， ｗ 是所有节点位移组成的列向量．求解对应的广义特征值问题后可得结构的自振频率，将特征向量代

入式（１３）可得对应的位移，即结构振型．
在求解单元刚度矩阵和质量矩阵过程中采用 Ｇａｕｓｓ 积分方法．一般地，ｎ 个 Ｇａｕｓｓ 积分点可达 ２ｎ－１ 次多

项式精度．为满足积分精度的要求，当网格划分均为矩形时，使用 Ｑ１６ 和 Ｑ１３ 时单元矩阵的数值积分均取 ４×
４ 个 Ｇａｕｓｓ 积分点；而当网格出现角度畸变和曲边畸变时，单元 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵行列式不为常数，使用 Ｑ１６ 和 Ｑ１３
时单元矩阵的数值积分建议均采用 ５×５ 个 Ｇａｕｓｓ 积分点计算，为了统一，本文所有算例均采用 ５×５ 个 Ｇａｕｓｓ
积分点策略．此外，算例中提及的 Ｑ４（Ｌａｇｒａｎｇｅ 型单元）、Ｑ８（ｓｅｒｅｎｄｉｐｉｔｙ 型单元）和 Ｑ９（Ｌａｇｒａｎｇｅ 型单元）等参

元是经典有限元法中常用的单元．全文算例结果除标注引用外，其他结果均为自行编程得到．与 Ｑ４、Ｑ８ 和 Ｑ９
单元相关的计算结果也是自行编程得到，其中 Ｑ４、Ｑ８ 和 Ｑ９ 单元中的积分策略分别采用 ２×２、３×３ 和 ３×３ 个

Ｇａｕｓｓ 积分点．

３　 算　 例

３．１　 矩形薄膜

图 ２ 所示是三边固定一边自由的方膜结构，该薄膜结构的厚度为 １ ｍｍ，薄膜单位面积的质量是 ρ ＝ ２．７
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ｋｇ ／ ｍ２，单位长度张力为 Ｔ ＝ １ ｋＮ ／ ｍ ．表 １ 列出该结构的前 １０ 阶自振频率结果．该问题自振频率的理论解公

式［２１］为

　 　 ｆｍｎ ＝ １
２

Ｔ
ρ

２ｍ － １
２Ｌ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｎ
Ｌ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，　 　 ｍ，ｎ ＝ １，２，３，… ． （２５）

图 ２　 三边固定一边自由的方膜

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｗｉｔｈ ３ ｆｉｘｅｄ ｓｉｄｅｓ ａｎｄ １ ｆｒｅｅ

结构网格划分时 ｘ 和 ｙ 方向均等分为若干段，具体分别有划分为 ４，１６，１００ 和 ９００ 个单元网格的情况，
另有沿中线对称分为 ２ 个单元的简单网格情况．基于所提 Ｑ１３ 单元，方膜自振频率的计算结果见表 １，其中

利用已有的较低阶四边形单元 Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４ 计算的结果也列在表 １ 中．而按照 Ｑ１６ 单元所得方膜自振频率

的结果见表 ２．
表中，“Ｎ⁃Ｆ”代表自振频率的阶次， Ｎｅ 代表计算结构所用的单元数， ｕｄｏｆ 代表自由度．分析知，所构造的

高阶等参元 Ｑ１６ 和 Ｑ１３ 单元在粗网格（即单元划分很少）情况下可得比低阶等参元好的计算精度和收敛速

率．由表 １ 和表 ２ 知，用 １６ 个 Ｑ１６ 或 Ｑ１３ 单元所得自振频率结果的精度比 Ｑ４ 等参元用 ９００ 个单元所得结果

精度高．就计算时间而言，在 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ５⁃８３００Ｈ，８．００ ＧＢ 的个人电脑上，使用 １６ 个 Ｑ１３ 单元和

Ｑ１６ 单元求解分别花费 ２４．６６ ｓ 和 ７７．４５ ｓ，而运行 ９００ 个 Ｑ４ 单元则花费 １８２．１７ ｓ，这说明 Ｑ１３ 单元的计算效

率较高．图 ３ 给出了基于 １００ 个 Ｑ１６ 单元该结构的前 ６ 阶振型．
表 １　 三边固定一边自由方膜的前 １０ 阶自振频率（基于 Ｑ１３、Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４）（单位： Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｉｄｅｓ⁃ｆｉｘｅｄ ａｎｄ ｏｎｅ⁃ｓｉｄｅ⁃ｆｒｅｅ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ１３， Ｑ９， Ｑ８ ａｎｄ Ｑ４ （ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

Ｎ⁃Ｆ （ｍ， ｎ）

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ

Ｑ１３
Ｎｅ ＝ ２

（ｕｄｏｆ ＝ ６）

Ｎｅ ＝ ４

（ｕｄｏｆ ＝ １８）

Ｎｅ ＝ １６

（ｕｄｏｆ ＝ ８４）

Ｎｅ ＝ １００

（ｕｄｏｆ ＝ ５７０）

Ｑ９

Ｎｅ ＝ １００

（ｕｄｏｆ ＝ ３８０）

Ｑ８

Ｎｅ ＝ １００

（ｕｄｏｆ ＝ ２８０）

Ｑ４

Ｎｅ ＝ ９００

（ｕｄｏｆ ＝ ８７０）
ｅｘａｃｔ［２１］

１（ｍ ＝ １， ｎ ＝ １） ０．３４２ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０

２（ｍ ＝ ２， ｎ ＝ １） ０．５５６ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９

３（ｍ ＝ １， ｎ ＝ ２） ０．６４７ ０．６３１ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２８ ０．６２７

４（ｍ ＝ ２， ｎ ＝ ２） ０．８３１ ０．７６８ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６２ ０．７６１

５（ｍ ＝ ３， ｎ ＝ １） ０．９０４ ０．８２９ ０．８２０ ０．８１９ ０．８２０ ０．８２０ ０．８２１ ０．８１９

６（ｍ ＝ １， ｎ ＝ ３） １．３９９ ０．９４９ ０．９２６ ０．９２６ ０．９２６ ０．９２６ ０．９２９ ０．９２６

７（ｍ ＝ ３， ｎ ＝ ２） － １．０４８ ０．９７５ ０．９７４ ０．９７４ ０．９７４ ０．９７７ ０．９７４

８（ｍ ＝ ２， ｎ ＝ ３） － １．０６４ １．０２１ １．０２１ １．０２１ １．０２１ １．０２４ １．０２１

９（ｍ ＝ ４， ｎ ＝ １） － １．１６４ １．１０９ １．１０８ １．１０９ １．１０９ １．１１３ １．１０８

１０（ｍ ＝ ３， ｎ ＝ ３） － １．２６５ １．１９０ １．１８８ １．１８９ １．１８９ １．１９３ １．１８８

ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ／ ｓ ３．２５ ５．８５ ２４．６６ １２２．７５ ４６．６９ ４２．１９ １８２．１７ －
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表 ２　 三边固定一边自由方膜的前 １０ 阶自振频率（基于 Ｑ１６、Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４ ） （单位： Ｈｚ）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｉｄｅｓ⁃ｆｉｘｅｄ ａｎｄ ｏｎｅ⁃ｓｉｄｅ⁃ｆｒｅｅ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ１６， Ｑ９， Ｑ８ ａｎｄ Ｑ４ （ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

Ｎ⁃Ｆ （ｍ， ｎ）

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ

Ｑ１６
Ｎｅ ＝ ２

（ｕｄｏｆ ＝ １２）

Ｎｅ ＝ ４

（ｕｄｏｆ ＝ ３０）

Ｎｅ ＝ １６

（ｕｄｏｆ ＝ １３２）

Ｎｅ ＝ １００

（ｕｄｏｆ ＝ ８７０）

Ｑ９
Ｎｅ ＝ １００

（ｕｄｏｆ ＝ ３８０）

Ｑ８
Ｎｅ ＝ １００

（ｕｄｏｆ ＝ ２８０）

Ｑ４
Ｎｅ ＝ ９００

（ｕｄｏｆ ＝ ８７０）
ｅｘａｃｔ［２１］

１（ｍ ＝ １， ｎ ＝ １） ０．３４２ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０ ０．３４０

２（ｍ ＝ ２， ｎ ＝ １） ０．５５０ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９ ０．５４９

３（ｍ ＝ １， ｎ ＝ ２） ０．６４６ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２７ ０．６２８ ０．６２７

４（ｍ ＝ ２， ｎ ＝ ２） ０．７７６ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６１ ０．７６２ ０．７６１

５（ｍ ＝ ３， ｎ ＝ １） ０．８２８ ０．８２０ ０．８２０ ０．８１９ ０．８２０ ０．８２０ ０．８２１ ０．８１９

６（ｍ ＝ １， ｎ ＝ ３） ０．９９３ ０．９２６ ０．９２６ ０．９２５ ０．９２６ ０．９２６ ０．９２９ ０．９２６

７（ｍ ＝ ３， ｎ ＝ ２） １．１６０ ０．９７４ ０．９７４ ０．９７４ ０．９７４ ０．９７４ ０．９７７ ０．９７４

８（ｍ ＝ ２， ｎ ＝ ３） １．２８２ １．０２１ １．０２１ １．０２１ １．０２１ １．０２１ １．０２４ １．０２１

９（ｍ ＝ ４， ｎ ＝ １） １．７１９ １．１０９ １．１０９ １．１０８ １．１０９ １．１０９ １．１１３ １．１０８

１０（ｍ ＝ ３， ｎ ＝ ３） １．８０４ １．１８９ １．１８９ １．１８８ １．１８９ １．１８９ １．１９３ １．１８８

ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ／ ｓ ９．５５ １９．３７ ７７．４５ ４２８．３８ ４６．６９ ４２．１９ １８２．１７ －

（ａ） 第 １ 阶振型 （ｂ） 第 ２ 阶振型 （ｃ） 第 ３ 阶振型

（ａ） Ｍｏｄｅ １ （ｂ） Ｍｏｄｅ ２ （ｃ） Ｍｏｄｅ ３

（ｄ） 第 ４ 阶振型 （ｅ） 第 ５ 阶振型 （ｆ） 第 ６ 阶振型

（ｄ） Ｍｏｄｅ ４ （ｅ） Ｍｏｄｅ ５ （ｆ） Ｍｏｄｅ ６
图 ３　 三边固定一边自由方膜前 ６ 阶振型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ ６ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ａ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｗｉｔｈ ３ ｓｉｄｅｓ ｆｉｘｅｄ ａｎｄ ｏｎｅ ｓｉｄｅ ｆｒｅｅ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３．２　 含裂缝方膜

考察一含裂缝方膜的问题，结构模型见图 ４（ａ），薄膜结构的厚度为 １ｍｍ ．材料参数同算例 １．由于该结

构对称，计算时取结构的一半进行分析，即矩形 ＤＯＡＢＣ，见图 ４（ｂ），其中 ＡＤ＝ ２ ｍ，ＡＢ＝ １ ｍ ．这个问题可被定

义为如下方程形式：

３９１第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乔海青，等： 高阶等参元在薄膜结构自由振动中的应用



　 　

－ Δｕ ＝ λｕ，　 　 ｉｎ Ω ＝ （ － １，１） × （０，２），

ｕ ＝ ０， ｉｎ ＡＢ ∪ ＢＣ ∪ ＢＣ ∪ ＤＯ，
∂ｕ
∂ｎ

＝ ０， ｉｎ ＯＡ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２６）

图 ４　 裂缝薄膜结构

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｓｉｄｅ ｃｒａｃｋ

分别考虑划分网格为 ２，４，１６，６４ 和 ２２５ 个单元的情形．材料参数同算例 １，该问题采用无量纲分析，其特

征值的结果被列在表 ３ 和表 ４ 中，表中参考解取自文献［５，２２］．结果表明 Ｑ１３ 和 Ｑ１６ 在少量单元划分情况

下结果精度高，如 ６４ 个 Ｑ１３ 单元结果优于 ２２５ 个 Ｑ８ 或 Ｑ９ 单元结果，也优于 ９００ 个 Ｑ４ 单元的结果．这再次

说明 Ｑ１３ 和 Ｑ１６ 单元具有较高的计算效率．图 ５ 所示是该结构基于 ６４ 个 Ｑ１６ 单元的前 ３ 阶振型．
表 ３　 裂缝薄膜的前 ５ 阶特征值（基于 Ｑ１３、Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４ 单元）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋｅｄ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ１３， Ｑ９， Ｑ８ ａｎｄ Ｑ４

Ｎ⁃Ｆ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ

Ｑ１３
Ｎｅ ＝ ２

（ｕｄｏｆ ＝ ６）

Ｎｅ ＝ ４

（ｕｄｏｆ ＝ １５）

Ｎｅ ＝ １６

（ｕｄｏｆ ＝ ７８）

Ｎｅ ＝ ６４

（ｕｄｏｆ ＝ ３４８）

Ｑ９
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ８５５）

Ｑ８
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ６３０）

Ｑ４
Ｎｅ ＝ ９００

（ｕｄｏｆ ＝ ８５５）
ｅｘａｃｔ

１ ８．８４２ ２ ８．７２６ ３ ８．５３９ ２ ８．４５４ ６ ８．５６３ ７ ８．５８０ ８ ８．４６４ ７ ８．３７１ ３［２２］

２ １６．９９９ ２ １６．８１５ ２ １６．６４８ ５ １６．６４５ ６ １６．６４４ ３ １６．６４４ ４ １６．６８５ ５ １６．６４５ ３［２２］

３ ３１．１０７ ５ ２８．８０７ ３ ２７．９９６ ６ ２７．９７７ ９ ２７．９７９ ７ ２７．９７９ ７ ２８．０９８ ２ ２７．９７７ ７［５］

４ ３３．４９８ ５ ３２．１８８ ４ ３１．０２４ ０ ３０．７５９ ０ ３１．０４９ ５ ３１．０９３ ７ ３０．９１６ ２ ３０．５３６ ４［５］

５ ６３．５１２ ３ ４４．５１４ ７ ４２．７９８ ４ ４２．５５１ ３ ４２．６９６ ７ ４２．７１８ ２ ４２．８４５ ３ ４２．４４７ ９［５］

ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ／ ｓ ３．４２ ５．５３ １９．９１ ７７．７０ ２４４．８９ １２５．５８ １７８．０３

表 ４　 裂缝薄膜的前 ５ 阶特征值（基于 Ｑ１６、Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４ 单元）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋｅｄ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ１６， Ｑ９， Ｑ８ ａｎｄ Ｑ４

Ｎ⁃Ｆ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ

Ｑ１６
Ｎｅ ＝ ２

（ｕｄｏｆ ＝ １２）

Ｎｅ ＝ ４

（ｕｄｏｆ ＝ ２７）

Ｎｅ ＝ １６

（ｕｄｏｆ ＝ １２６）

Ｎｅ ＝ ６４

（ｕｄｏｆ ＝ ５４０）

Ｑ９
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ８５５）

Ｑ８
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ６３０）

Ｑ４
Ｎｅ ＝ ９００

（ｕｄｏｆ ＝ ８５５）
ｅｘａｃｔ

１ ８．６５２ ０ ８．５９７ ０ ８．４７６ ５ ８．４２３ ８ ８．５６３ ７ ８．５８０ ８ ８．４６４ ７ ８．３７１ ３［２２］

２ １６．９４０ １ １６．７９２ ６ １６．６４７ ４ １６．６４５ ４ １６．６４４ ３ １６．６４４ ４ １６．６８５ ５ １６．６４５ ３［２２］

３ ２９．１５９ ８ ２８．５００ ７ ２７．９９４ ８ ２７．９７７ ８ ２７．９７９ ７ ２７．９７９ ７ ２８．０９８ ２ ２７．９７７ ７［５］

４ ３２．４２４ ９ ３１．８３５ ６ ３０．８５３ ０ ３０．６７６ ６ ３１．０４９ ５ ３１．０９３ ７ ３０．９１６ ２ ３０．５３６ ４［５］

５ ４５．０５０ ７ ４３．８８４ １ ４２．７２５ ３ ４２．５１３ ４ ４２．６９６ ７ ４２．７１８ ２ ４２．８４５ ３ ４２．４４７ ９［５］

ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ／ ｓ ９．２０ １７．１５ ６６．３６ ２６９．３９ ２４４．８９ １２５．５８ １７８．０３

３．３　 环扇形薄膜

图 ６ 所示是圆心角为 ９０°的环扇形薄膜结构，内、外半径分别为 ０．５ ｍ 和 １ ｍ，薄膜结构的厚度为 １ ｍｍ，

４９１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



材料参数同算例 １，其周边全固定．应用 Ｑ１３ 和 Ｑ１６ 单元得该结构前 １０ 阶自振频率参数，结果分别见表 ５ 和

表 ６．

（ａ） 第 １ 阶振型 （ｂ） 第 ２ 阶振型 （ｃ） 第 ３ 阶振型

（ａ） Ｍｏｄｅ １ （ｂ） Ｍｏｄｅ ２ （ｃ） Ｍｏｄｅ ３
图 ５　 裂缝薄膜前 ３ 阶振型

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ １ｓｔ ３ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ａ ｓｑｕａｒｅ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｓｉｄｅ ｃｒａｃｋ

图 ６　 环扇形薄膜

Ｆｉｇ． ６　 Ａｎ ａｎｎｕｌａｒ ｍｅｍｂｒａｎｅ

表 ５　 环扇形薄膜的前 １０ 阶自振频率参数（基于 Ｑ１３、Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４ 单元）
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｎａｔｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｎ ａｎｎｕｌａｒ ｍｅｍｂｒａｎｅ （ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ１３， Ｑ９， Ｑ８ ａｎｄ Ｑ４）

Ｎ⁃Ｆ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ

Ｑ１３
Ｎｅ ＝ ４

（ｕｄｏｆ ＝ １０）

Ｎｅ ＝ ８

（ｕｄｏｆ ＝ ２２）

Ｎｅ ＝ １２

（ｕｄｏｆ ＝ ４９）

Ｎｅ ＝ ２５

（ｕｄｏｆ ＝ １２１）

Ｎｅ ＝ ３６

（ｕｄｏｆ ＝ １８１）

Ｎｅ ＝ ６４

（ｕｄｏｆ ＝ ３３７）

Ｑ９
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ８４１）

Ｑ８
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ６１６）

Ｑ４
Ｎｅ ＝ ４００

（ｕｄｏｆ ＝ ３６１）
ｅｘａｃｔ［７］

１ ６．８４２ ６ ６．８４２ ３ ６．８１４ １ ６．８１３ ８ ６．８１３ ８ ６．８１３ ８ ６．８１３ ９ ６．８１３ ９ ６．８２６ ０ ６．８１４ ０

２ ８．３１３ ３ ８．３０１ ０ ８．２６７ ３ ８．２６６ ８ ８．２６６ ７ ８．２６６ ７ ８．２６６ ９ ８．２６６ ８ ８．２９１ ６ ８．２６７ ０

３ １０．３３８ ０ １０．２３７ ７ １０．１９１ ６ １０．１９０ ２ １０．１８９ ４ １０．１８９ ０ １０．１８９ ８ １０．１８９ ６ １０．２５７ ０ １０．１８９ ０

４ １２．５３７ ２ １２．４０７ ７ １２．３２３ ０ １２．３２０ ４ １２．３１４ ５ １２．３１１ ９ １２．３１４ ５ １２．３１４ １ １２．４６７ ２ １２．３１１ ０

５ １３．２８１ ４ １３．２７０ ６ １２．９２９ ４ １２．８５５ ７ １２．８５５ ６ １２．８５５ ５ １２．８５６ ２ １２．８５５ ８ １２．９１６ ８ １２．８５６ ０

６ １４．３３０ ５ １４．１６８ ６ １３．８１６ ７ １３．７４２ ７ １３．７４２ ４ １３．７４２ ３ １３．７４３ １ １３．７４２ ６ １３．８０９ ４ １３．７４２ ０

７ １５．７３９ ４ １４．７３９ １ １４．５４６ ８ １４．５７６ ８ １４．５１６ ６ １４．５０５ １ １４．５１１ ６ １４．５１１ ０ １４．８０２ ０ １４．５０２ ０

８ １６．９４３ ０ １５．７１０ ６ １５．１９８ １ １５．１１２ ３ １５．１１０ ６ １５．１１０ １ １５．１１１ ４ １５．１１０ ７ １５．２０７ ８ １５．１１０ ０

９ ２０．４３８ ０ １７．２４５ １ １６．８０６ １ １６．８２９ １ １６．７９４ ４ １６．７１５ ３ １６．７２７ ９ １６．７２７ ０ １７．０１７ １ １６．７０６ ０

１０ ２４．９４１ ９ １７．９２２ ７ １６．９８７ ４ １６．８５４ １ １６．８４５ １ １６．８４１ ８ １６．８４４ ７ １６．８４３ ８ １７．２１６ ０ １６．８４１ ０

ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ／ ｓ ２８．１３ ５５．０９ ８３．２５ １７４．１３ ２５７．６７ ４６２．４３ ４４７．６５ ３３３．３２ １０４．５２ －

　 　 由表 ５ 可知，以理论解为基准，环扇形划分为 １２ 个 Ｑ１３ 单元（周向等分为 ６ 段，径向等分为 ２ 段）时，前
３ 阶参数的相对误差极小，分别约为 ０．００１ ５％，０．００３ ６％，０．０２５ ５％；第 ４～６ 阶自振频率参数的相对误差均不

超过 ０．６％；而 ７～１０ 阶频率的相对误差分别约为 ０．３０８ ９％，０．５８３ １％，０．５９９ ２％，０．８６９ ３％．而划分为 ３６ 个

Ｑ１３ 单元时（周向和径向均等分为 ６ 段），前十阶自振频率参数的相对误差都很小，除第 ７ 阶和第 ９ 阶的相对

误差分别为 ０．１００ ７％和 ０．５２９ ２％，其他均不超过 ０．０１％；而划分为 ６４ 个单元（周向和径向均等分为 ８ 段）
时，前 ６ 阶自振频率参数的相对误差较小，均不超过 ０．０６％．

５９１第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乔海青，等： 高阶等参元在薄膜结构自由振动中的应用



类似地，由表 ６ 可知，环扇形分别划分为 １２、３６ 和 ６４ 个单元时，采用 Ｑ１６ 单元所得前三阶自振频率参数

的精度较 Ｑ１３ 单元略高，且高阶自振频率参数误差随着网格的不断增加而逐步减少，如 ６４ 个 Ｑ１６ 单元计算

所得第 １０ 阶自振频率参数的相对误差仅为 ０．００４％．
总体而言，同等网格下 Ｑ１６ 单元的精度高于 Ｑ１３ 单元．但按照所耗计算量而言，同等精度下 Ｑ１３ 单元的

效率更高，因为其所对应的计算自由度数更少．图 ７ 给出了基于 ６４ 个 Ｑ１６ 单元计算所得该结构前 ６ 阶振型

（其中环扇形区域划分为 ６４ 个单元）．
表 ６　 环扇形薄膜的前 １０ 阶自振频率参数（基于 Ｑ１６、Ｑ９、Ｑ８ 和 Ｑ４ 单元）

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ １ｓｔ １０ ｎａｔｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｎ ａｎｎｕｌａｒ ｍｅｍｂｒａｎｅ（ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ１６ ， Ｑ９， Ｑ８ ａｎｄ Ｑ４）

Ｎ⁃Ｆ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ

Ｑ１６
Ｎｅ ＝ ４

（ｕｄｏｆ ＝ ２２）

Ｎｅ ＝ ８

（ｕｄｏｆ ＝ ４６）

Ｎｅ ＝ １２

（ｕｄｏｆ ＝ ８５）

Ｎｅ ＝ ２５

（ｕｄｏｆ ＝ １９６）

Ｎｅ ＝ ３６

（ｕｄｏｆ ＝ ２８９）

Ｎｅ ＝ ６４

（ｕｄｏｆ ＝ ５２９）

Ｑ９
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ８４１）

Ｑ８
Ｎｅ ＝ ２２５

（ｕｄｏｆ ＝ ６１６）

Ｑ４
Ｎｅ ＝ ４００

（ｕｄｏｆ ＝ ３６１）
ｅｘａｃｔ［７］

１ ６．８４２ ２ ６．８４２ ２ ６．８１４ １ ６．８１３ ８ ６．８１３ ８ ６．８１３ ８ ６．８１３ ９ ６．８１３ ９ ６．８２６ ０ ６．８１４ ０

２ ８．３００ ３ ８．３００ ０ ８．２６７ １ ８．２６６ ８ ８．２６６ ７ ８．２６６ ７ ８．２６６ ９ ８．２６６ ８ ８．２９１ ６ ８．２６７ ０

３ １０．２３３ １ １０．２２８ ９ １０．１９０ ６ １０．１９０ １ １０．１８９ ３ １０．１８９ ０ １０．１８９ ８ １０．１８９ ６ １０．２５７ ０ １０．１８９ ０

４ １２．４１２ ６ １２．３５５ ９ １２．３１７ ８ １２．３２０ ０ １２．３１４ ４ １２．３１１ ９ １２．３１４ ５ １２．３１４ １ １２．４６７ ２ １２．３１１ ０

５ １３．２６７ ０ １３．２６７ １ １２．９２９ ４ １２．８５５ ７ １２．８５５ ６ １２．８５５ ５ １２．８５６ ２ １２．８５５ ８ １２．９１６ ８ １２．８５６ ０

６ １４．１１４ ２ １４．１１４ １ １３．８１５ ０ １３．７４２ ６ １３．７４２ ４ １３．７４２ ３ １３．７４３ １ １３．７４２ ６ １３．８０９ ４ １３．７４２ ０

７ １４．６６７ ０ １４．５４９ ７ １４．５２２ ７ １４．５７４ ９ １４．５１６ １ １４．５０５ １ １４．５１１ ６ １４．５１１ ０ １４．８０２ ０ １４．５０２ ０

８ １５．４６０ １ １５．４５７ ０ １５．１８２ ３ １５．１１１ １ １５．１１０ ３ １５．１１０ ０ １５．１１１ ４ １５．１１０ ７ １５．２０７ ８ １５．１１０ ０

９ １７．１０１ ６ １６．７６２ ２ １６．８０３ ９ １６．８２３ ３ １６．７９２ ９ １６．７１５ ２ １６．７２７ ９ １６．７２７ ０ １７．０１７ １ １６．７０６ ０

１０ １７．２７０ ９ １７．２２０ １ １６．９１７ ５ １６．８４８ ８ １６．８４３ ９ １６．８４１ ７ １６．８４４ ７ １６．８４３ ８ １７．２１６ ０ １６．８４１ ０

ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ／ ｓ ７２．１３ １４４．０５ ２１４．３７ ４４４．５１ ６６１．４２ １１７６．７２ ４４７．６５ ３３３．３２ １０４．５２ －

（ａ） 第 １ 阶振型 （ｂ） 第 ２ 阶振型 （ｃ） 第 ３ 阶振型

（ａ） Ｍｏｄｅ １ （ｂ） Ｍｏｄｅ ２ （ｃ） Ｍｏｄｅ ３

（ｄ） 第 ４ 阶振型 （ｅ） 第 ５ 阶振型 （ｆ） 第 ６ 阶振型

（ｄ） Ｍｏｄｅ ４ （ｅ） Ｍｏｄｅ ５ （ｆ） Ｍｏｄｅ ６
图 ７　 环扇形薄膜前 ６ 阶振型

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ １ｓｔ ６ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｍｅｍｂｒａｎｅ

６９１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



４　 总　 　 结

为研究薄膜自由振动问题的高精度算法，本文基于 ｐ 型有限元思想构造了两种四边形等参元 Ｑ１６ 和

Ｑ１３．然后，本文应用所构建的 ｐ 型等参元分析若干算例，并将所提单元得到的自振特性结果与较低阶等参元

Ｑ４，Ｑ８ 和 Ｑ９ 得到的结果进行了对比，表明了构造的 ｐ 型单元的优点，即在单元数较少的情况下可获得较高

的计算精度，同时收敛速率快，网格前处理简单．综上，所提出的高阶等参单元虽构造相对复杂，但具备高效

率和高精度的优势，因而具有进一步研究和推广的价值．
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