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摘要：　 基于相场理论，该文提出了一种精确的考虑可溶性表面活性剂作用的两相流相场方法．为保证相界面处动

量输运的守恒性，引入一致性的质量通量以考虑相变量扩散对质量守恒的影响，应用有限体积方法离散守恒形式

的控制方程；选择五阶 ＷＥＮＯ 格式处理控制方程的对流项，改善界面处理的精度和稳定性．此外，还构造了多组二

维差分模板以进一步改善表面张力项中的梯度离散，并证实了对应格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｄ２Ｑ９ 模型的模板能够显著降低

伪势速度，改善表面活性剂浓度的计算精度．通过对静态液滴、双液滴融合、大密度比气泡上升以及剪切流中的单液

滴变形与破裂等问题进行数值研究，充分验证了所提出的两相流相场方法的精度、守恒性与鲁棒性．
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０　 引　 　 言

表面活性剂作为两亲性物质［１］，易吸附于界面并降低界面的表面张力，对多相流动的界面动力学行为

产生巨大影响［２］ ．此外，表面活性剂的非线性输运会导致其在相界面处的非均匀分布，诱发沿界面切向的表

面张力梯度（即 Ｍａｒａｎｇｏｎｉ 应力），从而对液滴或气泡的动力学行为产生进一步影响，使其成为工业应用领域

控制液滴和气泡运动和变形的有效手段［３］ ．特别地，表面活性剂可以提高液滴生成效率和界面稳定性，是液

滴微流控技术的重要添加剂．
实验研究虽然是理解表面活性剂的化学、物理性质的直接途径［４］，但却很难准确地获得关键定量信息，

如流场、表面活性剂分布等．同时，通过实验研究揭示其作用机理也存在挑战．Ｍａｎｉｋａｎｔａｎ 等［５］ 指出，为了能

够从流体力学的角度深入理解、解释和设计表面活性剂⁃流体系统，须从宏观流动尺度来研究表面活性剂的

作用机理．数值模拟是实现这一目标的有效手段，国内外学者先后提出了许多方法来描述含有表面活性剂的

液滴的运动和变形．解决上述问题的数值方法大致可以分为两类：界面追踪方法和界面捕捉方法．界面追踪

方法基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述，使用离散的网格点描述界面，主要包括边界积分方法［６］、ｆｒｏｎｔ⁃ｔｒａｃｋｉｎｇ［７］以及浸没边

界法［８］等．其中 Ｓｔｏｎｅ 等［９］在 １９９０ 年应用边界积分方法模拟了在低 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数条件下，不可溶表面活性剂对

拉伸液滴变形和破裂的影响，之后 Ｍｉｌｌｉｋｅｎ 等［１０］将该研究扩展到了可溶性表面活性剂．在 ｆｒｏｎｔ⁃ｔｒａｃｋｉｎｇ 方法

的研究领域，Ｍｕｒａｄｏｇｌｕ 等［１１］研究了可溶性表面活性剂对液滴分裂的影响，并对圆管中可溶性表面活性剂作

用下的气泡上升问题进行了数值模拟．Ｌｕｏ 等通过对三维方形管道中含有可溶［１２］ ／不可溶［１３］ 表面活性剂液

滴动力学的数值模拟研究，分析了表面活性剂对液滴最终稳定状态的影响．需要指出的是，基于 ｆｒｏｎｔ⁃ｔｒａｃｋｉｎｇ
方法的可溶性表面活性剂的输运模型需要同时考虑表面活性剂在体相区域与界面区域的输运及其耦合作用．此
外，Ｌａｉ 等［１４］用浸没边界方法研究了含有不可溶表面活性剂的界面运动，并确保了表面活性剂的质量守恒．
随后，Ｌａｉ 等［１５］又将该方法应用于移动接触线的研究中．尽管界面追踪方法在载有表面活性剂的液滴运动研

究中得到了广泛的应用，但是其在处理复杂界面拓扑结构变化方面存在困难和挑战．
界面捕捉方法通过辅助标量函数的演化隐式地描述界面，它能有效地处理复杂的界面拓扑结构变化．这

类方法主要包括 ＶＯＦ 方法（ ｖｏｌｕｍｅ⁃ｏｆ⁃ｆｌｕｉｄ ｍｅｔｈｏｄ） ［１６］、ｌｅｖｅｌ⁃ｓｅｔ 方法［１７］ 以及相场方法（ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ） ［１８］ ．Ｒｅｎａｒｄｙ 等［１９］利用 ＶＯＦ 方法研究了剪切流动条件下含有表面活性的低黏度比液滴变形．Ｊａｍｅｓ 等［２０］

发展了非线性的表面张力状态方程，并利用 ＶＯＦ 方法模拟了含不可溶表面活性剂的界面动力学行为．而 Ｘｕ
等［２１］将表面活性剂沿界面法向均匀扩展到界面附近，基于 ｌｅｖｅｌ⁃ｓｅｔ 方法建立了不可溶活性剂模型．基于相场

方法，Ｌａｒａｄｊｉ 等［２２］在 １９９２ 年首次提出了一种新的考虑表面活性剂影响的自由能泛函，他们研究了表面活性

剂对相分离动力学的影响．２０１０ 年，Ｌｉｕ 等［２３］基于格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法和相场模型，数值模拟了含有可溶性表

面活性剂的液滴运动，其模型可以恢复平衡态的 Ｆｒｕｍｋｉｎ 和 Ｌａｎｇｍｕｉｒ 吸附等温线．２０１３ 年，Ｅｎｇｂｌｏｍ 等［２４］ 对

现有可溶性表面活性剂相场模型的适定性进行了细致分析，并对自由能函数进行了修正，提出了四种可行性

方案，拓宽了表面活性剂相场模型的应用范围．随后，Ｓｏｌｉｇｏ 等［２５］采用了高精度伪谱方法，对湍流通道中含有

可溶性表面活性剂的液滴群体动态行为进行了深入研究．同年，Ｚｈｕ 等［２６］根据热力学定律和 Ｏｎｓａｇｅｒ 变分原

理，推导了考虑可溶性表面活性剂作用的移动接触线相场模型，研究了固体表面上含可溶性表面活性剂的液

滴运动．近期，Ｚｏｎｇ 等［２７］与 Ｚｈｏｕ 等［２８］也成功地应用耦合相场理论的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法研究了含可溶性表

面活性剂的液滴动力学行为．
相场方法的理论基础坚实，其可以通过能量变分理论推导得到，能够保证良好的守恒性以及热力学一致

性，还能通过改变自由能来引入各类物理效应，比如热毛细效应［２ ９ ］、表面活性剂的影响［２３］ 和移动接触线问

题［ ３０ ］等．此外，实际计算过程中，相场方法避免了界面的几何重构和重新初始化过程，数值处理更简单．因
此，本文选择相场方法来描述两相流动的相界面，并采用 Ｅｎｇｂｌｏｍ 等［２４］ 提出的修正模型考虑可溶性表面活

性剂与相界面的耦合作用，即用两个耦合的 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程分别描述界面捕捉相变量和表面活性剂浓度
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的动态演化．尽管相场方法具有坚实的物理基础，处理四阶非线性偏微分方程的困难是一个长期存在的问

题［３１］ ．此外，如 Ｙｕｅ 等［３２］所指出的：尽管 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程能够保证整体计算域内的质量守恒，但实际数值

计算产生的相变量数值扰动和非物理扩散会导致液滴的自发收缩，从而破坏质量守恒．因此，本文采用基于

同位网格的有限体积方法来离散守恒形式的控制方程，并参照 Ｈｕａｎｇ 等［３３］ 的研究，考虑相变量扩散对质量

守恒的影响，在动量方程中引入了满足守恒性、一致性的质量通量，从而有效保证相界面处动量输运的守恒

性．在数值离散处理过程中，参考了 Ｄｏｎｇ 等［３４］ 的工作，将四阶非线性的 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程拆分为两个二阶

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程；采用五阶 ＷＥＮＯ 格式［３５］统一处理所有控制方程的对流项，以此提升数值方法的精度、守恒

性和鲁棒性；应用 Ｒｈｉｅ⁃Ｃｈｏｗ 插值计算控制体边界上的速度分量以避免压力振荡．最后，还借鉴了基于格子

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 的多相流动相场方法，通过构造多维差分模板改善了表面张力中的梯度计算．
文章的组织结构如下：在第 １ 节，介绍了考虑可溶性表面活性剂作用的两相流动相场模型，并提供了流

动控制方程的具体表述；在第 ２ 节，详述了控制方程的数值离散思路，并重点阐述了用于改善表面张力计算

的梯度算子差分模板；在第 ３ 节，对相关数值算例进行了验证分析，从伪势速度、体积守恒以及大物性参数比

等方面对算法的准确性、守恒性以及鲁棒性进行了验证；最后，第 ４ 节，对全文的内容进行了总结与归纳．

１　 系统控制方程

１．１　 相场方程与表面活性剂输运方程

在相场理论框架下，考虑由两种不混溶流体和可溶性表面活性剂组成的三元体系．为了描述该系统，引
入两个相变量：用 ϕ 区分两相流体并描述相界面（记为“界面捕捉相变量”），其在单相区域是常数，而在界面

区域光滑连续变化；用 ψ 表征可溶性表面活性剂的浓度，其在体相区域保持较低浓度，而在界面处达到最大

值．界面捕捉相变量和表面活性剂浓度演化满足如下 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程形式的相场方程：
　 　 ∂ｔϕ ＋ Ñ·（ｕϕ） ＝ Ñ·（Ｍϕ Ñμϕ）， （１）
　 　 ∂ｔψ ＋ Ñ·（ｕψ） ＝ Ñ·（Ｍψ Ñμψ）， （２）

其中 ｕ 是速度， Ｍϕ 与 Ｍψ 分别表示两个相变量的迁移率， μϕ 与 μψ 表示对应的化学势．化学势的表达式与自

由能泛函有关

　 　 Ｆｍｉｘ ＝ ∫
Ｖ

１
４

（ϕ２ － １） ２ ＋ ε ２

２
Ñϕ ２ ＋ ｋＢＴ［ψｌｎ ψ ＋ （１ － ψ）ｌｎ（１ － ψ）］ －é

ë
êê

　 　 　 　 １
４

ψ（１ － ϕ２） ２ ＋ Ｗ
２

ψϕ２ ù

û
úú ｄＶ， （３）

其中 ε 为与界面厚度有关的参数， ｋＢＴ，Ｗ是与表面活性剂分布有关的参数， ｋＢ 为 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 常数， Ｔ为温度，
常数 ｋＢＴ 是给定温度下表面活性剂的扩散系数， Ｗ 是使表面活性剂在体相区域保持较低浓度的参数．化学势

可由上述自由能泛函对两个相变量的变分导数得到

　 　 μϕ ＝
δＦｍｉｘ

δϕ
＝ ϕ３ － ϕ － ε ２ Ñ２ϕ － ψ（ϕ３ － ϕ） ＋ Ｗψϕüþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

Ｃϕψ

， （４）

　 　 μψ ＝
δＦｍｉｘ

δψ
＝ ｋＢＴｌｎ

ψ
１ － ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

４
（１ － ϕ２） ２ ＋ Ｗ

２
ϕ２ ． （５）

从式（４）可以看出， μϕ 不仅与界面捕捉相变量有关，还受到表面活性剂的影响，将这一项称为 Ｃϕψ ．Ｙｕｎ
等［３６］指出，该项将会在实际的数值计算中引起非物理的界面行为，实际计算中应将其忽略．相变量与化学势

的边界条件为 ｎ·Ñμϕ ｜ Γ ＝ ｎ·Ñμψ ｜ Γ ＝ ０，ｎ·Ñϕ ｜ Γ ＝ ｎ·Ñψ ｜ Γ ＝ ０．根据平衡态条件，可以由化学势的表达式推

导得到两个相变量的平衡态分布：

　 　 ϕ（ ｚ） ＝ ｔａｎｈ
ｚ
２ ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６）

　 　 ψ ＝
ψ ｂ

ψ ｂ ＋ ψ ｃ（ϕ）（１ － ψ ｂ）
， （７）
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式中 ψ ｂ 为平衡态体相表面活性剂浓度，辅助变量 ψ ｃ（ϕ） 是相变量 ϕ 的函数

　 　 ψ ｃ（ϕ） ＝ ｅ
１

ｋＢＴ
－ １

４ （ϕ２－１） ２＋Ｗ
２ （ϕ２－１）[ ] ． （８）

可以看出，表面活性剂的分布不仅与体相表面活性剂浓度 ψ ｂ 有关，还与 ｋＢＴ，Ｗ 两个参数有关．
１．２　 流体动力学方程

采用不可压缩的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程描述流体流动：
　 　 Ñ·ｕ ＝ ０， （９）
　 　 ∂ｔρｕ ＋ Ñ·（ｍｕ） ＝ － Ñｐ ＋ Ñ·［η（Ñｕ ＋ ÑｕＴ）］ ＋ ｆｓ， （１０）

其中 ｕ 是速度， ρ 与 η 为流体的密度与黏度，它们与界面捕捉相变量的分布有关

　 　 ρ ＝
ρ Ａ ＋ ρＢ

２
＋
ρ Ａ － ρＢ

２
ϕ， （１１）

　 　 η ＝
η Ａ ＋ ηＢ

２
＋
η Ａ － ηＢ

２
ϕ， （１２）

其中 ρ Ａ，ρＢ，η Ａ，ηＢ 分别为表示流体 Ａ 和 Ｂ 的密度与黏度．式（１０）中的 ｍ 为质量通量，对于两相流动问题：

　 　 ｍ ＝ ρｕ ＋
ρ Ａ － ρＢ

２
（ － Ｍϕ Ñμϕ） ． （１３）

上式为 Ｈｕａｎｇ 等提出的一致性质量通量［３３］，考虑界面捕捉相变量的扩散对质量守恒的影响，这在连续

层面保证了 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程中质量和动量输运的一致性和守恒性．
１．３　 连续表面力模型与表面张力的状态方程

Ｂｒａｃｋｂｉｌｌ 等［３７］最早于 １９９２ 年提出了连续表面力模型，而 Ｌｉｕ 等［３８］将其引入到相场方法中，这不仅简化

了界面曲率的计算，而且也引入了切向表面张力及其变化，表面张力计算公式为

　 　 ｆｓ ＝
３ ２
４

ε
σ
ε ２ μϕÑϕ ＋ Ñϕ ２ Ñσ － （Ñσ·Ñϕ）Ñϕé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１４）

上式右端括号内第一项表示表面张力的法向分量，其中 σ 为表面张力系数，方程右端后两项则表示切向分

量，即 Ｍａｒａｎｇｏｎｉ 应力．当表面张力沿界面均匀分布或表面张力系数为常数时，切向表面张力为零．然而，表面

活性剂会影响表面张力系数，如方程（１）和（２）所示，耦合界面动力学行为的表面活性剂输运过程也导致了

Ｍａｒａｎｇｏｎｉ 应力的产生．Ｃｈａｎｇ 等［３９］通过实验观察发现，表面张力会随着表面活性剂浓度的增加而减小，但不

会减小到原表面张力的一半．在此研究中，以干净界面的表面张力 σ ０ 作为参考值，通过如下状态方程反映表

面张力与表面活性剂浓度之间的相关性［２８］：

　 　 σ（ψ）
σ ０

＝ ｍａｘ { １ ＋ β ｓ ｌｎ（１ － ψ），０．５ } ， （１５）

其中 β ｓ 为弹性数，用于表征表面活性对表面张力影响的剧烈程度．在本文的数值研究中，只关注了较低浓度

的表面活性剂输运对液滴多相流动界面动力学行为的影响，表面张力的变化幅值小于 ５０％．式（１５）可写为

　 　 σ（ψ） ＝ ［１ ＋ β ｓ ｌｎ（１ － ψ）］σ ０ ． （１６）

２　 数 值 离 散

采用基于同位网格的有限体积方法离散求解上述控制方程，并用五阶 ＷＥＮＯ 格式处理对流项以抑制数

值扰动和非物理扩散．引入 Ｒｈｉｅ⁃Ｃｈｏｗ 插值处理以避免压力振荡，此外，计算域外侧设置了虚拟网格，从而确

保在计算域内使用统一的插值格式，同时简化了边界条件的处理．
２．１　 空间离散

２．１．１　 界面插值格式

以 ｘ 方向的插值为例，下标 ｉ，ｊ 表示某网格的位置， ｆｉ，ｊ 表示该控制体中心的物理量，则控制体界面上的

值 ｆｉ ＋１ ／ ２，ｊ 可以通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值表示为

　 　 ｆ ｍ，ｎ
ｉ＋１ ／ ２，ｊ ＝ （ ｆｉ －ｍ＋１，ｊ，ｆｉ －ｍ，ｊ，…，ｆｉ ＋ｎ，ｊ）， （１７）
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其中 ｍ 与 ｎ 分别表示 （ ｉ，ｊ） 点左右两侧的插值点数目．以线性插值为例：

　 　 ｆ １，１
ｉ ＋１ ／ ２，ｊ ＝ （ ｆｉ，ｊ，ｆｉ ＋１，ｊ） ＝

ｆｉ，ｊ ＋ ｆｉ ＋１，ｊ
２

， （１８）

沿着另一个方向的插值也可以用同样的方式来定义，除特别说明外，一般采用二阶精度的线性插值来确定控

制体界面上的物理量．
２．１．２　 对流项的处理

考虑如下一般形式的散度算子：

　 　 ［Ñ·（ ｆ１ ｆ２）］ ｉ，ｊ ＝
ｆ ｘ１，ｉ ＋１ ／ ２，ｊ ｆ２，ｉ ＋１ ／ ２，ｊ － ｆ ｘ１，ｉ －１ ／ ２，ｊ ｆ２，ｉ －１ ／ ２，ｊ

Δｘ
＋
ｆ ｙ１，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ ｆ２，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ － ｆ ｙ１，ｉ，ｊ －１ ／ ２ ｆ２，ｉ，ｊ －１ ／ ２

Δｙ
， （１９）

式中 ｆ１ 为矢量，其 ｘ 方向与 ｙ 方向的分量表示为 ｆ ｘ１ 和 ｆ ｙ１ ， 其在网格面上的值 ｆ ｘ１，ｉ ＋１ ／ ２，ｊ 与 ｆ ｙ１，ｉ，ｊ ＋１ ／ ２ 通过三次 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 插值获得， ｆ２ 是定义在网格中心的物理量，通过五阶 ＷＥＮＯ 插值得到界面上的值．
２．１．３　 梯度项的处理

图 １　 梯度算子模板点示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｌａｔｅ
ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｏｐｅｒａｔｏｒ

我们主要采用两类梯度算子模板处理不同的场景．如图

１ 所示，基于常规中心差分的梯度算子可以表示为

　 　 Ñϕ０ ＝
∂ϕ０

∂ｘ
，
∂ϕ０

∂ｙ{ } ＝
ϕ１ － ϕ３

２Δｘ
，
ϕ２ － ϕ４

２Δｙ{ } ． （２０）

方程（１４）所示表面张力项的数值处理涉及大量的梯度

计算，而考虑到 Ｍａｒａｎｇｏｎｉ 效应，表面张力的计算会直接影响

界面动力学行为与表面活性剂的输运．因此，为了提高表面

张力模型的离散精度，在此借鉴了多相流动格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ
方法中的二维差分模板［４０］，引入上下两层网格的邻近节点

变量信息构建梯度算子，即 ϕ５，ϕ６，ϕ７ 和 ϕ８（见图 １）．根据二

元函数的 Ｔａｙｌｏｒ 展开，并给周围点赋予不同的权重，可以得

到如下的算子模板：

　 　 Ñϕ０ ＝
∂ϕ０

∂ｘ
，
∂ϕ０

∂ｙ{ } ＝

　 　 　 　
ａ（ϕ１ － ϕ３） ＋ ｂ（ϕ５ － ϕ６ ＋ ϕ８ － ϕ７）

（２ａ ＋ ４ｂ）Δｘ
，
ａ（ϕ２ － ϕ４） ＋ ｂ（ϕ５ － ϕ８ ＋ ϕ６ － ϕ７）

（２ａ ＋ ４ｂ）Δｘ{ } ， （２１）

其中 ａ ＋ ２ｂ ＝ １ 是保证梯度算子二阶精度的必要条件．而当 ａ ＝ ４ｂ 时，该权重下梯度算子与多相格子 Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ 方法 Ｄ２Ｑ９ 模型一致［４０］ ．在后续的算例中，将通过比较静态液滴的伪势速度验证不同梯度算子的精度．
需要指出的是，只在表面张力项中的梯度算子的数值离散中采用了式（２０）定义的二维差分模板．除非特别说

明，其他梯度项则采用式（１９）定义的常规梯度算子进行处理．
２．１．４　 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的处理

黏性项前半部分的离散会涉及 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的处理：

　 　 ［Ñ·（η Ñｕ）］ ｉ，ｊ ＝
１
Δｘ η ｉ ＋１ ／ ２，ｊ

ｕｉ ＋１，ｊ － ｕｉ，ｊ

Δｘ
－ η ｉ －１ ／ ２，ｊ

ｕｉ，ｊ － ｕｉ －１，ｊ

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 １
Δｙ η ｉ，ｊ ＋１ ／ ２

ｕｉ，ｊ ＋１ － ｕｉ，ｊ

Δｙ
－ η ｉ，ｊ －１ ／ ２

ｕｉ，ｊ － ｕｉ，ｊ －１

Δｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

２．１．５　 散度梯度转置算子的离散

黏性项中还含有速度梯度的转置项 （Ñｕ） Ｔ， 按照 Ｈｕａｎｇ 等［３３］ 的定义，称之为散度梯度转置算子，其处

理如下（以 ｘ 方向的离散为例）：

　 　 ［Ñ·（η（Ñｕ） Ｔ）］ ｘ
ｉ，ｊ ＝

１
Δｘ η ｉ ＋１ ／ ２，ｊ

ｕｉ ＋１，ｊ － ｕｉ，ｊ

Δｘ
－ η ｉ －１ ／ ２，ｊ

ｕｉ，ｊ － ｕｉ －１，ｊ

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
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　 　 　 　 １
Δｙ η ｉ，ｊ ＋１ ／ ２

ｖｉ ＋１ ／ ２，ｊ ＋１ ／ ２ － ｖｉ －１ ／ ２，ｊ ＋１ ／ ２
Δｘ

－ η ｉ，ｊ －１ ／ ２

ｖｉ ＋１ ／ ２，ｊ －１ ／ ２ － ｖｉ －１ ／ ２，ｊ －１ ／ ２
Δｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２３）

其中

　 　 ｖｉ ＋１ ／ ２，ｊ ＋１ ／ ２ ＝ １
２
（ｖｉ，ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ｖｉ ＋１，ｊ ＋１ ／ ２） ． （２４）

２．２　 时间离散

本小节将介绍控制方程的时间离散，为处理 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程中的四阶非线性项，引入一个中间变量，
将原方程转换为两个二阶方程依次进行求解［３４］ ．对于表面活性剂输运方程，利用半隐式方法构造 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ
方程进行求解［２５］ ．而对于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的求解，则采用基于增量压力修正的投影方法［４１］ ．这种方法先求

解预测速度场，再进行压力修正的步骤，解决了固有的速度压力耦合问题．
首先介绍对任意变量 χ 的 Ｊ 阶精度的时间离散化方案：

　 　 ∂χ
∂ｔ

＝
γ ０

χ ｎ＋１ － χ

Δｔ
＝ １
Δｔ

χ ｎ＋１ － χ ｎ，　 　 　 　 　 　 　 Ｊ ＝ １，
３
２

χ ｎ＋１ － ２χ ｎ ＋ １
２

χ ｎ－１， Ｊ ＝ ２ ．

ì

î

í
ïï

ïï
（２５）

除此之外，定义 χ∗，ｎ＋１ 为 χ ｎ＋１ 的显式近似：

　 　 χ∗，ｎ＋１ ＝
χ ｎ，　 　 　 　 　 Ｊ ＝ １，
２χ ｎ － χ ｎ－１， Ｊ ＝ ２ ．{ （２６）

本文时间项的处理采用的是二阶离散格式．具体细节如下．
２．２．１　 相场方程的求解

遵循 Ｄｏｎｇ 等［３４］的工作，对四阶非线性的相场方程进行处理，避免了对四阶偏导的计算，可以有效提升

数值稳定性，通过依次求解两个二阶 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程就能更新界面捕捉相变量的分布．
第一步是求解辅助变量 ψ：

　 　 Ñ２ψ － α ＋ Ｓ
ε ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ ＝ Ｑ， （２７）

其中

　 　 α ＝ － Ｓ
２ε ２ １ ＋ １ －

４γ ０

Ｍϕε ２Δｔ
ε ４

Ｓ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （２８）

　 　 Ｓ ≥ ε ２ ４γ ０

Ｍϕε ２Δｔ
， （２９）

　 　 Ｑ ＝ １
Ｍϕε ２

－ Ñ·（ｕ∗，ｎ＋１ϕ∗，ｎ＋１） ＋ ϕ
Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ñ２ １

ε ２ ϕ
∗，ｎ＋１（（ϕ∗，ｎ＋１） ２ － １） － Ｓ

ε ２ ϕ
∗，ｎ＋１é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３０）

辅助变量 ψ 的边界条件为［３４］ｎ·Ñψ ｜ Γ ＝ ０．
第二步是求解下一时间步的相变量 ϕｎ＋１：
　 　 Ñ２ϕｎ＋１ ＋ αϕｎ＋１ ＝ ψ， （３１）

采用的壁面处界面捕捉相变量的边界条件为 ｎ·Ñϕ ｜ Γ ＝ ０， 此外，化学势的计算参照

　 　 μ ｎ＋１
ϕ ＝ （ϕｎ＋１） ３ － ϕｎ＋１ － ε ２ Ñ２ϕｎ＋１ ． （３２）

２．２．２　 表面活性剂方程的求解

表面活性方程及其化学势如下：
　 　 ∂ｔψ ＋ Ñ·（ｕψ） ＝ Ñ·（Ｍψ Ñμψ）， （３３）

　 　 μψ ＝ ｋＢＴｌｎ
ψ

１ － ψ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

４
（１ － ϕ２） ２ ＋ Ｗ

２
ϕ２， （３４）

其中 Ｍψ ＝ Ｍψψ（１ － ψ） 为与表面活性浓度有关的迁移率， Ｍψ 为一常数，式（３３）可以写为如下形式：
　 　 ∂ｔψ － ｋＢＴ Ñ２ψ ＝ Ｓ， （３５）
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其中

　 　 Ｓ ＝ Ñ· Ｍψψ（１ － ψ） Ñ － １
４

（ϕ２ － １） ２ ＋ Ｗ
２

ϕ２æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú － Ñ·（ｕψ） ． （３６）

数值离散格式如下：

　 　
γ ０ψ ｎ＋１ － ψ

Δｔ
－ ｋＢＴ Ñ２ψ ｎ＋１ ＝ Ｓ∗，ｎ＋１， （３７）

上述方程的边界条件为 ｎ·Ñψ ｜ Γ ＝ ０．
２．２．３　 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的求解

采用增量压力修正的投影方法求解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，引入中间速度 ｕ∗ 将方程（１０）拆成两个方程：

　 　
γ ｔρ ｎ＋１ｕ∗ － ρｕ

〈

Δｔ
＋ Ñ·（ｍｎ＋１ｕ∗，ｎ＋１） ＝ Ñ·{ η ｎ＋１［Ñｕ∗ ＋ （Ñｕ∗，ｎ＋１） Ｔ］ } ＋ ｆｎ＋１ｓ － Ñｐｎ， （３８）

　 　 ρ ｎ＋１ｕｎ＋１ － ρ ｎ＋１ｕ∗

Δｔ
＝ － Ñ（ｐｎ＋１ － ｐｎ） ． （３９）

通过当前步速度更新中间速度，求解方程（３８），然后将不可压条件 Ñ·ｕｎ＋１ 引入方程（３９），可以得到

　 　 Ñ·
Δｔ
ρ ｎ＋１ Ñ（ｐｎ＋１ － ｐｎ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ñ·ｕ∗ ． （４０）

对上述关于压力的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程进行求解可以得到 ｎ＋１ 步的压力分布，再将 ｎ＋１ 步压力代回方程（３９），
进而可以得到下一步的速度分布．在此，已经分别介绍了各个方程时间上推进的算法，图 ２ 展示了具体的求

解流程．

图 ２　 数值计算流程图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３　 数 值 验 证

３．１　 两相流动算例验证

３．１．１　 静态液滴

静态液滴问题可以量化离散层面上的压力梯度和表面张力之间的平衡．对于一个静置液滴，速度为零，
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对流作用和黏性作用消失，此时只有表面张力与压力梯度平衡液滴才能够保持静止状态．然而，数值离散误

差会破坏这种平衡，从而在界面附近驱动流体运动，产生非物理的伪势速度［４２］ ．

图 ３　 静态液滴示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｄｒｏｐｌｅｔ

考虑一个四周为无滑移固壁的方形求解域 （Ω ＝ ［０，１］
× ［０，１］） ．一个半径 Ｒ 为 ０．２ 的圆形液滴被放置在求解域

的中心，整个求解域内的初始速度为零．考虑网格大小 ｈ 为

１ ／ １６，１ ／ ３２，１ ／ ６４，１ ／ １２８ 的四种情况，时间步长为 ０．００１，流
体参数为 ρ Ａ ＝ ρＢ ＝ １ ０００，η Ａ ＝ ηＢ ＝ ０．１，σ ＝ １，与相场方程

有关的一些参数参照 ε ＝ ε ０ （ｈ ／ ｈ０） ２ ／ ３，Ｍ ＝ Ｍ０ （ｈ ／ ｈ０） ３ ／ ２ ．其
中 ε ０ ＝ ｈ０ ＝ １ ／ ３２，Ｍ０ ＝ １０ －３， 在 ｔ ＝ １０ 时分别通过速度的二

范数 Ｌ２ 与无穷范数 Ｌ∞ 来评估伪势速度．压力梯度离散由方

程（２０）所示的常规中心差分模板来完成，在此分别采用四

种不同权重的差分算子来离散表面张力并对比其伪势速度

数值，即按照方程（２１）所示的定义取不同的 ａ 值．显然 ａ ＝ １，ｂ ＝ ０ 对应由方程（２０）定义的常规中心差分模

板，而当 ａ ＝ ４ｂ ，即 ａ ＝ ２ ／ ３，ｂ ＝ １ ／ ６ 时，对应多相格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法中计算表面张力所常用的差分模板．
图 ４ 显示了伪势速度随网格分辨率的收敛情况．可以观察到，无论使用哪种梯度算子模板，随着网格分

辨率的提高，伪势速度误差范数均会收敛到一个较小的值．值得特别注意的是，当 ａ ＝ ２ ／ ３，ｂ ＝ １ ／ ６ 时，即采用

格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法常用的差分模板处理表面张力，伪势速度二范数和无穷范数都小于其他差分算子模板

所得结果，这表明该模板在实现压力梯度与表面张力的数值平衡方面具有优势．同时，在表 １ 中对比了不同

网格分辨率情况下常用差分算子模板与模板 ａ ＝ ２ ／ ３，ｂ ＝ １ ／ ６ 计算所得伪势速度，ｎｏｒｍａｌ 代表常规梯度算子，
ｐｒｅｓｅｎｔ 代表格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法一致的二维梯度模板，结果进一步验证了后者在减少伪势速度误差方面的

优势．如无其他特殊说明，后续问题研究均采用 ａ ＝ ２ ／ ３，ｂ ＝ １ ／ ６ 的梯度模板处理表面张力．

（ａ） 伪势速度的二范数误差 （ｂ） 伪势速度的无穷范数误差

（ａ） Ｔｈｅ ２⁃ｎｏｒｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｎｏｒｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ４　 静置液滴结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ｄｒｏｐｌｅｔ

除了通过对比伪势速度分析压力与表面张力的平衡之外，还对不同半径、不同表面张力系数的静置液滴

计算了内外压差，并将计算结果与 Ｌａｐｌａｃｅ 定律的理论预测进行了对比：

　 　 Δｐ ＝ σ
Ｒ

． （４１）
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表 １　 不同网格分辨率下伪势速度的范数误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｉｄ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｇｒｉｄ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
Ｌ２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｎｏｒｍａｌ

Ｌ∞

ｐｒｅｓｅｎｔ ｎｏｒｍａｌ

３２×３２ ６．３１４×１０－５ ３．１５７×１０－４ ３．６８０×１０－４ １．４１８×１０－３

６４×６４ ２．４５９×１０－５ １．５８５×１０－４ １．３５４×１０－４ ５．９８２×１０－４

１２８×１２８ ３．５８５×１０－５ １．５０６×１０－４ ３．７３２×１０－５ ２．５６５×１０－４

　 　 选用与上述算例相同的求解域与边界条件，测试了 Ｒ ＝ ０．１，０．１５，０．２，０．２５，０．３ 与表面张力系数为 ０．００１，
０．００２，０．００５ 情况下液滴的压力分布，流体物性参数为 ρ Ａ ＝ １０，ρＢ ＝ １，η Ａ ＝ ηＢ ＝ ０．０１，Ｃｎ ＝ ε ／ Ｌ ＝ ０．０１， 迁移

率为 Ｍϕ ＝ １０ －３， 采用的网格量为 ２００×２００．
图 ５ 展示了三种不同表面张力系数情况下，液滴半径范围从 ０．１ 到 ０．３ 时液滴界面内外压差随液滴曲率

的变化情况．可以看出，不同表面张力系数条件下的数值解均与解析解吻合良好．图 ６ 给出了计算结束时求

解域中心线 （ｙ ＝ Ｌ ／ ２） 上半径为 ０．２５ 的液滴 （σ ＝ ０．００１） 相变量 ϕ的分布，同时还给出了中心线上相变量的

理论分布：

　 　 ϕ（ｘ，ｙ） ＝ ｔａｎｈ Ｒ － （ｘ － Ｌ ／ ２） ２ ＋ （ｙ － Ｌ ／ ２） ２

２ ε

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （４２）

如图 ６ 所示，数值计算所得的相变量轮廓线与理论预测完全吻合．

图 ５　 不同半径不同表面张力系数下液滴

内外压差的数值解与理论解的对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎｓｉｄｅ ａｎｄ ｏｕｔｓｉｄｅ ｄｒｏｐｌｅｔｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｄｉｉ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

图 ６　 Ｒ ＝ ０．２５ 时相界面分布的数值解

与理论解的对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｔ Ｒ ＝ ０．２５

３．１．２　 液滴融合

本小节将应用液滴融合算例验证本文发展的数值方法在实际计算中的守恒性．如图 ７ 所示，两液滴 Ａ 放

置在环境流体 Ｂ 中，当液滴间隙小于两倍的界面宽度时，两个液滴会在表面张力的作用下发生融合．算例设

置如图 ７ 所示，计算域 Ω ＝ Ｌ × Ｌ ＝ ［０，１］ × ［０，１］， 四周均为无滑移固壁．液滴半径为 Ｒ ＝ ０．１５， 两个液滴的

初始位置分别为（０．３２５，０．５）与（０．６７５，０．５）．其余参数设置为 ρ Ａ ＝ １０，ρＢ ＝ １，η Ａ ＝ ０．１，ηＢ ＝ ０．１，Ｍϕ ＝ １０ －３，ε
＝ ０．０２，σ ＝ ０．２， 时间步长为 ｄｔ ＝ ２ × １０ －４， 总的计算时间为 １０．

图 ８ 展示了较低网格分辨率条件下（６４×６４）的液滴融合过程，两液滴先是在表面张力作用下互相靠近，
然后发生接触融合．如图 ８（ｄ）所示，在 ｔ ＝ ２ 时融合液滴在 ｙ方向有一定的拉长，而 ｔ ＝ ５ 时液滴已经趋于稳定

（图 ８（ｅ））．在此基础上又继续计算了一定时间， 在 ｔ ＝ １０ 时对融合液滴的相界面数值解（实线）与理论解

（虚线）进行了对比， 可以看出即便在低网格分辨率情况下， 融合后液滴界面分布与理论值吻合程度良好
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（图 ８（ｆ））．图 ９（ａ）给出了计算过程中液滴体积随时间的变化，采用 ａ ＝ ２ ／ ３，ｂ ＝ １ ／ ６ 的差分算子模板处理表

面张力得到的液滴体积为理论解的 ９５．８９％，而方程（１９）所示的常规梯度算子模板得到的计算结果为理论

解的 ９５．２０％，表明采用与多相流动格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法一致的差分算子模板离散表面张力还可以改善数值

计算的守恒性．

图 ７　 两个液滴融合的示意图

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｓｉｏｎ ｏｆ ２ ｄｒｏｐｌｅｔｓ

（ａ） ｔ ＝ ０．２ （ｂ） ｔ ＝ ０．５ （ｃ） ｔ ＝ １．０

（ｄ） ｔ ＝ ２ （ｅ） ｔ ＝ ５ （ｆ） ｔ ＝ １０
图 ８　 不同时刻的界面形态

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｉｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

接下来，采用网格分辨率 ２００×２００ 对上述问题进行研究．界面厚度参数改为 ε ＝ ０．０１，两个液滴中心分别

为（０．３３５，０．５）与（０．６６５，０．５），时间步长为 ｄｔ ＝ ５ × １０ －５， 其余设置均不变．图 ９（ｂ）同样给出了采用两种差分

算子模板计算得到的液滴体积随时间的变化情况，在当前网格分辨率条件下，液滴最终体积为理论预测的

９９．６５％．通过对融合液滴半径的定量误差计算，相对误差为－０．３２５％，小于 Ｃｈｅｎ 等［４３］的结果（１．３９％）．
３．１．３　 大密度比气泡上升

应用大密度比与大黏度比情况下的气泡上升问题进一步验证算法的鲁棒性．算例设计如图 １０ 所示，求
解域 Ω ＝ Ｌ１ × Ｌ２ ＝ ［０，１］ × ［０，２］ ，一个初始半径 Ｒ ＝ ０．２５ 的液滴位于（０．５，０．５），计算域左右边界为滑移固
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壁，上下为无滑移固壁．相关的参数为 ρ Ａ ＝ １，ρＢ ＝ １ ０００，η Ａ ＝ ０．１，ηＢ ＝ １０，Ｍϕ ＝ ５ × １０ －２，ｇ ＝ ０．９８，σ ＝ １．９６，
网格分辨率为 １２８ × ２５６， 时间步长为 ｄｔ ＝ １０ －４ ．

（ａ） ｈ ＝ １ ／ ６４ （ｂ） ｈ ＝ １ ／ ２００
图 ９　 不同网格分辨率情况下液滴体积随时间的变化

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｒｏｐｌｅｔ ｖｏｌｕｍｅｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｉｄ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图 １０　 气泡上升示意图

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｕｂｂｌｅ ｒｉｓｅ

为了定量对比数值计算结果，定义气泡的质量中心位置 ｙｃ 与平均上升速度 ｖｃ：

　 　 ｙｃ ＝
∫
Ω
ｙ １ ＋ ϕ

２
ｄΩ

∫
Ω

１ ＋ ϕ
２

ｄΩ
， ｖｃ ＝

∫
Ω
ｖ １

＋ ϕ
２

ｄΩ

∫
Ω

１ ＋ ϕ
２

ｄΩ
， （４３）

其中 ｙ 为竖直坐标值， ｖ 为速度 ｕ 在竖直方向上的分量．
由于流体 Ａ 的密度小于环境流体 Ｂ 的密度，因此气泡在浮力的作用下将会上升，图 １１ 给出了几个时刻

的界面快照，图 １２ 给出了气泡位置和上升速度的定量结果，可以看出计算结果与文献结果［４４⁃４５］吻合良好．
３．２　 考虑表面活性作用的两相流动算例

３．２．１　 表面活性剂平衡态分布

在 Ω ＝ ［０，１］ × ［０，１］ 的求解域的中心放置一个直径为 ０．５ 的液滴，界面厚度参数为 ０．０１．不考虑重力的

影响，求解域四周为无滑移固壁，初始速度场处处为零，液滴和周围流体的密度与黏度为 ρ Ａ ＝ １００，ρＢ ＝ １，η Ａ
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＝ １，ηＢ ＝ ０．１， 表面张力系数为 σ ０ ＝ ０．０１， 与表面活性剂分布有关的参数为 ｋＢＴ ＝ ０．６７５，Ｗ ＝ １，β ｓ ＝ ０．５， 迁

移率常数为Ｍϕ ＝Ｍψ ＝ １０ －３，计算时间为 １０，在不同体相表面活性剂浓度为 ψ ｂ ＝ ０．０１，０．０５ 下进行数值模拟，
网格分辨率为 ２００×２００．分别采用方程（１９）定义的常规梯度模板和二维梯度模板离散表面张力项，对比分析

两者在考虑毛细作用的界面行为描述中的精度．

（ａ） ｔ ＝ ０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ １ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ２ ｓ （ｄ） ｔ ＝ ３ ｓ
图 １１　 气泡上升过程中某些时刻的界面形态

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｉｅｓ ａｔ ｓｏｍｅ ｍｏｍｅｎｔｓ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｒｉｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｂｂｌｅ

（ａ） 气泡质心 （ｂ） 气泡上升速度

（ａ） Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｂｂｌｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｉｓｉｎｇ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｂｂｌｅ
图 １２　 大密度比气泡的上升速度以及质量中心

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｒｉｓｉｎｇ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｍａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｂｂｌｅ ｗｉｔｈ ａ ｌａｒｇｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｒａｔｉｏ

图 １３ 展示了采用两种梯度算子模板计算得到的表面活性在求解域中轴线上的分布，显然二维梯度模板

的结果更为精确．表 ２ 还定量对比了水平中心线上表面活性剂浓度的误差范数，可以看出与多相流动格子

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法一致的二维梯度模板（ｐｒｅｓｅｎｔ）的误差小于常规梯度算子（ｎｏｒｍａｌ）的误差．
表 ２　 水平中心线上表面活性剂分布误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｃｅｎｔｒｅｌｉｎｅ

ψ ｂ

Ｌ２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｎｏｒｍａｌ

Ｌ∞

ｐｒｅｓｅｎｔ ｎｏｒｍａｌ

０．０１ １．１６３×１０－４ １．２３８×１０－４ ６．０６７×１０－４ ６．６３１×１０－４

０．０５ ５．０６５×１０－４ ５．４３３×１０－４ ２．７２１×１０－３ ３．００１×１０－３

３．２．２　 单液滴剪切变形

为测试当前方法捕捉表面活性剂作用下界面变形的精度，对液滴在剪切流动下的变形进行数值模拟．如
图 １４ 所示，顶部和底部板以恒定的速度 Ｕ０ 向相反的方向移动．两个平行板之间的距离为 ２Ｈ ＝ ２．一个半径 Ｒ
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＝ ０．４ 的圆形液滴被放置在计算域的中心．在惯性力、 黏性力和表面张力的共同作用下， 液滴的形状会发生

变化．

图 １３　 水平中心线上表面活性剂分布

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｃｅｎｔｒｅ ｌｉｎｅ

图 １４　 剪切流动中的单液滴

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｄｒｏｐｌｅｔ ｉｎ ｓｈｅａｒ ｆｌｏｗ

默认这两种流体具有相同的密度和黏度．顶壁和底壁为无滑移边界条件，左右为周期边界条件，初始速

度场为 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流速分布．液滴的变形取决于 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ 和毛细数 Ｃａ：

　 　 Ｒｅ ＝
ρＵ０Ｈ
η

， Ｃａ ＝
Ｕ０ηＲ
Ｈσ

． （４４）

第一个测试使用 ４００×２００ 网格，考虑 Ｒｅ ＝ ０．１ 的情况，界面厚度参数 ε ＝ ０．０２．使用参数 Ｄ ＝ （Ｌ － Ｂ′） ／ （Ｌ
＋ Ｂ′） 表示液滴的变形程度，其中 Ｌ 和 Ｂ′ 分别为界面距离液滴中心 （ｘ０，ｙ０） 的最大和最短距离．时间步长为

１０－４， 无量纲时间为 ｔ∗ ＝ （Ｈ ／ Ｕ０）ｔ， Ｍϕ ＝ ０．００５，在此分别考虑Ｃａ数为 ０．０６２ ５，０．１２５，０．１８７ ５ 与 ０．２５ 的情况．图
１５ 给出了液滴变形参数随时间的变化情况，可以看出，在无量纲时间 ｔ∗ ＝ ２ 时，液滴已经处于平衡状态．

Ｔａｙｌｏｒ［４６］在 １９３４ 年就对当前问题进行了相关的研究，并提出了关于变形参数的理论公式：

　 　 Ｄ ＝ ３５
３２

Ｃａ， （４５）

其中 Ｄ 为变形系数．Ｓｈａｐｉｒａ 等［４７］考虑上下壁对液滴变形的约束，提出了修正公式：

　 　 Ｄ ＝ ３５
３２

Ｃａ １ ＋ ＣＳＨ
３．５
２

Ｒ
２Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
é

ë
êê

ù

û
úú ， （４６）

其中 ＣＳＨ ＝ ５．６９９ ６．图 １６ 展示了当前数值计算结果与方程（４４）的理论预测以及其他文献参考结果［４８⁃５０］的比

较，可以看出数值结果与理论吻合良好，与 Ｓｏｌｉｇｏ 等［５０］的基于高精度方法的结果一致．
引入表面活性剂的影响，参照 Ｓｏｌｉｇｏ 等［５０］的工作，与表面活性剂输运有关的参数为Ｍψ ＝ ０．０１， ｋＢＴ ＝ ０．６７５，

Ｗ ＝ ４．２７３ ５， β ｓ ＝ ０．５， 界面流动参数同上．考虑表面活性剂作用的液滴界面变形参数理论预测公式为［５０］
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　 　 Ｄ ＝ ３５
３２

Ｃａｅ １ ＋ ＣＳＨ
３．５
２

Ｒ
２Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
é

ë
êê

ù

û
úú ， （４７）

其中 Ｃａｅ 为等效毛细管数， 其值为 （σ ０ ／ σ ａｖ）Ｃａ， σ ａｖ 为表面活性剂影响下的平均表面张力， 同样地，在 Ｃａ
为 ０．０６２ ５，０．１２５ ０，０．１８７ ５ 与 ０．２５０ ０ 的情况计算体相表面活性剂浓度 ψ ｂ ＝ ０．０１，０．０２ 的液滴变形．

图 １５　 变形系数随时间的变化

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖｓ． ｔｈｅ ｔｉｍｅ

图 １６　 剪切流中干净液滴变形系数

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｅａｎ ｄｒｏｐｌｅｔ ｉｎ ｓｈｅａｒ ｆｌｏｗ

图 １７ 给出了数值计算得到的液滴平衡态变形参数，结果表明本文发展的方法与 Ｓｏｌｉｇｏ 等［５０］ 的高精度

方法所得结果一致，都可以精确预测表面活性剂作用下的液滴界面变形．
对于考虑表面活性剂影响的单液滴剪切，解析关系很好地预测了模拟的结果．在最高 Ｃａ 数（０．２５），解析

解略微大于数值结果；这一方面归结于解析关系的局限性，而另一方面便是表面活性剂的作用不仅会导致平

均表面张力的降低，表面活性剂在液滴尖端聚集还会导致非均匀表面张力，这也会影响液滴的界面形态，这
些都是数值计算与理论预测产生一定差距的原因．图 １８ 给出了毛细管数为 ０．２５ 时含有（不含有）表面活性

剂液滴的平衡态界面形态，可以看出表面活性剂对液滴界面变形的影响，随着表面活性剂浓度的增加，液滴

变形程度也有所增加．
３．２．３　 剪切流动中液滴的破裂

进一步增大 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 （Ｒｅ ＝ １０） 和毛细数 （Ｃａ ＝ ０．３５）， 采用本文提出的方法研究表面活性剂对液滴

剧烈变形的影响．两流体具有相同的密度与黏度，忽略重力的影响，一半径 Ｒ ＝ ０．４ 的液滴放置在求解域 Ω ＝
［０，８］ × ［０，２］ 的中心．考虑两种初始体相表面活性剂浓度 ψ ｂ ＝ ０．０１，０．０２ 的影响，与表面活性剂有关的参数

设定为 Ｍψ ＝ ０．０１，ｋＢＴ ＝ ０．６７５，Ｗ ＝ ４．２７３ ５，β ｓ ＝ １．０．求解域上下壁面为无滑移边界条件，左右为周期性边界
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条件．采取的网格量为 ５１２×１２８，界面厚度参数为 ε ＝ ０．０２， 时间步长为 ｄｔ ＝ １０ －４， 总的计算时间为 ４０．

（ａ） ψ ｂ ＝ ０．０１ （ｂ） ψ ｂ ＝ ０．０２

图 １７　 不同表面活性剂浓度对液滴变形系数的影响

Ｆｉｇ． １７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｏｐｌｅｔ

图 １８　 不同表面活性剂浓度对液滴变形的影响 （Ｃａ ＝ ０．２５）
Ｆｉｇ． １８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｄｒｏｐｌｅｔ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ （Ｃａ ＝ ０．２５）

（ａ） ｔ ＝ １０ （ｂ） ｔ ＝ ２０

（ｃ） ｔ ＝ ３０ （ｄ） ｔ ＝ ４０
图 １９　 不同时刻的干净液滴界面形状 （Ｒｅ ＝ １０，Ｃａ ＝ ０．３５）

Ｆｉｇ． １９　 Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｅａｎ ｄｒｏｐｌｅｔ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ （Ｒｅ ＝ １０，Ｃａ ＝ ０．３５）
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图 １９ 给出了干净液滴在上述参数条件下的变形，可以看出液滴没有被拉断．但是对比图 ２０ 中的红色液

滴界面形状和图 １９ 发现，表面活性剂的加入对液滴变形起到了显著推动作用，尤其是在 ｔ ＝ ４０ 时刻，表面活

性剂导致液滴分裂为两个液滴．对比图 ２０ 中的红色和蓝色液滴界面形状可以发现，进一步增加表面活性剂

浓度，会使得液滴拉长和分裂变形更为剧烈，如图 ２０（ｄ）所示，液滴甚至分裂成为三个液滴，这与 Ｚｏｎｇ 等［２７］

所观察到的结果一致．

（ａ） ｔ ＝ １０ （ｂ） ｔ ＝ ２０

（ｃ） ｔ ＝ ３０ （ｄ） ｔ ＝ ４０
图 ２０　 不同表面活性剂浓度对液滴破裂的影响

Ｆｉｇ． ２０　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｄｒｏｐｌｅｔ ｂｒｅａｋａｇｅ

４　 结　 　 论

本文发展了一种精确的用于描述含有表面活性剂两相流动的相场方法，引入一致性的质量通量以考虑

界面扩散对质量输运的影响，保证界面区域动量输运的一致性和守恒性，用有限体积方法离散守恒形式的控

制方程；将 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程拆解为两个二阶 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程以处理四阶非线性扩散项带来的求解困难；采
用五阶 ＷＥＮＯ 格式处理控制方程的对流项，提高物性参数剧烈变化的界面区域的计算精度和鲁棒性．此外，
表面张力是描述界面动力学行为以及表面活性剂作用的关键，涉及大量梯度运算，本文还构造了二维差分算

子以改善表面张力的计算．
本文采用静态液滴、液滴融合、气泡上升以及剪切流中的液滴变形与破裂等算例，对发展的方法进行了

验证，数值结果表明：多相流动格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法常用的差分模板可以有效改善压力梯度与表面张力的平

衡、降低界面伪势速度，提高表面活性剂浓度的计算精度；本文提出的考虑表面活性剂作用的两相流动相场

方法在保证质量守恒、预测表面活性剂浓度以及考虑表面活性剂影响的界面行为描述等方面与已有研究具

有良好的一致性．
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ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｕｌｔｉｐｈａｓｅ Ｆｌｏｗ， １９９０， １６（２）： ３０５⁃３２１．

［４８］　 ＺＨＯＵ Ｈ， ＰＯＺＲＩＫＩＤＩＳ Ｃ． Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓ ｉｎ ｃｈａｎｎｅｌｓ： ｓｉｎｇｌｅ ｆｉｌｅｓ ｏｆ ｄｒｏｐｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ Ａ：
Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， １９９３， ５（２）： ３１１⁃３２４．

［４９］　 ＬＩ Ｊ， ＲＥＮＡＲＤＹ Ｙ Ｙ， ＲＥＮＡＲＤＹ Ｍ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｒｅａｋｕｐ ｏｆ ａ ｖｉｓｃｏｕｓ ｄｒｏｐ ｉｎ ｓｉｍｐｌｅ ｓｈｅａｒ ｆｌｏｗ
ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｖｏｌｕｍｅ⁃ｏｆ⁃ｆｌｕｉｄ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０００， １２（２）： ２６９⁃２８２．

［５０］　 ＳＯＬＩＧＯ Ｇ， ＲＯＣＣＯＮ Ａ， ＳＯＬＤＡＴＩ Ａ． Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｌｅａｎ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔ⁃ｌａｄｅｎ ｄｒｏｐｌｅｔｓ ｉｎ ｓｈｅａｒ ｆｌｏｗ［ Ｊ］ ．
Ｍｅｃｃａｎｉｃａ， ２０２０， ５５（２）： ３７１⁃３８６．

２７４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


