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摘要：　 对 ｍ（ ＞ １） 次单元，基于单元能量投影（ｅｌｅｍｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，简称 ＥＥＰ）法提出的简约格式位移解 ｕ∗

具有比常规有限元解 ｕｈ 至少高一阶的精度，据此提出了 ＥＥＰ 单元概念，并给出以 ＥＥＰ 单元作为最终解的自适应有

限元求解策略．通过编制相应的计算程序分析了一维非自伴随问题，计算结果与理论预期吻合较好，验证了自适应

求解策略的有效性和可靠性．研究结果表明：该法可以给出按最大模度量、逐点满足误差限的解答，相较于常规单

元，最终的求解单元数更少．
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自适应有限元法（ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＡＦＥＭ） 是提升求解质量和效率的一种有效方
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法［１⁃５］，也是数值计算方法研究的热点，近年来，拓展至但不限于奇异摄动对流扩散问题［６］、非对称线性椭圆

型偏微分方程［７］和断裂力学［８⁃９］等方面．自适应有限元法的主要做法是反复利用前一次网格及其解答的信

息，通过可靠的误差估计手段对有限元解答的精度进行评估，并结合有效的网格细化技术调整网格，以获得

优化的网格，直至满足用户事先给定的误差限．
单元能量投影（ＥＥＰ）法是袁驷等［１０］基于数学理论和力学概念，提出的新型有限元超收敛后处理算法，

基于其超收敛的优良特性，一整套自适应有限元分析方法已得到充分的发展和应用．该算法基于位移超收敛

解估计误差，指导网格细分，可给出按最大模度量的、逐点满足误差限的解答［１１］，在二维及三维线性问题［１２］

中取得了一系列成功，并已成功推广至初值问题［１３］和部分非线性［１４］问题．
根据一维有限元法理论，若问题足够光滑，则 ｍ 次多项式单元在单元内部位移解一般具有 ｈｍ＋１ 的收敛

阶，而端结点位移可具有 ｈ２ｍ 的超收敛阶［３］ ．ＥＥＰ 理论揭示了一维有限元的误差主要来源于“固端解”，即单

元内部，因此纵使单元端结点位移精确（称为精确单元），有限元解在单元内部仍存在误差．进而由 ＥＥＰ 理论

对一维有限元提出了三种消减单元内部误差的 ＥＥＰ 计算格式［１５］： ① 精确单元的精确格式，可以给出单元

内部精确解．② 近似单元的简约格式，在单元内部可以给出比有限元解至少高一阶的超收敛解．③ 近似单元

的凝聚格式，在单元内部可以给出同端结点相同的 ｈ２ｍ 阶的超收敛解．近期，笔者进一步提出了第 ４ 种计算格

式： ④ 在简约格式基础上的加强格式［１６］，对于三次以上的单元，在单元内部可以给出比简约格式至少高一

阶的超收敛解．
综上，如果对各种解答按精度排序的话，则有：有限元解＜简约格式＜加强格式＜凝聚格式＜精确格式．其

中，简约格式与有限元解相比具有本质性、转折性的转变，它是最简单的消减单元内部误差的 ＥＥＰ 格式，不
仅比有限元解在精度上高一阶，可有效地用于估计有限元解的误差，还使得单元间导数变得连续．图 １ 给出

了一典型问题的误差分布，可见，简约格式解的误差要比有限元解的误差小得多，也更加光滑，最大误差也从

单元内部转移到单元端结点．到目前为止，所有基于 ＥＥＰ 技术的自适应有限元分析的算法，均选取有限元解

作为最终解，采用 ＥＥＰ 简约格式解作为误差估计器，用其指导自适应网格细分．

图 １　 误差分布

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

本文旨在提升最终解的质量和性能，提出以 ＥＥＰ 简约格式解 ｕ∗ 作为最终解的单元为 ＥＥＰ 单元；同时，
进一步将 ＥＥＰ 单元作为自适应求解的最终目标，提出用加强格式解作为误差估计器的自适应有限元求解策

略和算法．这一算法充分发挥了简约格式解 ｕ∗ 的良好性质，有效改善了最终解的性态、减少了最终网格的单

元数量．本文给出的算例表明，所提出的求解策略和算法高效可靠、冗余度小、效果颇佳．

１　 问题描述与超收敛解

以二阶非自伴随两点边值问题作为模型问题，进行相应的公式推导和算法说明．不失一般性，该算法流

程可推广至更加复杂的常微分方程组问题．
１．１　 两点边值模型问题

二阶非自伴随两点边值模型问题描述如下：
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Ｌｕ ≡－ （ｐｕ′） ′ ＋ ｒｕ′ ＋ ｑｕ ＝ ｆ，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ０ ， ｕ′（１） ＝ ０，{ （１）

其中 ｐ，ｒ，ｑ 均为 ｘ 的函数，且 ｐ≥ ｐ０ ＞ ０，ｐ０ 为常数， ｒ，ｑ≥０，Ｌ 为上式定义的线性非自伴随微分算子，定义与

问题（１）相应的双线性型和线性型如下：

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫１
０
（ｐｕ′ｖ′ ＋ ｒｕ′ｖ ＋ ｑｕｖ）ｄｘ， （ ｆ，ｖ） ＝ ∫１

０
ｆｖｄｘ ． （２）

记 Ｈ１
Ｅ 为所有满足本质边界条件且直到一阶导数均平方可积的函数空间，则问题（１）的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法归结为求

解 ｕ ∈ Ｈ１
Ｅ 使得

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ （ ｆ，ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ１
Ｅ ． （３）

１．２　 有限元解

对求解域进行常规有限元离散，考虑两端结点坐标为 ｘ－ １，ｘ
－
２ 的标准单元，其长度为 ｈ，在单元内任取一点

ｘ－ ａ， 将单元区间 Ｉ 分为两段： Ｉ１ ＝ ［ｘ－ １，ｘ
－
ａ］ 和 Ｉ２ ＝ ［ｘ－ ａ，ｘ

－
２］ ．记 ｕｈ 为有限元试探函数，相应的 ｖｈ 为有限元检验

函数，标准单元上的试探函数和检验函数采用相同的形函数插值得到．在满足本质（位移）边界条件和单元间

连续条件下，将所有单元试探函数集成，得到有限元试探解空间 Ｓｈ ⊂ Ｈ１
Ｅ ．则问题（１）的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解归

结为求解 ｕｈ ∈ Ｓｈ， 使得

　 　 ａ（ｕｈ，ｖｈ） ＝ （ ｆ，ｖｈ），　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｓｈ ． （４）
由式（４）得到的有限元解答 ｕｈ， 在单元内部具有至少 ｈｍ＋１ 阶的收敛精度，将有限元解 ｕｈ 作为最终解的单元

称为常规单元．
１．３　 ＥＥＰ简约格式解

在得到常规有限元解答 ｕｈ 后，可以按照简约格式位移的计算公式［１２］得出 ＥＥＰ 简约格式解（以下简称简

约格式解）：

　 　 ｕ∗
ａ ＝ ｕｈ

ａ ＋ ｈ
ｐａ

(Ｎ
－

１ａ∫
Ｉ１
（ ｆ － Ｌｕｈ）Ｎ

－

２ｄｘ ＋ Ｎ
－

２ａ∫
Ｉ２
（ ｆ － Ｌｕｈ）Ｎ

－

１ｄｘ )， （５）

其中， 上标“∗”表示 ＥＥＰ 简约格式解， Ｎ
－

１ 和 Ｎ
－

２ 表示标准线性形函数， 下标 “ａ” 代表 ｘ－ ａ 处． 对 ｍ（≥ １） 次

单元， 简约格式解 ｕ∗ 具有 ｈｍｉｎ（ｍ＋２，２ｍ） 阶的收敛精度［１７］ ． 本文将简约格式解 ｕ∗ 作为最终解的单元称为 ＥＥＰ
单元．
１．４　 ＥＥＰ加强格式解

在得到简约格式解答 ｕ∗ 后，可以按照文献［１６］提出的公式计算如下的 ＥＥＰ 加强格式解（以下简称加

强格式解）：

　 　 ｕ∗∗
ａ ＝ ｕ∗

ａ ＋ ｈ
ｐａ

(Ｎ
－

１ａ∫
Ｉ１
（ ｆ － Ｌｕ∗）Ｎ

－

２ｄｘ ＋ Ｎ
－

２ａ∫
Ｉ２
（ ｆ － Ｌｕ∗）Ｎ

－

１ｄｘ )， （６）

其中，上标“∗∗”表示 ＥＥＰ 加强格式解，其余符号同式（５）．可知 ｕ∗∗ 具有 ｈｍｉｎ（ｍ＋３，２ｍ） 阶精度［１６］，对 ｍ（≥ ３）
次单元，比简约格式解 ｕ∗ 要高一阶精度，凭借这一点，考虑用 ｕ∗∗ 作为误差估计器估计和检验 ｕ∗ 的误差，进
而提出本文的自适应有限元求解策略．

２　 自适应求解策略

由第 １ 节可知，ＥＥＰ 加强格式解比简约格式解具有更高阶精度，因此将其作为对简约格式解 ｕ∗ 的误差

估计器，指导自适应网格细分是自然合理的．这也是本文自适应算法的核心理论和技术．
２．１　 ＥＥＰ单元自适应求解策略

自适应求解的最终目标为：在解析解 ｕ 未知的情况下，事先给定误差限 Ｔｌ， 寻求一个优化的有限元网格

π∗， 使得该网格上的简约格式解答 ｕ∗ 按照最大模度量满足误差限，即逐单元满足

　 　 ｍａｘ ｕ － ｕ∗ ≤ Ｔｌ ． （７）
由于 ｕ 未知，因此式（７）不能作为停机准则使用．实际计算时，用加强格式解 ｕ∗∗ 代替 ｕ 来估计 ｕ∗ 的误差，则
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有停机准则为

　 　 ｍａｘ ｕ∗∗ － ｕ∗ ≤ Ｔｌ ． （８）
由于加强格式的收敛阶仅在单元次数 ｍ ≥３ 时比简约格式高，因此 ＥＥＰ 单元自适应求解策略的适用条

件为单元次数 ｍ ≥ ３．ＥＥＰ 单元自适应求解策略可以概括为如下四个步骤：
􀃠 有限元解．在当前网格下（初始网格由用户给定）对给定问题进行常规有限元计算，得到各单元的有

限元解 ｕｈ ．
􀃡 简约格式解．利用简约格式位移的超收敛公式（５）计算各单元解 ｕ∗ ．
􀃢 加强格式解．利用加强格式位移的超收敛公式（６）计算各单元解 ｕ∗∗ ．
􀃣 网格细分．逐单元检验式（８）是否满足：若某单元不满足，则将该单元细分为两个单元，对所有单元检

验后得到新网格，并返回步骤􀃠；若全部单元都满足式（８），则求解过程结束．
２．２　 自适应求解小结

１） ＥＥＰ 单元自适应求解策略在实施时一般取单元次数 ｍ ≥ ３， 以在理论上确保自适应的成功；对于线

性元和二次元，虽然提出的自适应求解策略理论上并不能提供保障，但可以通过引入结点位移修正技术来弥

补这一缺陷［１８］，此部分不作为重点内容，因此不展开讨论．
２） 对于奇异问题，本文方法虽然暂时缺少理论证明，但通过大量的数值算例验证依然有效，且能取得不

错效果．
３） 本文虽以一维 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元为例进行推导和介绍自适应求解策略，但对于四阶常微分方程（组）问

题，数学上给出证明其端结点位移精度能够达到 ｈ２ｍ－２ 阶［１９⁃２０］，单元内部位移精度达到 ｈｍ＋１ 阶［３，１９⁃２０］，因此本

文方法同样适用．

３　 数 值 算 例

本文提出的自适应求解策略已编制成 Ｍａｐｌｅ 和 Ｆｏｒｔｒａｎ ９０ 程序，大量的数值试验结果验证了方法的有效

性和可靠性，见表 １—表 １２．本节给出若干典型算例，用以展示本法的优势．同时与文献［１１］中提出的常规自

适应求解策略方法进行对比，表 １、４、７、１０ 中给出了文献［１１］方法的计算结果；表 ２、５、８、１１ 中给出了本文方

法的计算结果．为了进一步对比，表 ３、６、９、１２ 给定了新的误差限，以与 ｍ 次 ＥＥＰ 单元具有相同收敛阶的常

规单元作对照计算．
为明确起见，在以下算例中，统一采用最大模对绝对误差进行控制，为方便，引入“误差比”，即误差与误

差限之比，记作 ｅ－ｈ ＝ （ｕ － ｕｈ） ／ Ｔｌ ．类似地，本文 ＥＥＰ 单元的最大模的误差比记为 ｅ－∗
ｍａｘ ＝ ｍａｘ ｕ － ｕ∗ ／ Ｔｌ， 而

常规单元自适应求解策略的最大误差比记作 ｅ－ｈｍａｘ ＝ ｍａｘ ｕ － ｕｈ ／ Ｔｌ ．当最大误差比≤１ 时，自适应求解完全

成功．统一取 １ 个单元作为初始网格， Ｔｌ 表示给定的误差限， ｍ 表示单元次数，计算过程中取单元次数 ３≤ｍ
≤ ５，Ｎｅ 表示自适应最终单元数， ｈｍａｘ 和 ｈｍｉｎ 分别表示最大、最小单元的尺寸， Ｎａｄｐ 表示自适应求解步数， Ｎｄｏｆ

为自适应最终自由度数．
３．１　 自适应求解结果

３．１．１　 梯度局部变化问题

模型问题中取 ｐ ＝ １，ｒ ＝ １０，ｑ ＝ １，ｆ ＝ １， 边界条件为 ｕ（０） ＝ ０，ｕ′（１） ＝ ０， 问题的解析解为

　 　 ｕ ＝ （α１ｅα１＋α２ｘ － α２ｅα１ｘ＋α２） ／ β ＋ １， ｕ′ ＝ （ｅα１ｘ＋α２ － ｅα１＋α２ｘ） ／ β， （９）

其中， β ＝ α２ｅα２ － α１ｅα１，α１，２ ＝ （ ｒ ± ｒ２ ＋ ４ ） ／ ２，图像如图 ２ 所示．因解析解大部分近似一条直线上行，右端末

尾弯折成水平线，有较大的梯度变化，被俗称为“钢筋弯钩”问题．
误差限取为 Ｔｌ ＝ １ × １０ －８， 表 １—表 ３ 给出了采用两种自适应求解策略计算的结果以及对比结果；图 ３

和图 ４ 分别为单元次数取 ｍ ＝ ３ 时，两种策略的单元分布示意图和自适应最终网格误差分布图．可见：两种方

案都可以给出满足误差限要求的解答；而对于相同误差限，相同收敛阶数的单元，本文方法可以以更少的自

由度数和自适应迭代次数完成求解，且随着单元次数降低，收益越来越高．
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表 １　 常规单元自适应求解策略结果 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －８）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －８）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ ２６ ７９ ６ ０．１２５ ０ ０．０１５ ６ ０．８０４ ０

４ １１ ４５ ５ ０．２５０ ０ ０．０３１ ３ ０．８６２ ９

５ ７ ３６ ４ ０．２５０ ０ ０．０６２ ５ ０．５６２ ６

表 ２　 ＥＥＰ 单元自适应求解策略结果 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －８）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －８）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ １５ ４６ ５ ０．１２５ ０ ０．０３１ ３ ０．７９６ ７

４ ９ ３７ ４ ０．２５０ ０ ０．０６２ ５ ０．４５８ ０

５ ６ ３１ ３ ０．２５０ ０ ０．１２５ ０ ０．２２８ ７

表 ３　 常规单元和 ＥＥＰ 单元结果对比 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －１０）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －１０）

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｅ－ｈｍａｘ（ ｅ－∗
ｍａｘ）

ｑｕａｒｔｉｃ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ［１１］ ｈ５ ３０ １２１ ６ ０．８７０ ０

ｃｕｂｉｃ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ｈ５ ３６ １０９ ６ ０．９３２ ０

图 ２　 问题的解析解

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ
图 ３　 单元分布示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

（ａ） 常规单元 （ｂ） ＥＥＰ 单元

（ａ） Ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （ｂ） ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
图 ４　 三次单元自适应误差图

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｕｂｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

３．１．２　 奇异摄动问题

模型问题中取 ｐ ＝ － ε，ｒ ＝ ２ｘ ＋ １，ｑ ＝ ２，ｆ ＝ １， 边界条件为 ｕ（０） ＝ ０，ｕ（１） ＝ ０．本文给出两种不同 ε 取值

的案例以展示本文方法的优势，解析解在图 ５ 中给出．
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案例 １（ｃａｓｅ １）　 当取 ε ＝ ０．１ 时，问题的边界层效应较小，误差限取 Ｔｌ ＝ １ × １０ －７：

　 　 ｕ ＝ － ｅ － ５
２ （２ｘ＋１） ２

２ ｅｒｆ ３ １０
２

ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅｒｆ １０

２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ｅ
４５
２ － ｅ

５
２ ）ｅｒｆ １０

２
ｉ ＋ １０ ｉｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 （ｅ
５
２ （２ｘ＋１） ２ － ｅ

４５
２ ）ｅｒｆ １０

２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （ｅ

５
２ （２ｘ＋１） ２ － ｅ

５
２ ）ｅｒｆ ３ １０

２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ． （１０）

案例 ２（ｃａｓｅ ２）　 当取 ε ＝ ０．０１ 时，问题的边界层效应加剧，误差限取 Ｔｌ ＝ １ × １０ －８ ：
　 　 ｕ ＝ ［（ － ｅ －１００ｘ（ｘ＋１） ＋ ｅ －１００（ｘ＋２）（ｘ－１））ｅｒｆ（５ｉ（２ｘ ＋ １）） － ｅｒｆ（５ｉ）ｅ －１００（ｘ＋２）（ｘ－１） ＋
　 　 　 　 ｅｒｆ（１５ｉ）ｅ －１００ｘ（ｘ＋１） ＋ ｅｒｆ（５ｉ） － ｅｒｆ（１５ｉ）］ ／ ［ － ２ｅｒｆ（１５ｉ） ＋ ２ｅｒｆ（５ｉ）］， （１１）

其中误差函数 ｅｒｆ（ｘ） ＝ ２
π
∫ｘ

０
ｅ －ｔ２ｄｔ， ｉ 为虚数单位．

表 ４—表 ９ 给出采用两种自适应策略计算本例的结果以及对比结果；图 ６—图 ９ 分别为单元次数取 ｍ ＝
３ 时，两种策略的单元分布示意图和自适应最终网格误差分布图，可以得到与 ３．１．１ 小节相似的结论．

表 ４　 常规单元自适应求解策略结果（案例 １）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （ｃａｓｅ １）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ ４８ １４５ ７ ０．０６１ ３ ０．００９ ４ ０．８２９ ６

４ １９ ７７ ６ ０．１４８ ５ ０．０２０ ４ ０．８１０ ９

５ ９ ４６ ５ ０．２４０ ０ ０．０４０ ５ ０．７３３ ２

表 ５　 ＥＥＰ 单元自适应求解策略结果（案例 １）
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （ｃａｓｅ １）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ ２７ ８２ ７ ０．０９１ ０ ０．０１８ ８ ０．９７１ ３

４ １５ ６１ ５ ０．１１３ ８ ０．０４７ ５ ０．４３０ ５

５ ９ ４６ ４ ０．２５０ ０ ０．０６７ ５ ０．２３２ ０

表 ６　 常规单元和 ＥＥＰ 单元结果对比 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －９）

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －９）

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｅ－ｈｍａｘ（ ｅ－∗
ｍａｘ）

ｑｕａｒｔｉｃ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ［１１］ ｈ５ ４５ １８１ ７ ０．８３８ ８

ｃｕｂｉｃ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ｈ５ ６６ １９９ ８ ０．８９１ ９

表 ７　 常规单元自适应求解策略结果（案例 ２）
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （ｃａｓｅ ２）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ １２５ ３７６ １１ ０．０３０ ９ ５．９×１０–４ １．０３７ ８

４ ５０ ２０１ １０ ０．０６１ ９ １．３×１０–３ ０．８４５ ２

５ ３１ １５６ ９ ０．０９１ １ ２．６×１０–３ ０．７５８ ３

表 ８　 ＥＥＰ 单元自适应求解策略结果（案例 ２）
Ｔａｂｌｅ ８　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （ｃａｓｅ ２）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ ８１ ２４４ １１ ０．０３６ ４ １．４×１０–３ １．０１９ ３

４ ４２ １６９ １０ ０．０６４ ４ ２．２×１０–３ ０．７２３ ５

５ ３０ １５１ ８ ０．０７２ ６ ７．５×１０–３ ０．６７３ ５
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表 ９　 常规单元和 ＥＥＰ 单元结果对比 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －１０）

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －１０）

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｅ－ｈｍａｘ（ ｅ－∗
ｍａｘ）

ｑｕａｒｔｉｃ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ［１０］ ｈ５ １２１ ４８５ １１ ０．９４８ ２

ｃｕｂｉｃ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ｈ５ ２００ ６０１ １３ ０．９５９ ３

图 ５　 ３．１．２ 小节问题的解析解

Ｆｉｇ． ５　 Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．２
图 ６　 案例 １ 的单元分布示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｓｅ １

（ａ） 常规单元 （ｂ） ＥＥＰ 单元

（ａ） Ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （ｂ） ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
图 ７　 案例 １ 的三次单元自适应误差图

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｕｂｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃａｓｅ １

图 ８　 案例 ２ 的三次 ＥＥＰ 单元分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｕｂｉｃ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｓｅ ２
图 ９　 案例 ２ 的三次 ＥＥＰ 单元误差图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｕｂｉｃ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃａｓｅ ２

３．１．３　 奇异问题

模型问题中取 ｐ ＝ １，ｒ ＝ １，ｑ ＝ １， 给定解析解为 ｕ ＝ ｘ － ｘ， 荷载 ｆ 由方程反求，边界条件为 ｕ（０） ＝ ｕ（１）
＝ ０， 本例在 ｘ ＝ ０ 处存在一定的奇异性，解析解如图 １０ 所示，误差限取 Ｔｌ ＝ １ × １０ －３ ．
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图 １０　 ３．１．３ 小节问题的解析解

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．３

表 １０—表 １２ 给出了采用两种自适应求解策略计算本例的结果，图 １１ 和图 １２ 分别为单元次数取 ｍ ＝ ３
时，两种策略的单元分布示意图和自适应最终网格误差分布图，可见本文方法对于奇异问题可以给出满足误

差限的解答．由于奇异问题误差的收敛阶数只与奇异因子相关，因此提升单元次数带来的收益十分有限，而
简约格式解中本就包含具有奇异性的荷载项 ｆ， 这为求解带来了额外的收益，求解所需的自由度数和自适应

迭代次数大幅减少，效果提升十分明显．
表 １０　 常规单元自适应求解策略结果 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －３）

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －３）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ １０ ３１ ９ ０．６５０ ０ ７．９×１０–５ ０．７４０ ０

４ ９ ３７ ８ ０．６５０ ０ ２．３×１０–４ ０．７０６ ８

５ ８ ４１ ７ ０．６５０ ０ ６．４×１０–４ ０．８９４ ２

表 １１　 ＥＥＰ 单元自适应求解策略结果 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －３）

Ｔａｂｌｅ １１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －３）

ｍ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｈｍａｘ ｈｍｉｎ ｅ－ｈｍａｘ

３ ３ １０ ２ ０．６６０ ０ ０．１２９ ２ ０．４５６ ３
４ ３ １３ ２ ０．６３０ ０ ０．１４４ ３ ０．２５２ ８
５ ２ １１ １ ０．６２０ ０ ０．３８０ ０ ０．６４９ １

表 １２　 常规单元和 ＥＥＰ 单元结果对比 （Ｔｌ ＝ １ × １０ －４）

Ｔａｂｌｅ １２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （Ｔｌ ＝ １ × １０ －４）

ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ Ｎｅ Ｎｄｏｆ Ｎａｄｐ ｅ－ｈｍａｘ（ ｅ－∗
ｍａｘ）

ｑｕａｒｔｉｃ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ［１１］ ｈ５ １３ ５３ １２ ０．８６６ ５

ｃｕｂｉｃ ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔ ｈ５ ５ １６ ４ ０．４５９ ２

图 １１　 ３．１．３ 小节单元分布示意图

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．３

８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



（ａ） 常规单元 （ｂ） ＥＥＰ 单元

（ａ） Ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ （ｂ） ＥＥＰ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
图 １２　 ３．１．３ 小节三次单元自适应误差图

Ｆｉｇ． １２　 Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｕｂｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．３

３．２　 自适应收敛率

本文参照文献［２１］定义的自适应收敛率，针对以上算例的不同误差限采用三次 ＥＥＰ 单元进行计算，整
理统计后得到了如图 １３ 所示的自适应收敛率结果．

对于足够光滑的问题，ＥＥＰ 单元自适应求解策略可以达到 ｈｍ＋２ 阶的最佳自适应收敛率，比常规单元自

适应求解策略高一阶．对于奇异问题，ＥＥＰ 单元自适应求解策略可以达到 ｈｍ＋α＋１ 阶的最佳自适应收敛率，也
比常规单元自适应求解策略高一阶．

（ａ） ３．１．１ 小节中的算例

（ａ） Ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．１

（ｂ） ３．１．２ 小节中的算例 （ｃ） ３．１．３ 小节中的算例

（ｂ） Ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．２ （ｃ） Ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ３．１．３
图 １３　 自适应收敛率

Ｆｉｇ． １３　 Ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ
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４　 结　 　 论

由本文的理论分析和数值试验结果，可以得到以下结论：
１） 提出的 ＥＥＰ 单元无论在精度还是在误差分布以及自适应迭代步数方面都比常规单元具有更好的性

态，因此将 ＥＥＰ 单元作为最终解是值得推荐的选择．
２） 提出的 ＥＥＰ 单元自适应求解策略对 ｍ ≥ ３ 次单元有效且高效，同时有理论作为保障．对于同样的问

题，本文方法可以以更少的自由度数、更少的自适应迭代步数完成自适应求解．
３） 提出的自适应求解策略虽然对于线性元和二次元在理论上缺乏保障，但可以通过引入结点修正技

术［１９］来弥补这一缺陷，以此作为对本文方法的补充．
４） ＥＥＰ 加强格式与凝聚格式不同，不需要构造凝聚形函数，对于无法构造凝聚形函数的方法（如有限

元线法）也同样适用，因此提出的自适应求解策略是一个通用的方法，未来有望拓展至二维问题．
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