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摘要：　 基于动力刚度法（ＤＳＭ）表述了多段梁（ＭＳＢ）点阵的动态响应，进而利用 Ｗｉｔｔｒｉｃｋ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ（ＷＷ）算法计算

其各阶固有频率．首先，根据 ＭＳＢ内部节点处的位移与应力连续条件，以分块矩阵组装的形式得到了 ＭＳＢ 的动力

刚度矩阵．利用这种方法获得的 ＭＳＢ动力刚度矩阵仍然是两节点式，并不会增大刚度矩阵的维度．ＷＷ算法与动力

刚度矩阵的结合可以精确求解点阵的各阶固有频率．针对 ＭＳＢ 点阵的周期性胞元，在原始动力刚度矩阵中考虑

Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件，再采取 ＷＷ算法并最终得到了相应点阵的色散曲线．在不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区内，利用该法算得的色

散曲线与基于 ＣＯＭＳＯＬ仿真的结果相比，两者误差在 ６％以内，验证了所建方法的可行性．进而系统研究了微观几

何和材料参数对色散曲线的影响规律，结果表明使用 ＭＳＢ搭建点阵是调节点阵色散特性的有效方法．
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０　 引　 　 言

点阵材料是一类具有周期性结构的材料，其特点在于微观单元的周期性排列，常见的点阵包括六边形点

阵［１⁃２］、四边形点阵［３⁃４］、重入式点阵［５⁃６］ ．这些点阵材料的振动行为受到点阵频率依赖性的影响，即其性质与

频率之间存在密切关系．色散曲线提供了一种可视化工具，反映了波随频率变化时在点阵材料中的传播特

性，为我们深入了解结构的频率⁃波数关系提供了关键信息．
针对点阵色散曲线的调控一直是研究的重点方向，已有的调控方式包括变截面梁调控［７⁃８］、预应力调

控［９］、嵌入质量调控［１０］等．Ｌｉｕ等［１１］提出的多段梁（ＭＳＢ）为我们提供了新的方向，即在点阵中引入 ＭＳＢ，通
过改变其几何参数和材料属性来达到对点阵色散曲线调控的目的．

Ａｎ等［７］和 Ｌｉｕ等［１２］以数值模拟的方式得到了点阵材料的色散曲线．Ｋａｒｌｉｃˇ ｉｃ等［９］通过引入 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界

条件，将色散曲线转换为求解不同波矢下结构刚度矩阵特征值的问题，并分析了预应力、集中质量、弹性介质

刚度对色散曲线的影响．Ｗａｎｇ等［１３⁃１４］通过修正位移场的 Ｔａｙｌｏｒ 展开系数，建立了波长相关的应变梯度连续

介质模型，预测了双原子点阵材料的色散特性．Ｗａｎｇ等［１５］基于 Ｐａｄé 近似方法，建立了二维点阵材料的应变

梯度连续介质模型，以预测其声学色散特性．杨访［１６］通过动态有限元法（ＤＦＥＭ）与 ＷＷ 算法［１７⁃２０］的结合使

得数值求解点阵固有频率成为可能，但这种方法的求解精度依赖于网格的划分．周平［２１］和 Ｌｉｕ 等［２２］采用动

力刚度法（ＤＳＭ）替换 ＤＦＥＭ，使得求解点阵色散曲线不再依赖于网格的划分．
本文首先以分块矩阵组装的形式得到了 ＭＳＢ 的刚度矩阵，随后在整体刚度矩阵中引入 Ｆｌｏｑｕｅｔ 边界条

件，然后通过二分法与 ＷＷ算法的结合，求解得到了 ＭＳＢ点阵的固有频率．通过与 ＦＥＭ结果的对比，验证了

ＭＳＢ组装及点阵色散曲线求解的正确性．最后系统地分析了 ＭＳＢ的各项参数对色散曲线的影响．

１　 ＭＳＢ的动力刚度矩阵

刚度矩阵能够直观而准确地描绘出梁受力与节点位移之间的紧密关系．静力刚度矩阵 Ｋ 在梁单元的研

究中有着重要的作用，然而在实际工程中，梁结构常常承受动态载荷．因此，对于梁单元动力刚度矩阵的深入

研究变得至关重要．在 ＤＦＥＭ中，梁单元的动力刚度矩阵 ＫＦＥＭ（ω） 可以通过静力刚度矩阵 Ｋ 与质量矩阵 Ｍ
的组合得到．ＫＦＥＭ（ω） 在低频范围内能够有效地揭示梁单元的动态性能．然而，在中高频段，精确获取梁单元

的动态性能需要依赖网格的精细划分．随着网格的加密，计算时间也势必增长． 为解决这一问题， 研究人员

提出了基于梁单元的运动控制方程和边界条件的 ＤＳＭ ． 通过这种方法， 可以得到梁单元的精确动力刚度矩

阵 ＫＤ（ω） ． ＫＤ（ω） 能够在高频段准确地捕捉梁单元的动态性能， 而无需过度依赖网格划分， 从而提升计算

效率．
１．１　 ＤＳＭ

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的轴向振动控制方程为

　 　 ＥＡ １ ＋ ζ ｋ
∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｕ
∂ｘ２

－ ρＡ ∂
２ｕ
∂ｔ２

－ ｃａ
∂ｕ
∂ｔ

＝ ０， （１）

拉压内力为

　 　 Ｎ（ｘ） ＝ ＥＡ １ ＋ ζ ｋ
∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｕ
∂ｘ
， （２）

横向振动的控制方程为
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　 　 ＥＩ １ ＋ ζ ｋ
∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ρＡ ∂
２ｗ
∂ｔ２

＋ ｃｂ
∂ｗ
∂ｔ

＝ ０， （３）

弯曲内力为

　 　
Ｍ（ｘ） ＝ ＥＩ １ ＋ ζ ｋ

∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｗ
∂ｘ２
，

Ｖ（ｘ） ＝ － ＥＩ １ ＋ ζ ｋ
∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂３ｗ
∂ｘ３
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

式中 Ｅ 为材料的弹性模量， Ａ 为梁的横截面面积， ρ 为材料的密度， ξ ｋ 为与质量相关的阻尼系数， ｃａ 为轴向

振动中与速度相关的阻尼系数， ｃｂ 为弯曲振动中与速度相关的阻尼系数， Ｉ 为梁的横截面惯性矩， ｌ 为梁的

长度．
通过将谐波位移解 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ（ｘ）ｅｉωｔ 和 ｗ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ（ｘ）ｅｉωｔ 分别代入轴向和横向振动控制微分方程，将

得到的含有待定参数的解与边界条件结合消去待定系数，最终得到梁单元的动力刚度矩阵 ＫＤ（ω） ［２３］：

　 　 ＫＤ（ω） ＝

ｄ１ ０ ０ ｄ２ ０ ０
０ ｄ３ ｄ４ ０ ｄ６ ｄ７
０ ｄ４ ｄ５ ０ － ｄ７ ｄ８
ｄ２ ０ ０ ｄ１ ０ ０
０ ｄ６ － ｄ７ ０ ｄ３ － ｄ４
０ ｄ７ ｄ８ ０ － ｄ４ ｄ５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （５）

其中

　 　

ｄ１ ＝ ＥＡ（１ ＋ ｉωζ ｋ）ｋａｃｏｔ（ｋａ） ／ ｌ， ｄ２ ＝ － ＥＡ（１ ＋ ｉωζ ｋ）ｋａｃｓｃ（ｋａ） ／ ｌ，
ｄ３ ＝ Ｒ３（ｃＳ ＋ ｓＣ） ／ δ， ｄ４ ＝ Ｒ２ｓＳ ／ δ，
ｄ５ ＝ Ｒ１（ ｓＣ － ｃＳ） ／ δ， ｄ６ ＝ － Ｒ３（ ｓ ＋ Ｓ） ／ δ，
ｄ７ ＝ Ｒ２（Ｃ － ｃ） ／ δ， ｄ８ ＝ Ｒ１（Ｓ － ｓ） ／ δ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６）

　 　

Ｒ ｊ ＝ ＥＩ（ｋｂ ／ Ｌ） ｊ，　 　 ｊ ＝ １，２，３，

δ ＝ １ － ｃＣ， ζｍｂ ＝
ｃｂ
ρＡ
， ζｍａ ＝

ｃａ
ρＡ
，

ｓ ＝ ｓｉｎ（ｋｂ）， ｃ ＝ ｃｏｓ（ｋｂ）， Ｓ ＝ ｓｉｎｈ（ｋｂ）， Ｃ ＝ ｃｏｓｈ（ｋｂ），

ｋ４ｂ ＝
（ρＡω ２ － ｉωｃｂ）Ｌ４

ＥＩ（１ ＋ ｉωζ ｋ）
＝
ρＡω ２Ｌ４（１ － ｉζｍｂ ／ ω）

ＥＩ（１ ＋ ｉωζ ｋ）
，

ｋ２ａ ＝
（ρＡω ２ － ｉωｃａ）Ｌ２

ＥＡ（１ ＋ ｉωζ ｋ）
＝
ρω ２Ｌ２（１ － ｉζｍａ ／ ω）

Ｅ（１ ＋ ｉωζ ｋ）
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（７）

ＤＳＭ中的形函数本质上是梁单元的控制微分方程在频域导出的精确通解，由于不涉及基于控制微分方

程的近似，不需要进行离散化，避免了质量矩阵 Ｍ 的出现．ＤＳＭ得到的动力刚度矩阵 ＫＤ（ω） 在频率趋近于 ０
时将收敛于静力刚度矩阵 Ｋ，且在任意频率范围均可准确地捕捉梁的动力性能．在本研究中不考虑阻尼的影

响，即 ξ ｋ，ｃａ，ｃｂ 均取 ０．
１．２　 ＭＳＢ刚度矩阵的组装

等截面梁点阵材料在进行设计时提供的参数有限，Ｌｉｕ 等［１１］的研究中引入了 ＭＳＢ 的概念，为点阵材料

的设计提供了新的方向．在 ＭＳＢ的设计中，长度比、宽度比以及材料属性等多种参数都会对点阵材料产生影

响．为了深入研究这些参数对点阵材料的影响，首要目标是推导 ＭＳＢ的动力刚度矩阵．
首先，在不深入研究 ＭＳＢ所包含的各个节段具体表达式的情况下，我们以分块矩阵的形式导出了双节

点三段梁动力刚度矩阵．在图 １（ａ）所示的三段式梁单元中，当节点 ｉ 和 ｌ 受到广义外力时，两个节点的力与

位移的关系可表示为
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Ｆｉｌ ＝ Ｋｔｒｉｌ，

Ｆｉｌ ＝ {Ｑｉ 　 Ｎｉ 　 Ｍｉ 　 Ｑｌ 　 Ｎｌ 　 Ｍｌ } Ｔ，

ｒｉｌ ＝ { ｕｉ 　 υ ｉ 　 φ ｉ 　 ｕｌ 　 υ ｌ 　 φ ｌ } Ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

其中 Ｋｔ 是三段梁的刚度矩阵，是一个 ６×６的对称矩阵； Ｆｉｌ 和 ｒｉｌ 分别是节点力和位移列向量．

图 １　 三段梁模型以及各个分段的受力情况

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｅａｃｈ ｓｅｇｍｅｎｔ

类似地，对于图 １（ｂ）、１（ｃ）、１（ｄ）中的各个分段，节点力和位移之间的关系可以分别用各分段的刚度矩

阵表示：
ｉ⁃ｊ：

　 　

Ｆｉｊ ＝ Ｍｉｊｒｉｊ，

Ｆｉｊ ＝ {Ｎｉ 　 Ｑｉ 　 Ｍｉ 　 Ｎ ｊ 　 Ｑ ｊ 　 Ｍ ｊ }
Ｔ，

ｒｉｊ ＝ { ｕｉ 　 ｗ ｉ 　 φ ｉ 　 ｕ ｊ 　 ｗ ｊ 　 φ ｊ }
Ｔ；

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

ｊ⁃ｋ：

　 　

Ｆ ｊｋ ＝ Ｍｊｋｒｊｋ，

Ｆ ｊｋ ＝ {Ｎ ｊ 　 Ｑ ｊ 　 Ｍ ｊ 　 Ｎｋ 　 Ｑｋ 　 Ｍｋ } Ｔ，

ｒｊｋ ＝ { ｕ ｊ 　 ｗ ｊ 　 φ ｊ 　 ｕｋ 　 ｗｋ 　 φ ｋ } Ｔ；

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

ｋ⁃ｌ：

　 　

Ｆｋｌ ＝ Ｍｋｌｒｋｌ，

Ｆｋｌ ＝ {Ｎｋ 　 Ｑｋ 　 Ｍｋ 　 Ｎｌ 　 Ｑｌ 　 Ｍｌ } Ｔ，

ｒｋｌ ＝ { ｕｋ 　 ｗｋ 　 φ ｋ 　 ｕｌ 　 ｗ ｌ 　 φ ｌ } Ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１）

式中 Ｍｉｊ，Ｍｊｋ，Ｍｋｌ 分别为 ｉ⁃ｊ，ｊ⁃ｋ，ｋ⁃ｌ 段的刚度矩阵．同时对矩阵进行分块处理，以 ３×３的子矩阵 Ｍｉｊ
Ⅰ，Ｍｉｊ

Ⅱ，Ｍｉｊ
Ⅲ

分别代表 Ｍｉｊ 的左上矩阵、右上矩阵和右下矩阵．对 Ｍｊｋ 和 Ｍｋｌ 也进行同样的分块处理．节点力与位移之间的

关系可以用这些子矩阵表示为

　 　

Ｑｉ

Ｎｉ

Ｍｉ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｍｉｊ
Ⅰ

ｕｉ

ｗ ｉ

φ ｉ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｉｊ
Ⅱ

ｕ ｊ

ｗ ｊ

φ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

，

Ｑ ｊ

Ｎ ｊ

Ｍ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ （Ｍｉｊ
Ⅱ） Ｔ

ｕｉ

ｗ ｉ

φ ｉ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｉｊ
Ⅲ

ｕ ｊ

ｗ ｊ

φ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （１２ａ）

　 　 －
Ｑ ｊ

Ｎ ｊ

Ｍ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｍｊｋ
Ⅰ

ｕ ｊ

ｗ ｊ

φ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｊｋ
Ⅱ

ｕｋ

ｗｋ

φ ｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

，

Ｑｋ

Ｎｋ

Ｍｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ （Ｍｊｋ
Ⅱ） Ｔ

ｕ ｊ

ｗ ｊ

φ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｊｋ
Ⅲ

ｕｋ

ｗｋ

φ ｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （１２ｂ）

　 　 －
Ｑｋ

Ｎｋ

Ｍｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｍｋｌ
Ⅰ

ｕｋ

ｗｋ

φ ｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｋｌ
Ⅱ

ｕｌ

ｗ ｌ

φ ｌ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

，

Ｑｌ

Ｎｌ

Ｍｌ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ （Ｍｋｌ
Ⅱ） Ｔ

ｕｋ

ｗｋ

φ ｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｋｌ
Ⅲ

ｕｌ

ｗ ｌ

φ ｌ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

． （１２ｃ）
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进一步，可以找出内部节点与外部节点位移之间的关系：

　 　

（Ｍｊｋ
Ⅰ ＋ Ｍｉｊ

Ⅲ）

ｕ ｊ

ｗ ｊ

φ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｍｊｋ
Ⅱ

ｕｋ

ｗｋ

φ ｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ － （Ｍｉｊ
Ⅱ） Ｔ

ｕｉ

ｗ ｉ

φ ｉ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

，

（Ｍｊｋ
Ⅱ） Ｔ

ｕ ｊ

ｗ ｊ

φ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ （Ｍｊｋ
Ⅲ ＋ Ｍｋｌ

Ⅰ）

ｕｋ

ｗｋ

φ ｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ － Ｍｋｌ
Ⅱ

ｕｌ

ｗ ｌ

φ ｌ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１３）

以矩阵的形式可以表示为

　 　

ｒｊｋ ＝ Ｒｒｋｌ，

Ｒ ＝
Ｍｊｋ
Ⅰ ＋ Ｍｉｊ

Ⅲ Ｍｊｋ
Ⅱ

（Ｍｊｋ
Ⅱ） Ｔ Ｍｊｋ

Ⅲ ＋ Ｍｋｌ
Ⅰ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

Ａ

－１ － （Ｍｉｊ
Ⅱ） Ｔ ０

０ － Ｍｋｌ
Ⅱ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

Ｂ

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

对矩阵 Ｒ 以相同的方式进行划分，得到 ＲⅠ，ＲⅡ，ＲⅢ ．将式（１４）代入到式（１２）中，经过简单的矩阵运算

最终可以得到用各个分段的刚度矩阵表达的三段梁刚度矩阵：

　 　 Ｋｔ ＝
Ｍｉｊ
Ⅰ ＋ Ｍｉｊ

ⅡＲⅠ Ｍｉｊ
ⅡＲⅡ

ｓｙｍ （Ｍｋｌ
Ⅱ） ＴＲⅢ ＋ Ｍｋｌ

Ⅲ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （１５）

以这种方式组装得到的三段梁刚度矩阵 Ｋｔ 是一个 ６×６的对称矩阵，相较于 ＦＥＭ中的刚度矩阵组装，极
大地降低了刚度矩阵的维度．针对这一组装方式正确性的验证将在后文中进行．

２　 ＭＳＢ点阵的色散曲线

结构的色散曲线是反映波在结构中传播形式的重要特性．Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件考虑了波的周期性与结构周

期性之间的关系，而ＷＷ算法则是一种用于数值求解结构固有频率的方法．基于波的传播特性， Ｆｌｏｑｕｅｔ边界

条件和 ＷＷ算法的新型组合为点阵色散曲线的求解提供了创新性的研究途径．
这种方法为点阵材料色散曲线的求解提供了全新的工具和视角，为深入理解结构中波传播铺平了道路．

通过综合考虑周期性结构的波动特性，我们能够更全面地探索结构的色散曲线，从而为结构工程和波动控制

领域的未来研究提供有益的理论支持，为解决结构波动问题和提高波动控制效能提供了新的可能性．
２．１　 ＷＷ 算法

Ｗｉｔｔｒｉｃｋ和 Ｗｉｌｌｉａｍｓ提出的 ＷＷ算法［１７］是一种基于结构动力刚度矩阵的数值方法，用于高精度求解结

构单元的固有频率．该算法的求解精度直接受动力刚度矩阵准确性的影响，并且 ＤＳＭ 提供的动力刚度矩阵

为精确地计算结构的固有频率提供了新的方法．
值得注意的是，ＷＷ算法并非直接求解固有频率，而是一种用于统计结构中所有固有频率中低于给定频

率 ω∗ 的固有频率个数 Ｊ 的计数方法：
　 　 Ｊ ＝ Ｊ０（ω∗） ＋ ＪＫ（ω∗）， （１６）

其中 Ｊ０（ω∗） 是结构所有子单元的固有频率中低于 ω∗ 的数量， ＪＫ（ω∗） 是频率为 ω∗ 时，采用 Ｇａｕｓｓ消元法

将结构的整体刚度矩阵 Ｋ（ω∗） 转化为上三角矩阵 Ｋ ＋ （ω∗） 后，矩阵 Ｋ ＋ （ω∗） 主对角线中负元素的个数．
通过将 ＷＷ算法与二分法结合，找出 Ｊ 发生改变的频率点，便可以得到结构的固有频率．例如，设定求解

结构的 ｍ 阶固有频率 ωｍ，通过二分法不断调整上限 ω ｔ 和下限 ω ｄ，满足

　 　 Ｊ（ω ｔ） ≥ ｍ， Ｊ（ω ｄ） ≤ ｍ － １， ω ｔ － ω ｄ ≤ ε ｔｏｏｌ， （１７）
即可得到结构在误差范围为 ε ｔｏｏｌ 的情况下的第 ｍ 阶固有频率 ωｍ ．
２．２　 Ｆｌｏｑｕｅｔ 边界条件

周期性点阵材料可被视为原始单元格在点阵空间中沿着一组基矢 （ｅ１，ｅ２） 移动平铺所得．基于 Ｂｌｏｃｈ 定

理的 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件［２２］阐明了周期性结构中，波动的表达方式可通过平面波来描述．这一边界条件确保了
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波函数在点阵周期内保持平滑和一致．通过引入 Ｆｌｏｑｕｅｔ 边界条件，我们能够对周期性点阵材料中波的传播

进行建模，从而更深入地理解点阵结构中的波动特性．这种方法为研究周期性点阵中的波动行为提供了一种

坚实且实用的框架．
根据 Ｂｌｏｃｈ定理， （ｍ，ｎ） 位置的单元格中 ｊｔｈ 点的波动可以表示为

　 　 ｑｒ ＝ ｑｒｊｅ
ｋ（ｒ－ｒｊ） ＝ ｑｒｊｅ

ｍｋ１＋ｎｋ２， （１８）
其中 ｑｒｊ 表示初始单元格 ｊｔｈ 点的位移； ｋｉ（ ｉ ＝ １，２） 是传播常数，可以表示为 ｋｉ ＝ ξ ｉ ＋ ｉε ｉ，ξ ｉ 为衰减系数， ε ｉ 为

相位常数，一般情况下默认波在传播的过程中没有衰减，即 ξ ｉ ＝ ０．
选择图 ２（ａ）中的模型Ⅰ为例，通过 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件来说明点阵中两个相邻单元对应节点之间位移的

关系．在前文中，我们已经推导出了 ＭＳＢ 的动力刚度矩阵，按照 ＦＥＭ的方式组装各子单元的动力刚度矩阵，
得到模型Ⅰ的 ５节点整体动力刚度矩阵 Ｋ（ω） ．这个整体动力刚度矩阵 Ｋ（ω） 描述了结构中各个单元之间

的相互作用：
　 　 Ｋ（ω）ｑ ＝ Ｆ， （１９）

式中 Ｋ（ω） 是模型Ⅰ的 １５×１５ 整体刚度矩阵， ω 表示频率， ｑ 和 Ｆ 分别代表点阵频域中的广义力和位移列

向量．根据 Ｂｌｏｃｈ定理，点阵节点位移相关的 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件为

　 　 ｑ３ ＝ ｅ
－ ｉε１ｑ１， ｑ２ ＝ ｅ

－ ｉε２ｑ４ ． （２０）
因此，广义位移 ｑ 可以简化为

　 　 ｑ ＝ ＴＢ（ε １，ε ２） ｒ， （２１）
其中 ｒ ＝ ［ｑ１ 　 ｑ４ 　 ｑ５］ Ｔ，ＴＢ 为 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件中的转换矩阵，可以表示为

　 　 ＴＢ（ε １，ε ２） ＝

Ｉ ０ ０
Ｉｅ － ｉε１ ０ ０
０ Ｉｅ － ｉε２ ０
０ Ｉ ０
０ ０ Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （２２）

（ａ） 模型Ⅰ：ＭＳＢ十字形点阵 （ｂ） 模型Ⅱ：ＭＳＢ六边形形点阵

（ａ） Ｍｏｄｌｅ Ⅰ： ｔｈｅ ＭＳＢ ｃｒｏｓｓ ｌａｔｔｉｃｅ （ｂ） Ｍｏｄｌｅ Ⅱ： ｔｈｅ ＭＳＢ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｌａｔｔｉｃｅ

（ｃ） 模型Ⅰ的不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区 （ｄ） 模型Ⅱ的不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区
（ｃ） Ｔｈｅ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ ｚｏｎｅ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ （ｄ） Ｔｈｅ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ ｚｏｎｅ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ

图 ２　 模型Ⅰ和模型Ⅱ
Ｆｉｇ． ２　 Ｍｏｄｌｅ Ⅰ ａｎｄ ｍｏｄｌｅ Ⅱ

为保证等式两侧维度的一致性，引入转换矩阵的共轭转置矩阵 ＴＨＢ（ε １，ε ２），最终得到如下结果：

　 　 ＴＨＢ（ε １，ε ２）Ｋ（ω）ＴＢ（ε １，ε ２） ｒ ＝ Ｋ （ω，ε １，ε ２） ｒ ＝ Ｆ ， （２３）

９５１第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 彭长清，等： 基于动力刚度理论和 Ｗｉｔｔｒｉｃｋ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ算法的多段梁点阵色散研究



其中 Ｆ ＝ ＴＨＢ（ε １，ε ２）Ｆ ．对于自由波传播，外力 Ｆ 通常被设定为 ０．

至此，代入 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件后，我们得到了点阵与波矢相关的整体刚度矩阵 Ｋ （ω，ε １，ε ２） ．波矢沿着点

阵不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区边界进行扫掠，代入不同的相位常数 （ε １，ε ２）， 结合 ＷＷ 算法得到不同波矢下的固有

频率，最终得到点阵的色散曲线．
２．３　 两种周期性 ＭＳＢ点阵的色散曲线

以等截面梁这一特殊 ＭＳＢ为例用来验证 ＭＳＢ⁃ＤＳＭ⁃ＷＷ 算法的准确性．三段梁的参数设定如下：长度 ｌ
＝ ０．１ ｍ，厚度 ｄ ＝ ０．００３ ｍ；中间段，长度 ｌ２ ＝ ０．００３ ｍ，宽度 ｔ２ ＝ ０．００３ ｍ，密度 ρ ２ ＝ ２ ５００ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量 Ｅ２
＝ ２．１ × １０１０ Ｐａ；端部段，长度 ｌ１ ＝ （ ｌ － ｌ２） ／ ２，宽度 ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ，密度 ρ １ ＝ ２ ５００ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量 Ｅ１ ＝ ２．１ ×
１０１０ Ｐａ ．基于上述三段梁，组成了模型Ⅰ（图 ２（ａ））和模型Ⅱ（图 ２（ｂ））．沿点阵不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区的 Ｏ⁃Ａ⁃Ｂ⁃Ｏ
路径进行扫描，获取了模型Ⅰ和模型Ⅱ的前十阶色散曲线（图 ３）．

（ａ） 模型Ⅰ的色散曲线 （ｂ） 模型Ⅱ的色散曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ （ｂ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ
图 ３　 分别考虑为普通梁和三段梁，使用本文方法以及 ＦＥＭ得到的两个模型的色散曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｏｄｅｌｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ｆｏｒ ｔｈｅ １⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍ ａｎｄ
ｔｈｅ ３⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍ， ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

考虑为普通梁，使用本文方法得到 ＤＳＭ⁃ＷＷ 结果；考虑为等分的三段梁，使用本文方法得到 ＭＳＢ⁃ＤＳＭ⁃
ＷＷ结果；使用 ＣＯＭＳＯＬ建模得到 ＦＥＭ结果．三种方法得到的色散曲线在某些波矢条件下均存在两个固有频

率接近的情况，然而其对应的振型并不相同．对比 ＤＳＭ⁃ＷＷ和 ＭＳＢ⁃ＤＳＭ⁃ＷＷ的结果发现完全一致，这证实了

第 ２节中提出的三段梁刚度矩阵组装方法的准确性，ＭＳＢ⁃ＤＳＭ⁃ＷＷ可推广用于求解非等截面梁点阵的色散曲

线．按照本文方法得到的色散曲线与 ＦＥＭ结果进行比较，发现两者的变化趋势相同，且误差在 ６％之内．这进一

步证实了所提出的 ＭＳＢ点阵色散曲线求解方法的正确性．值得注意的是，ＭＳＢ⁃ＤＳＭ⁃ＷＷ算法的求解精度直接

受到所采用的梁单元刚度矩阵的影响，本文采用的梁单元模型为 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁模型，忽略了梁单元的剪切

变形，因此得到的最终结果与采用实体单元模型的 ＦＥＭ结果存在一定的误差，且频率越高差别越大．

３　 ＭＳＢ参数对色散曲线的影响

前一节已经提出了 ＭＳＢ点阵色散曲线的求解方式，并证明了其正确性．在本节中，我们将进一步分析

ＭＳＢ的几何参数和材料属性对色散曲线的影响．通过系统的参数研究，我们将深入了解这些参数如何影响点

阵的振动特性．为便于分析，我们仅取点阵的前三阶色散曲线．
３．１　 ＭＳＢ几何参数的影响

通过观察图 ４我们可以发现，改变中间段宽度对两个模型的色散曲线都产生了影响．在中间段宽度 ｔ２ 小
于端部段宽度 ｔ１ 的条件下，增大中间段宽度，两个模型的固有频率均出现增大的趋势，这是由于该条件下刚

度的提升大于质量增大对模型固有频率的影响．在中间段宽度 ｔ２ 大于端部段宽度 ｔ１ 的条件下，增大中间段宽

度，两个模型的固有频率变化并不明确，这是由于该条件下刚度与质量增大的效果对模型固有频率的影响效

率相仿．
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（ａ） 模型Ⅰ在不同宽度下的色散曲线 （ ｔ１ ／ ｔ２ ≥ １） （ｂ） 模型Ⅱ在不同宽度下的色散曲线 （ ｔ１ ／ ｔ２ ≥１）

（ａ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ ｗｉｔｈ （ｂ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈｓ （ ｔ１ ／ ｔ２ ≥ １） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈｓ （ ｔ１ ／ ｔ２ ≥ １）

（ｃ） 模型Ⅰ在不同宽度下的色散曲线 （ ｔ１ ／ ｔ２ ≤１） （ｄ） 模型Ⅱ在不同宽度下的色散曲线 （ ｔ１ ／ ｔ２ ≤１）

（ｃ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ ｗｉｔｈ （ｄ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈｓ （ ｔ１ ／ ｔ２ ≤ １） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈｓ （ ｔ１ ／ ｔ２ ≤ １）

图 ４　 两个模型色散曲线受到中间段宽度 ｔ２ 的影响 （ ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ， ｌ２ ／ ｌ ＝ １ ／ ３）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈ ｔ２ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

（ ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ， ｌ２ ／ ｌ ＝ １ ／ ３）

通过对图 ５的分析我们可以得出，改变中间段的长度 ｌ２ 对两个模型的色散曲线都产生了显著影响的结

论．在不同的 ｔ１ ／ ｔ２ 取值情况下，中间段长度 ｌ２ 对点阵色散曲线产生了不同的影响．在 ｔ２ ＞ ｔ１ 的情况下，随着中

间段长度 ｌ２的增大，两个模型的固有频率均呈现增大的趋势，当 ｔ２ ＜ ｔ１时，伴随着中间段长度 ｌ２的增大，两个

模型的固有频率均呈现减小的趋势．值得注意的是，这种变化并未对色散曲线的整体趋势产生影响．

（ａ） 模型Ⅰ在不同长度下的色散曲线 （ ｔ２ ＝ ０．００１ ｍ） （ｂ） 模型Ⅱ在不同长度下的色散曲线 （ ｔ２ ＝ ０．００１ ｍ）

（ａ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ ｗｉｔｈ （ｂ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ （ ｔ２ ＝ ０．００１ ｍ） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ （ ｔ２ ＝ ０．００１ ｍ）
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（ｃ） 模型Ⅰ在不同长度下的色散曲线 （ ｔ２ ＝ ０．００６ ｍ） （ｄ） 模型Ⅱ在不同长度下的色散曲线 （ ｔ２ ＝ ０．００６ ｍ）

（ｃ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ ｗｉｔｈ （ｄ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ （ ｔ２ ＝ ０．００６ ｍ） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ （ ｔ２ ＝ ０．００６ ｍ）

图 ５　 两个模型色散曲线受到中间段长度 ｌ２ 的影响 （ ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈ ｌ２ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

（ ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ）

综合上述结果，在本文给出的参数基础上改变 ＭＳＢ 的几何参数会导致点阵的刚度和质量同时发生改

变，且刚度改变对点阵固有频率的影响占据主导作用．通过对 ＭＳＢ 几何参数的调整可以灵活地调节结构的

固有频率，从而实现对点阵色散曲线的针对性调控．这为设计和优化 ＭＳＢ 点阵以满足不同振动控制需求提

供了有益的指导．
３．２　 ＭＳＢ材料属性的影响

通过对图 ６的分析，我们观察到随着 ＭＳＢ中间段密度 ρ ２ 的增大，两个模型的固有频率均呈现减小的趋

势．这一现象可能归因于密度的增大导致了点阵结构质量的增加，从而减小了结构的固有频率．而在对图 ７
的分析中，我们发现随着ＭＳＢ中间段弹性模量 Ｅ２的增大，两个模型的固有频率均呈现增加的趋势．这一现象

可能归因于弹性模量的增大提高了结构的刚度，进而提高了点阵的固有频率．值得注意的是，尽管固有频率

发生变化，色散曲线的变化趋势并未发生改变．
综合上述结果，ＭＳＢ的材料属性对点阵的振动特性同样有着关键性的影响．通过对 ＭＳＢ 材料属性的调

整可以灵活地调节结构的固有频率，从而实现对点阵色散曲线的针对性调控．

（ａ） 模型Ⅰ在不同密度下的色散曲线 （ｂ） 模型Ⅱ在不同密度下的色散曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ ｗｉｔｈ （ｂ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

图 ６　 两个模型色散曲线受到中间段密度 ρ２ 的影响 （ρ１ ＝ ２ ５００ ｋｇ ／ ｍ３， ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ， ｔ２ ＝ ０．００３ ｍ， ｌ２ ／ ｌ ＝ １ ／ ３）

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｅｎｓｉｔｙ ρ２ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

（ρ１ ＝ ２ ５００ ｋｇ ／ ｍ３， ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ， ｔ２ ＝ ０．００３ ｍ， ｌ２ ／ ｌ ＝ １ ／ ３）
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（ａ） 模型Ⅰ在不同弹性模量下的色散曲线 （ｂ） 模型Ⅱ在不同弹性模量下的色散曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅰ ｗｉｔｈ （ｂ） Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｏｄｌｅ Ⅱ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｉ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｉ

图 ７　 两个模型色散曲线受到中间段弹性模量 Ｅ２ 的影响 （Ｅ１ ＝ ２．１ × １０１０ Ｐａ， ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ， ｔ２ ＝ ０．００３ ｍ， ｌ２ ／ ｌ ＝ １ ／ ３）

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ２ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

（Ｅ１ ＝ ２．１ × １０１０ Ｐａ， ｔ１ ＝ ０．００３ ｍ， ｔ２ ＝ ０．００３ ｍ， ｌ２ ／ ｌ ＝ １ ／ ３）

４　 结　 　 论

本文以 ＭＳＢ点阵材料为研究对象，提出了一种新的方法用于求解 ＭＳＢ 点阵的色散曲线．将推导结果与

ＦＥＭ模拟结果进行对比，验证了理论推导的正确性．本文同时研究了 ＭＳＢ 的相关参数对点阵材料色散曲线

的影响，主要得到了以下结论：
１） 基于 ＤＳＭ得到了梁单元准确的动力刚度矩阵，以分块矩阵组装的形式得到了 ＭＳＢ 的动力刚度矩

阵，随后通过 Ｆｌｏｑｕｅｔ边界条件的代入得到了 ＭＳＢ点阵与波矢相关的整体刚度矩阵，最终通过二分法与 ＷＷ
算法的结合，将波矢在点阵不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区进行扫掠，得到了 ＭＳＢ点阵的色散曲线．

２） ＭＳＢ的引入为点阵色曲线的调控提供了新的参数，拓宽了其设计范围．在 ｔ１ ／ ｔ２ ＞ １ 的条件下增大

ＭＳＢ 中间段的宽度 ｔ２、在 ｔ１ ／ ｔ２ ＜ １的条件下增大中间段所占的长度、提高中间段的材料弹性模量均会提高点

阵的固有频率；在 ｔ１ ／ ｔ２ ＞ １的条件下减小中间段的宽度 ｔ２、在 ｔ１ ／ ｔ２ ＞ １的条件下增大中间段所占的长度、提
高中间段的材料密度均会减小点阵的固有频率．
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ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｗｉｔｔｒｉｃｋ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ， ２０２２，
１７４： １０９０４４．

［２３］　 ＡＤＨＩＫＡＲＩ Ｓ， ＭＵＫＨＯＰＡＤＨＹＡＹ Ｔ， ＬＩＵ Ｘ． Ｂｒｏａｄｂａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｉ ｏｆ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｌａｔｔｉｃｅ ｍａｔｅｒｉ⁃
ａｌｓ： ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０２１， １５７： １０３７９６．

４６１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷


