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摘要：　 该文采用物理信息神经网络（ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，ＰＩＮＮ）方法结合广义 Ｍｉｕｒａ 变换，深入研究了

三个 ＫｄＶ 类方程，获得了一系列新的孤子解．具体而言，研究成果包括：基于改进的 ＰＩＮＮ 方法，获得了 ｍＫｄＶ 方程

的扭结⁃钟形解的解析形式；通过 Ｍｉｕｒａ 变换，发现了 ＫｄＶ 方程的新单孤子解；结合广义 Ｍｉｕｒａ 变换与 ＰＩＮＮ 方法，预
测出非线性较强的 ＫｄＶ 类方程的暗孤子解．通过将 ＰＩＮＮ 方法的数值结果与理论分析结果进行对比可以得知，基于

广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法是发现偏微分方程新数值解的有效途径，同时对理论研究具有重要的启示意义．

关　 键　 词：　 ＰＩＮＮ 方法；　 Ｍｉｕｒａ 变换；　 ＫｄＶ 类方程；　 孤立子；　 可积系统

中图分类号：　 Ｏ２４１　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４５０１２２

Ｎｏｖｅｌ Ｓｏｌｉｔｏｎ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ＫｄＶ⁃Ｔｙｐｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ Ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃Ｉｎｆｏｒｍｅｄ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ

ＱＩＵ Ｔｉａｎｗｅｉ，　 ＷＥＩ Ｇｕａｎｇｍｅｉ，　 ＳＯＮＧ Ｙｕｘｉｎ，　 ＷＡＮＧ Ｚｈｅｎ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｂｅｉｈａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ （ＰＩＮＮｓ） ｗｅｒｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｉｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｍｉｕｒａ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ３ ＫｄＶ⁃ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｓｅｖｅｒａｌ ｎｏｖｅｌ ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｔｈｅ ｋｉｎｋ⁃ｂｅｌｌ ｓｏ⁃
ｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｗｅｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌｌｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ＰＩＮＮ ｍｅｔｈｏｄ； ａ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ⁃ｌｉｋｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｗａｓ ａｃｈｉｅｖｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ Ｍｉｕｒａ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ａｎｄ ａ ｄａｒｋ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａ
ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｍｉｕｒａ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ＰＩＮＮ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ＰＩＮＮ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｕｎｃｏｖｅｒｓ ｎｅｗ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｏｆｆｅｒｓ ｖａｌｕａｂｌｅ ｉｎｓｉｇｈｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｅａｒｃｈ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ； Ｍｉｕｒａ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ＫｄＶ⁃ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｓｏｌｉｔｏｎ； ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ
ｓｙｓｔｅｍ

０　 引　 　 言

非线性发展方程（ＮＬＥＥｓ），是数学物理中包含一个“时间变量 ｔ ”的一类特殊的偏微分方程， 可以描述
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流体力学、光学、量子力学等领域中大量的非线性现象［１］ ．在非线性领域中，孤立子（ｓｏｌｉｔｏｎ）的研究解释了非

线性效应与色散效应的联系，因而受到广泛的重视．１８９５ 年，Ｋｏｒｔｅｗｅｇ 指导学生 ｄｅ Ｖｒｉｅｓ 提出了 Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ
Ｖｒｉｅｓ 方程（简称 ＫｄＶ 方程）并得到了孤立波解，首次在理论上证明了 Ｒｕｓｓｅｌｌ 在 １８３４ 年发现的孤立波的存

在［２］ ．１９６５ 年，Ｋｒｕｓｋａｌ 和 Ｚａｂｕｓｋｙ 发现了 ＦＰＵ 问题与 ＫｄＶ 方程的联系，并通过研究发现了孤波“在碰撞前后

保持波高不变，仅仅是波的相位发生偏离”的性质，于是引入“孤立子”的概念来描述这类具有粒子性质的孤

波［３］ ．在后续研究中，基于 ＫｄＶ 方程及其与其他物理系统的关联，ＫｄＶ 类方程的研究成果被进一步深化，形
成了更为广泛的理论与实践应用［４⁃５］ ．

在非线性数学物理领域中，常用的经典方法有：齐次平衡法、Ｐａｉｎｌｅｖé 分析、逆散射变换、Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换、
Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法、Ｌｉｅ 群分析、Ｄａｒｂｏｕｘ 变换等［６⁃１２］ ．Ｍｉｕｒａ 变换方法是非线性领域研究中构造可积系统的一

个经典方法．通过分析 ＫｄＶ 方程

　 　 ｕｔ ＋ ６ｕｕｘ ＋ ｕｘｘｘ ＝ ０ （１）
与 ｍＫｄＶ 方程

　 　 ｖｔ － ６ｖ２ｖｘ ＋ ｖｘｘｘ ＝ ０ （２）
在守恒律等方面的相似性，Ｍｉｕｒａ［１３］推测两个方程的解可能密切相关，并在 １９６８ 年提出了 Ｍｉｕｒａ 变换这个经

典的非线性变换：
　 　 ｕ ＝ ｖｘ － ｖ２ ． （３）
随着人工智能领域的发展，基于深度学习方法求解非线性发展方程成为了一个新兴的研究热点．Ｒａｉｓｓｉ

等［１４⁃１５］提出了物理信息神经网络（ＰＩＮＮ）， 用于实现非线性发展方程的数值求解、 参数反演、 模型发现等功

能．２０２３ 年，文献［１６］提出了基于 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法，用于探索偏微分方程尚未被传统方法发现的新

解，并求得 ｍＫｄＶ 方程的一类新数值解：扭结⁃钟形解．在以往的实验观测与理论研究中，ｍＫｄＶ 方程的扭结⁃
钟形解尚未得到证实．然而，基于深度学习方法的新发现揭示了这一类局域波解的存在．数值实验结果表明，
ｍＫｄＶ 方程的扭结⁃钟形解可能与 ＫｄＶ 方程的单孤子解在 Ｍｉｕｒａ 变换下存在对应关系．因此，深入研究扭结⁃
钟形解的解析表达式，并进一步探讨其与 ＫｄＶ 方程解在 Ｍｉｕｒａ 变换下的关系，具有重要的科学意义．

本文的主要研究内容如下：在第 １ 节中，对文献［１６］中提出的基于广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法进行了

简要概述；在第 ２ 节中，求出了 ｍＫｄＶ 方程的扭结⁃钟形解的解析表达式，并将传统理论方法求解 Ｍｉｕｒａ 变换

原像的结果与扭结⁃钟形解进行了对比，然后利用 Ｍｉｕｒａ 变换，分析了扭结⁃钟形解与 ＫｄＶ 方程单孤子解的对

应关系；在第 ３ 节中，将基于 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法进一步扩展至广义 Ｍｉｕｒａ 变换，分析了 ｍＫｄＶ 方程及一

个非线性程度较强的 ＫｄＶ 类方程，研究了其尚未被传统方法发现的新孤子解．

１　 基于广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法

经典的 ＰＩＮＮ 方法基于偏微分方程初边值条件的数据，预测非线性方程的数值解［１４］ ．然而，给定初边值

条件往往代表着确定了方程解的唯一性，我们难以通过这样的方法来探索方程的新解．Ｍｉｕｒａ 变换作为一个

非线性变换，具有原像不一定唯一的性质，通过结合 ＰＩＮＮ 方法与 Ｍｉｕｒａ 变换，文献［１６］设计了应用于探索

方程新解的算法，以下将简要概述基于广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法．
１．１　 广义 Ｍｉｕｒａ变换的定义

假设 ｖ ＝ ｖ（ ｔ，ｘ） 满足偏微分方程

　 　 Ｇ（ ｔ，ｘ，ｖ） ＝ ０， （４）
其中 Ｇ（ ｔ，ｘ，ｖ） 是 ｔ，ｘ，ｖ 和 ｖ 的各阶导数的函数．若有映射

　 　 μ： ｖ ｕ ＝ Ｔ（ ｔ，ｘ，ｖ） （５）
使得 ｕ ＝ Ｔ（ ｔ，ｘ，ｖ） 满足偏微分方程

　 　 Ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ） ＝ ０， （６）
其中 Ｔ（ ｔ，ｘ，ｖ） 是 ｔ，ｘ，ｖ 和 ｖ 的各阶导数的函数， Ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ） 是 ｔ，ｘ，ｕ 和 ｕ 的各阶导数的函数，则如上定义的 μ
被称为广义 Ｍｉｕｒａ 变换．便捷起见，记
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　 　 Ｍ（ ｔ，ｘ，ｕ，ｖ） ｕ － Ｔ（ ｔ，ｘ，ｖ） ． （７）
１．２　 具体算法

首先，考虑方程（４）的一个已知解，利用 Ｍｉｕｒａ 变换等式（５）可以确定方程（６）的一个解，从而为方程（６）
设定初边值条件．接下来，使用 ＰＩＮＮ 方法对方程组（４）、（６）的解进行预测，以确保所得到的结果满足 Ｍｉｕｒａ
变换等式（５）．由于 Ｍｉｕｒａ 变换原像不一定唯一，符合上述条件的方程（４）的解可能有多个．因此，通过 ＰＩＮＮ
方法，可以获得不同于方程（４）已知解的新数值解．

本算法采用经典 ＰＩＮＮ 方法的前馈神经网络架构，通过 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器对神经网络的参数进行优化以接

近方程初边值条件的训练数据，并满足式（４）—（６）所定义的结构．设方程（６）的边界上的数据点为 { ｔｉｕ，ｘｉ
ｕ，

ｕｉ } Ｎｕ
ｉ ＝ １， 边界内部的取点为 { ｔｉｆ，ｘｉ

ｆ } Ｎｆ
ｉ ＝ １ ．将神经网络迭代过程中输出的数值解分别记作 ｕ和 ｖ， 则 ｕ，ｖ对应的

方程算子记作

　 　 ｆ１ Ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ）， （８）
　 　 ｆ２ Ｇ（ ｔ，ｘ，ｖ）， （９）
　 　 ｆ３ Ｍ（ ｔ，ｘ，ｕ，ｖ） ． （１０）
我们综合考虑边界上的数值误差以及区域内部的物理损失，采用均方误差作为损失函数．将损失函数记

作 Θ， 则损失函数可以被表示为如下形式：
　 　 Θ ＝ Θｕ ＋ Θｆ１

＋ Θｆ２
＋ Θｆ３， （１１）

其中

　 　 Θｕ ＝ １
Ｎｕ
∑
Ｎｕ

ｉ ＝ １
｜ ｕ（ ｔｉｕ，ｘｉ

ｕ） － ｕｉ ｜ ２， （１２）

　 　 Θｆ１
＝ １
Ｎｆ
∑
Ｎｆ

ｉ ＝ １
｜ ｆ１（ ｔｉｆ，ｘｉ

ｆ） ｜ ２， （１３）

　 　 Θｆ２
＝ １
Ｎｆ
∑
Ｎｆ

ｉ ＝ １
｜ ｆ２（ ｔｉｆ，ｘｉ

ｆ） ｜ ２， （１４）

　 　 Θｆ３
＝ １
Ｎｆ
∑
Ｎｆ

ｉ ＝ １
｜ ｆ３（ ｔｉｆ，ｘｉ

ｆ） ｜ ２ ． （１５）

本文所有数值实验的代码都是基于 ＰＹＴＨＯＮ ３．８ 和 ＰＹＴＯＲＣＨ １．１２ 编写的，并且所有数值实验均是在拥有

１．０ ＧＨｚ Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ ｉ５ ＣＰＵ 和 １６ ＧＢ 内存的电脑上进行的．

２　 在经典 Ｍｉｕｒａ 变换中的应用

２．１　 ｍＫｄＶ方程的扭结⁃钟形解

基于经典 Ｍｉｕｒａ 变换， 文献［１６］使用 ＰＩＮＮ 方法发现了 ｍＫｄＶ 方程的扭结⁃钟形解． 对于方程（２）的扭

结解

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ｋｔａｎｈ（ｋｘ ＋ ２ｋ３ ｔ）， （１６）
由 Ｍｉｕｒａ 变换（３）得到方程（１）的单孤子解

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ２ｋ２ｓｅｃｈ２（ｋｘ ＋ ２ｋ３ ｔ） － ｋ２ ． （１７）
取 ｋ ＝ １ 以及合适的神经网络架构，通过训练可以得到方程（２）的扭结解、钟形解和扭结⁃钟形解的数值结

果［１６］ ．由 ＰＩＮＮ 方法数值结果得到的启发，扭结⁃钟形解可能为正钟形解与负钟形解的组合．接下来，我们将用

理论方法研究 ｍＫｄＶ 方程中扭结⁃钟形解的解析形式．
文献［１７］给出了方程（２）的一类钟形解：

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ± Ｋｒ

２ ｒ２ － ｐ
± ２Ｋ ｒ２ － ｐ
２ｒ ＋ ｐｅ －（Ｋｘ－ωｔ＋ｃ） ＋ ｅＫｘ－ωｔ＋ｃ， （１８）

其中， ω ＝ Ｋ３（２ｐ ＋ ｒ２）
２（ｐ － ｒ２）

，ｒ２ ＞ ｐ ＞ ０，Ｋ ＞ ０．经计算可得，振幅 Ａ 和波速 Ｖ 分别为
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　 　 Ａ ＝ Ｋ ｒ２ － ｐ
ｒ ＋ ｐ

， （１９）

　 　 Ｖ ＝ ω
Ｋ

＝ Ｋ２（２ｐ ＋ ｒ２）
２（ｐ － ｒ２）

． （２０）

ｍＫｄＶ 方程（２）的扭结⁃钟形解可以由两个关于原点中心对称且相切的钟形解构造得到．
令

　 　 ｖ１（ ｔ，ｘ） ＝ － Ｋｒ

２ ｒ２ － ｐ
＋ ２Ｋ ｒ２ － ｐ
２ｒ ＋ ｐｅ －（Ｋｘ－ωｔ－ｃ） ＋ ｅＫｘ－ωｔ－ｃ， （２１）

　 　 ｖ２（ ｔ，ｘ） ＝ Ｋｒ

２ ｒ２ － ｐ
－ ２Ｋ ｒ２ － ｐ
２ｒ ＋ ｐｅ －（Ｋｘ－ωｔ＋ｃ） ＋ ｅＫｘ－ωｔ＋ｃ， （２２）

其中， ｃ≥０．这两个孤立波的波速相同，利用孤立子的性质只需计算 ｔ ＝ ０ 时刻的相切情况，得到扭结⁃钟形解

表达式为

　 　
ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ｖ２（ ｔ，ｘ），　 　 ｘ ≤ Ｖｔ，
ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ｖ１（ ｔ，ｘ），　 　 ｘ ＞ Ｖｔ，{ （２３）

其中参数满足

　 　 １
２ｒ ＋ ｐｅｃ ＋ ｅ －ｃ

＋ １
２ｒ ＋ ｐｅ －ｃ ＋ ｅｃ

＝ ｒ
２（ ｒ２ － ｐ）

． （２４）

特别地，当 ｐ ＝ １ 时，方程（２４）可以化简为

　 　 ｃ ＝ ａｒｃｃｏｓｈ ｒ２ － ２
ｒ

． （２５）

取 Ｋ ＝ ２，ｒ ＝ ５， 可以得到方程（２）的扭结⁃钟形解如图 １ 所示．

图 １　 ｍＫｄＶ 方程的扭结⁃钟形解（２３）
Ｆｉｇ． １　 Ｋｉｎｋ⁃ｂｅｌｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （２３） ｔｏ ｔｈｅ ｍＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

２．２　 本方法与传统理论方法的对比

通过经典 Ｍｉｕｒａ 变换（３），可以得到 ＫｄＶ 方程（１）和 ｍＫｄＶ 方程（２）之间的可积系统［１３］

　 　 ｖｘ ＝ ｖ２ ＋ ｕ， （２６）
　 　 ｖｔ ＝ － ２ｕ２ － ２ｖｕｘ － ２ｖ２ｕ － ｕｘｘ ． （２７）

对于给定的 ｕ ＝ ２ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ２ｔ） － １， 考虑方程（２６）的特解 ｖ ＝ ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ）， 做变量替换 ｖ ＝ ｖ － ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ）
得到

　 　 ｖｘ ＝ ２ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ） ｖ ＋ ｖ２； （２８）
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再做变量替换 ｗ ＝ １
ｖ 得到

　 　 ｗｘ ＋ ２ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ）ｗ ＝－ １． （２９）
解得

　 　 ｗ ＝ ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ２ｔ） Ｃ（ ｔ） － １
４

ｓｉｎｈ（２ｘ ＋ ４ｔ） － １
２

ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３０）

于是有

　 　 ｖ ＝ ｃｏｓｈ２（ｘ ＋ ２ｔ）

Ｃ１（ ｔ） － １
４

ｓｉｎｈ（２ｘ ＋ ４ｔ） － １
２

ｘ
＋ ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ） ． （３１）

类似地，求解式（２７）可得到

　 　 ｖ ＝ ｃｏｓｈ２（ｘ ＋ ２ｔ）

Ｃ２（ｘ） － １
４

ｓｉｎｈ（２ｘ ＋ ４ｔ） ＋ ３ｔ
＋ ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ） ． （３２）

因此，我们得到了 ｍＫｄＶ 方程（２）的解：

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ｃｏｓｈ２（ｘ ＋ ２ｔ）

ｃ － １
４

ｓｉｎｈ（２ｘ ＋ ４ｔ） － １
２

ｘ ＋ ３ｔ
＋ ｔａｎｈ（ｘ ＋ ２ｔ）， （３３）

其中， ｃ 为任意常数．
图 ２（ａ）为 ｔ ＝ ０ 时刻， 取 ｃ ＝ １０， １００， …， １００ ０００， 解（３３）的曲线族图像； 图 ２（ｂ）为 ｔ ＝ ０ 时刻，取 ｃ ＝

－ １００，１００， 解（３３）的图像，这与 ２．１ 小节中构造出的扭结⁃钟形解相类似．然而，对于任意的实数 ａ，ｖ（ ｔ，ｘ；ｃ ＝
ａ） 与 ｖ（ ｔ，ｘ；ｃ ＝ － ａ） 不相切，因此我们无法通过这样的方法得到连续的扭结⁃钟形解．

（ａ） ｃ ＝ １０，１００，…，１００ ０００ （ｂ） ｃ ＝ － １００，１００
图 ２　 ｔ ＝ ０ 时刻，ｍＫｄＶ 方程的解（３３）

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ （３３） ｔｏ ｔｈｅ ｍＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔ ＝ ０

传统的理论方法要求解的绝对精确性，ＫｄＶ 方程单孤子解在 Ｍｉｕｒａ 变换（３）下的原像不存在 ｍＫｄＶ 方

程的扭结⁃钟形解，因此我们无法通过这类演绎式推理得到 ２．１ 小节中所构造的解（２３）．基于 Ｍｉｕｒａ 变换的

ＰＩＮＮ 方法作为一种基于数值模拟的实验方法，利用可积系统的优势，在误差容许的范围内可以找到更多具

有实际意义的数值结果，有助于精确解的进一步研究．
２．３　 ＫｄＶ方程的类单孤子解

文献［１６］通过 ＰＩＮＮ 方法的数值研究得出了 ｍＫｄＶ 方程的钟形解与 ＫｄＶ 方程的单孤子解在 Ｍｉｕｒａ 变换

下具有对应关系．但数值结果无法严格证明是否严格满足 Ｍｉｕｒａ 变换的关系，以下将从解析解角度对此进行

研究．
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对于钟形解（２１），为便捷计算取 ｐ ＝ １， 可以化简为

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ － Ｋｒ

２ ｒ２ － １
＋ Ｋ ｒ２ － １
ｒ ＋ ｃｏｓｈ（Ｋｘ － ωｔ － ｃ）

． （３４）

利用 Ｍｉｕｒａ 变换（３），可以得到 ＫｄＶ 方程的类单孤子解

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ － Ｋ２

４（ ｒ２ － １）
ｒ － ２（ ｒ２ － １）

ｒ ＋ ｃｏｓｈ（Ｋｘ － ωｔ － ｃ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ Ｋ２ ｒ２ － １ ｓｉｎｈ（Ｋｘ － ωｔ － ｃ）
（ ｒ ＋ ｃｏｓｈ（Ｋｘ － ωｔ － ｃ）） ２ ． （３５）

特别地，取 ｃ ＝ ａｒｃｃｏｓｈ ｒ
２ － ２
ｒ

，Ｋ ＝ ２ｋ， 此时有类单孤子的波速 Ｖ ＝ ２ｋ２（２ ＋ ｒ２）
１ － ｒ２

→－ ２ｋ２ ～ （ ｒ→＋ ∞） 和 ｕ（０，

０） ＝ ｋ２ｒ ｒ２ － ４
ｒ２ － １

→ ｋ２ ～ （ ｒ →＋ ∞） ．更进一步地，当 ｒ →＋ ∞ 时，类单孤子解 ｕ（ ｔ，ｘ） 逐点收敛于单孤子解

（１７）．取类单孤子解的 Ｋ ＝ ２， ｒ ＝ ２０， 可以得到图 ３（ａ）所示的图像．对于 ＫｄＶ 方程的解

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ２ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ２ｔ） － １， （３６）
令 Ｋ ＝ ２ 和 ｒ ＝ １００， 类单孤子解与单孤子解的对比见图 ３（ｂ），黄色曲面为单孤子解，蓝色曲面为类单孤子解．

（ａ） ＫｄＶ 方程的类单孤子解 （ｂ） 类单孤子解与单孤子解的对比
（ａ） Ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ⁃ｌｉｋｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ⁃ｌｉｋｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｔｈｅ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
图 ３　 ＫｄＶ 方程的类单孤子解与单孤子解的对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ⁃ｌｉｋｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎ

通过以上分析可以发现，基于 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法所获得的数值结果，在大多数情况下并未严格遵

循 Ｍｉｕｒａ 变换关系．然而，在误差允许范围内，这些结果仍可被视为具备 Ｍｉｕｒａ 变换的对应特性．这一发现为

我们探索偏微分方程尚未揭示的新解及其物理性质提供了全新的思路．此外，ＫｄＶ 方程的类单孤子解展现出

孤立子的特性，并且能够充分逼近单孤子解，因而此类解在实际应用中具有重要价值．

３　 在广义 Ｍｉｕｒａ 变换中的应用与新解的探索

３．１　 ｍＫｄＶ方程与一个 ＫｄＶ类方程的可积系统

对于 ｍＫｄＶ 方程

　 　 ｕｔ ＝
３
２

ｕ２ｕｘ ＋ ｕｘｘｘ， （３７）

以及非线性程度较强的一个 ＫｄＶ 类方程

　 　 ｖｔ ＝
３
２

ｖｘｓｉｎ２ ｖ ＋ １
２

ｖ３ｘ ＋ ｖｘｘｘ， （３８）

它们之间有可积系统［１８］：
　 　 ｖｘ ＝ ｓｉｎ ｖ ＋ ｕ， （３９）

　 　 ｖｔ ＝ ｓｉｎ ｖ ＋ ｕ ＋ １
２

ｕ２ｓｉｎ ｖ ＋ １
２

ｕ３ ＋ ｕｘｃｏｓ ｖ ＋ ｕｘｘ， （４０）

其中式（３９）为方程（３７）与方程（３８）之间的广义 Ｍｉｕｒａ 变换．实际上，方程（３８）是 Ｆｏｋａｓ 在文献［１９］中所得

到方程族的一个特殊形式．
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我们利用可积系统（３９）、（４０）求解方程的孤立波解．方程（３７）具有如下形式的单孤子解：
　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ２ｋｓｅｃｈ（ｋｘ ＋ ｋ３ ｔ ＋ ｃ） ． （４１）

取单孤子解的 ｋ ＝ １， 并考虑方程（３８）具有 ϕ ＝ ｘ ＋ ｔ ＋ ｃ 形式的行波解．令

　 　 １
２

ｕ２ｓｉｎ ｖ ＋ １
２

ｕ３ ＋ ｕｘｃｏｓ ｖ ＋ ｕｘｘ ＝ ０， （４２）

利用方程（３９）和（４２）即可得到一类冲击波形式的特解

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ２ｎπ － ａｒｃｃｏｓ（ｔａｎｈ（ｘ ＋ ｔ ＋ ｃ）） ． （４３）
３．２　 应用 ＰＩＮＮ 方法得到方程（３８）的钟形解

通过解析方法难以求出方程（３８）的其他特解，因此，我们采用基于广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法探索方

程（４１）对应的方程（３８）的其他解．两个方程的边界范围选取为 （ ｔ，ｘ） ∈ ［ － ２，２］ × ［ － １０，１０］ ，并取定方程

（３７）的初边值条件如下：

　 　
ｕ０（ｘ） ＝ ２ｓｅｃｈ（ｘ － ２），
ｕ（ ｔ， － １０） ＝ ２ｓｅｃｈ（ － １０ ＋ ｔ），
ｕ（ ｔ，１０） ＝ ２ｓｅｃｈ（１０ ＋ ｔ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（４４）

此时，方程（３７）具有唯一的单孤子解：
　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ２ｓｅｃｈ（ｘ ＋ ｔ） ． （４５）

我们构造了一个具有 ４ 层隐藏层、每层具有 １６ 个神经元的前馈神经网络，并且选取双曲正切函数（ ｔａｎｈ）作
为神经网络的激活函数．使用 ＰＹＴＨＯＮ 运行训练程序，并采用 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器迭代 ２ ３９７ 次，方程（３７）的损

失函数 Θｆ１ 可以被迭代至 １．７６２ ５４９×１０－７，此时，我们得到了图 ４ 所示的单孤子解．图 ４（ａ）、４（ｂ）分别为方程

（３７）数值解的三维图像和热力图，其呈现显著的孤立子性质；图 ４（ｃ）为数值解与精确解的差值．同时，神经

网络得到了方程（３８）的一个新暗孤子解（如图 ５（ａ）），其在时间上保持较好的孤立子性质；图 ５（ｂ）为方程

（３８）的已知解（４３），这是一个随时间演化的冲击波．

（ａ） 数值解的 ３Ｄ 图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ｂ） 数值解的密度图 （ｃ） 数值解与精确解的误差 δ
（ｂ） Ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
图 ４　 方程（３７）的数值解和误差

Ｆｉｇ． ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑ． （３７）
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（ａ） 预测解的密度图 （ｂ） 精确解的密度图

（ａ） Ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ｃ） 算子 ｆ２ 的误差 ｜ ｆ２ ｜ （ｄ） 算子 ｆ３ 的误差 ｜ ｆ３ ｜

（ｃ） Ｅｒｒｏｒ ｜ ｆ２ ｜ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｆ２ （ｄ） Ｅｒｒｏｒ ｜ ｆ３ ｜ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｆ３
图 ５　 方程（３８）的预测解、精确解和误差

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｅｑ． （３８）

为了探究预测解是否为方程（３８）的数值解， 我们对 ｆ２ 与 ｆ３ 的误差进行分析， 得到的损失函数为 Θｆ２
＝

１．７２８ １６４ × １０ －７，Θｆ３
＝ ６．０９０ ５９２ × １０ －８ ．图 ５（ｃ）为方程（３８）算子 ｆ２ 的误差三维图像，图 ５（ｄ）为广义 Ｍｉｕｒａ

变换算子 ｆ３ 的误差三维图像．由误差的可视化图像可见，我们得到的暗孤子解可较为精确地满足方程（３８），
并且在误差允许的范围内经由广义 Ｍｉｕｒａ 变换（３９）对应于方程（３７）的单孤子解（４５）．

４　 结论与讨论

本文将 ＰＩＮＮ 方法应用于几个 ＫｄＶ 类方程，通过运用广义 Ｍｉｕｒａ 变换等数学工具，得到了方程的新孤子

解．本文的创新之处主要体现在以下几个方面：首先，以深度学习的数值结果为基础，启发了解析理论的研

究，并成功推导出了扭结⁃钟形解的解析表达式；其次，通过分析在 Ｍｉｕｒａ 变换下不同解之间的对应关系，认
为文献［１６］中提出的方法对于解析解的研究同样具有指导意义；最后，将基于 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法扩展

应用于新的可积系统，得到了一类新的数值解，从而拓展了该方法的应用场景．
通过对 ＰＩＮＮ 方法得到的数值结果进行深入的解析研究，我们总结了基于广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法

的优势．该方法通过将广义 Ｍｉｕｒａ 变换（５）纳入优化框架，能够在误差容许的范围内得到方程（６）的近似解，
并在 Ｍｉｕｒａ 变换约束下得到方程（４）的一个误差足够小的近似解．与传统理论方法相比，该方法能得到更多

具有实际应用价值的数值解．此外，作为一种启发性的数值实验工具，基于 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法得到的数

值结果不仅能推动解析解的理论研究，还能促进新解析解的发现．最后，基于广义 Ｍｉｕｒａ 变换的 ＰＩＮＮ 方法为

研究可积系统解之间的关系提供了新的视角，有助于深入理解方程的性质．
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