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摘要：　 在调节溶液 ｐＨ 值和盐浓度下， 利用同伦摄动法求解了纳米平行通道内 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的电渗流动

（ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ， ＥＯＦ）， 得到了近似解．通过 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱配置法验证了所得的近似解的准确性．在此基础上，
研究了无量纲压力梯度 Ｇ， 盐浓度 ＭＫＣＩ和 ｐＨ 值， Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体和 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的黏度之比 γ 对速度剖面 ｕ 和

体积流率（平均速度）Ｑ 的影响．结果表明， 同伦摄动法的收敛速度较快， 仅需展开到一阶解就与数值解完全吻合；
同时， ＭＫＣＩ， ｐＨ， γ 和 Ｇ 对纳米通道中的电荷密度和 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体电渗流速度具有显著影响．
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０　 引　 　 言

近年来， 基于微流体力学的芯片实验室引起了广泛关注， 这归功于它们在化学和生物样本的检测、分
离、药物传输、ＤＮＡ 基因工程以及热质传输系统的设计等领域有着广泛应用［１］ ．现在， 电渗流动（ＥＯＦ）经常

被用于在微型设备中操纵和控制液体流动［２］ ．学者们对微通道中的 Ｎｅｗｔｏｎ 流体［３⁃１０］的 ＥＯＦ 进行了大量的研

究， 并取得了丰富的研究成果．在许多实际问题中， 复杂流体， 如聚合物溶液、胶体和细胞悬浮液， 都是由长

链分子组成的， 表现出典型的非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体特征．许多研究者已经对微通道中的非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体［１１⁃１８］进行了

研究．Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体［１９⁃２５］也是一种非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体， 但是这种流体模型相对于其他非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体模型有

一定的优势．该模型是从流体动力学理论推导出来的， 而不是使用幂律模型的任何经验关系， 并且该流体模

型在低剪切率和高剪切率下， 能够恰当地还原出 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的流动特性［２４⁃２５］ ．Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的例子包

括润滑脂、油漆、胶体悬浊液、熔融塑料、聚合物溶液以及印刷油墨等［１９］， 因此非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体在我们的日常

生活和工业中都有广泛的应用．近年来， 电渗效应作用下的非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体在微通道中的流动行为在实际工

业应用中备受关注， 特别是在聚合物和化学工业中．
在上述介绍的文献［３⁃２５］中， 认为通道壁的电荷密度不受溶液性质的影响．然而， 对于一些由二氧化硅

（ＳｉＯ２）和三氧化二铝（Ａｌ２Ｏ３）等材料制成的纳米通道而言， 这通常是不符合实际的， 因为电荷密度强烈依

赖于氢离子， 也依赖于电解质溶液的 ｐＨ 值．Ｙｅｈ 等［２６］研究了 ｐＨ 对纳米通道中直流 ＥＯＦ 的壁面电势、壁面

电荷密度和速度的影响．Ｔｓｅｎｇ 等［２７］数值分析了 ｐＨ 调节的圆柱形 ＳｉＯ２纳米通道中的离子电流．Ｍｅｉ 等［２８］ 使

用电学四层模型研究了 ｐＨ 调节的平行板纳米通道中缓冲效应对离子电导率的影响．Ｓａｄｅｇｈｉ 等［２９］研究了溶

液 ｐＨ 和盐浓度对低壁面电势矩形纳米通道中壁面电势、双电层（ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｏｕｂｌｅ ｌａｙｅｒ， ＥＤＬ）电势、电荷密度、
离子电导率和速度分布的影响．Ｈｓｕ 等［３０］研究了幂律流体的直流 ＥＯＦ 和 ｐＨ 调节的锥形纳米孔中的离子传

输．Ｂａｒｍａｎ 等［３１］采用理论和有限差分，数值研究了溶液 ｐＨ 值、电解质浓度、聚合物层的静电和流体动力学

性质、幂律流体的行为指数对 ｐＨ 调控的柔性平行板纳米通道中幂律流体的 ＥＯＦ 的影响．Ｙａｎｇ 等［３２］ 采用分

离变量法研究了溶液 ｐＨ、盐浓度和交流电场频率对 ｐＨ 调控的平行板纳米通道中时间周期电渗流的影响，
获得了电势和速度分布的解析和半解析解．Ｂａｇ［３３］ 采用一般的 Ｎｅｒｎｓｔ⁃Ｐｌａｎｃｋ 模型， 使用有限体积法数值研

究了 ｐＨ 调节的纳米通道中的 ＥＯＦ ．Ｃｈｕａｎｇ 和 Ｈｓｕ［３４］考虑了具有 ｐＨ 调节聚电解质层的锥形功能化纳米孔，
并从理论上研究了 ｐＨ 值、聚电解质层和溶液盐浓度对纳米孔离子传输行为的影响．Ｐｅｎｇ 等［３５］ 数值模拟研

究了在 ｐＨ 调节的纳米通道中黏弹性 Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 流体的电动力学离子传输， 以及 Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｎｅｒｎｓｔ⁃Ｐｌａｎｃｋ 模型

描述电解质溶液中的电势和离子浓度．与 Ｎｅｗｔｏｎ 流体相比， Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ 流体在 ｐＨ＝ ８ 时表现出明显的离子浓

度分布和表面电荷密度的变化， 纳米通道出口后形成明显的涡流．Ｍｅｈｔａ 等［３６］通过分析 ｐＨ 值和盐浓度对表

面电荷的影响， 研究了在带电疏水微通道中 Ｐｈａｎ⁃Ｔｈｉｅｎ⁃Ｔａｎｎｅｒ 液体的 ＥＯＦ 特性， 发现在强流动阻力下， 高

碱性溶液会导致滑移长度显著减小， 而忽略表面电荷相关滑移效应会导致流速过高， 尤其在高碱性溶液中．
随着 Ｄｅｂｏｒａｈ 数的增加， 高碱性溶液的平均流速明显增加．
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综上所述， 人们尚未对 ｐＨ 调节的纳米通道中 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的 ＥＯＦ 方面引起足够的重视， 尤其在

理论分析和数值模拟方面研究仍处于发展阶段， 需要进行大量基础性和机理性的系统研究．基于这一现状，
本文采用非线性化的 Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程、Ｃａｕｃｈｙ 动量方程和 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体本构方程， 旨在研究 ｐＨ
调节的平行板纳米通道中 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体 ＥＯＦ 的影响．这一研究对于深入理解纳米器件的优化和性能提

升具有实际应用价值．

１　 数 学 模 型

１．１　 ＥＤＬ中的表面化学反应和电势

图 １　 物理模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

考虑 ｐＨ 调节的平行板纳米通道中不可压缩的 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体电解质溶液的定常 ＥＯＦ， 物理模型示

意图如图 １ 所示．受到 ｘ 方向上强度为 Ｅｘ 的直流电场和压力梯度为常数的压力场影响， 流体在两个力的作

用下开始运动．通道的长度为 Ｌ， 宽度为Ｗ， 高度为 ２ｈ， 并假设高度 ２ｈ和宽度Ｗ都远小于长度 Ｌ，即Ｗ，２ｈ≪
Ｌ ．根据几何图形的对称性， 仅考虑通道的上半部分， 即０≤ ｙ≤ ｈ 区域．此外， 在水电解质溶液中， 背景盐通

常是氯化钾（ＫＣｌ）．溶液的 ｐＨ 由氢氧化钾（ＫＯＨ）和盐酸（ＨＣｌ）调节．假设纳米通道壁面由 ＳｉＯ２制成．壁面分

子 ＳｉＯ２与水分子发生化学反应， 形成硅醇基（ＳｉＯＨ）官能团．通道壁面由于 ＳｉＯＨ 官能团的去质子化和质子

化反应而带电， 其平衡常数分别为 Ｋ － 和 Ｋ ＋：
　 　 ＳｉＯＨ↔ ＳｉＯ － ＋ Ｈ ＋， ＳｉＯＨ ＋ Ｈ ＋ ↔ ＳｉＯＨ ＋

２ ．
在平衡状态下

　 　 Ｋ ＋ ＝
ΓＳｉＯＨ ＋

２

ΓＳｉＯＨ ［Ｈ ＋］ ｓ

， Ｋ － ＝
ΓＳｉＯ － ［Ｈ ＋］ ｓ

ΓＳｉＯＨ
．

上述反应中， ΓＳｉＯＨ ＋
２
，ΓＳｉＯＨ 和 ΓＳｉＯ － 分别为 ＳｉＯＨ ＋

２ 、ＳｉＯＨ 和 ＳｉＯ － 的壁面位点密度 （ ｎｍ－２ ）； ［Ｈ ＋］ ｓ ＝

１０ －ｐＨｅｘｐ －
Ｆψｓ

ＲＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 为纳米通道壁面的质子摩尔浓度（ｋｍｏｌ ／ ｍ３）， 其中 １０ －ｐＨ 为 Ｈ＋的体积摩尔浓度， ψｓ， Ｆ， Ｒ

和 Ｔ 分别是纳米通道壁面的 ｚｅｔａ 电势、Ｆａｒａｄａｙ 常数、气体常数和绝对温度．此时， 纳米通道的壁面电荷密度

σ （Ｃ·ｍ－２）为

　 　 σ ＝ １０１８ｅ（ΓＳｉＯＨ ＋
２
－ ΓＳｉＯ －） ＝ －

１０１８ＦΓ ｔ

ＮＡ

Ｋ － － Ｋ ＋ ［Ｈ ＋］ ２
ｓ

Ｋ － ＋ ［Ｈ ＋］ ｓ ＋ Ｋ ＋ ［Ｈ ＋］ ２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

其中 ｅ 为基本电荷， Γ ｔ ＝ ΓＳｉＯＨ ＋
２
＋ ΓＳｉＯ － ＋ ΓＳｉＯＨ 为 ＳｉＯＨ 分子的总位点密度， ＮＡ 为 Ａｖｏｇａｄｒｏ 数．

对于平行板纳米通道中的单向流动， 当 ＥＤＬ 不重叠时， 电解质溶液中的 ４ 种离子 Ｋ＋、Ｈ＋、Ｃｌ－和 ＯＨ－服

从 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 分布 Ｃ ｉ ＝ Ｃ ｉ０ｅｘｐ －
ｚｉＦψ
ＲＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｉ ＝ １，２，３，４） ．其中 Ｃ ｉ０ （ｍｏｌ ／ ｍ３）代表 ４ 种离子的体积浓度， 并分别

给定为：当 ｐＨ≤７ 时， Ｃ１０ ＝ ＭＫＣｌ × １０３， Ｃ２０ ＝ １０ －ｐＨ＋３， Ｃ３０ ＝ Ｃ１０ ＋ １０ －ｐＨ＋３ － １０ｐＨ－１４＋３ 和 Ｃ４０ ＝ １０ｐＨ－１４＋３；当 ｐＨ
＞ ７ 时，Ｃ１０ ＝ Ｃ３０ － １０ｐＨ＋３ ＋ １０ｐＨ－１４＋３，Ｃ２０ ＝ １０ －ｐＨ＋３，Ｃ３０ ＝ ＭＫＣｌ × １０３ 和 Ｃ４０ ＝ １０ｐＨ－１４＋３ ．这里 ＭＫＣｌ （ｋｍｏｌ ／ ｍ３）
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是 ＫＣｌ 的摩尔浓度．
对于含有 ４ 种离子的电解质溶液，ＥＤＬ 引起的电势服从 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程：

　 　 ｄ２ψ
ｄｙ２

＝ －
ρｅ

ε
， （２）

其中 ε 为电解质溶液的介电常数， 净电荷密度 ρｅ 可以用离子的浓度和相应的化合价 ｚｉ 来表示

　 　 ρｅ ＝ Ｆ∑
４

ｉ ＝ １
ｚｉＣ ｉ ＝ － ２ＦＣ０ｓｉｎｈ

Ｆψ
ＲＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

其中 ｚ１ ＝ ｚ２ ＝ － ｚ３ ＝ － ｚ４ ＝ １ 和 Ｃ０ ＝ Ｃ１０ ＋ Ｃ２０ ＋ Ｃ３０ ＋ Ｃ４０ ．方程（２）对应的边界条件为

　 　 ψ ｙ ＝ ｈ ＝ ψｓ，
ｄψ
ｄｙ ｙ ＝ ０

＝ ０． （４）

壁面和电解质溶液的整体电中性表示为

　 　 σ ＋ ∫ｈ
０
ρｅｄｙ ＝ ０．

利用 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程（２）， 可以写为

　 　 σ ＝ ε ∫ｈ
０

ｄ２ψ
ｄｙ２ ｄｙ ＝ ε ｄψ

ｄｙ ｙ ＝ ｈ
． （５）

将式（３）代入式（２）后， 两边同时乘以 ２ ｄψ
ｄｙ

， 并对新方程从 ０ 到 ｈ 进行积分（推导过程参考附录中的推

导过程）， 可得

　 　 ｄψ
ｄｙ ｙ ＝ ｈ

＝
８ＲＴＣ０

ε
ｓｉｎｈ

Ｆψｓ

２ＲＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

将式（５）和（６）代入式（１），可根据下式确定壁面电势 Ψｓ：

　 　 ２ ２εＲＴＣ０ ｓｉｎｈ
Ｆψｓ

２ＲＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

１０１８ＦΓ ｔ

ＮＡ

Ｋ － － Ｋ ＋ ［Ｈ ＋］ ２
ｓ

Ｋ － ＋ ［Ｈ ＋］ ｓ ＋ Ｋ ＋ ［Ｈ ＋］ ２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （７）

上式说明壁面电势受带电壁面的物理化学性质 （Γ ｔ， ｐ（Ｋ ＋） 和 ｐ（Ｋ －）） 以及溶液 ｐＨ 值和离子的体积浓度的

影响， 其中 ｐ（Ｋ ±） ＝ － ｌｇ Ｋ ± ．
引入无量纲参数

　 　 ｙ－ ＝ ｙ
ｈ
， Ｋ ＝ ｈ

λＤ
， ψ

－
＝ ψＦ
ＲＴ

， ψ
－

ｓ ＝
ψｓＦ
ＲＴ

， λＤ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １

Ｃ ｉ０Ｆ２

εＲＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ／ ２

． （８）

由式（２）、（３）和（４）可得

　 　 ｄ２ψ
－

ｄｙ－ ２
＝ Ｋ２ｓｉｎｈ（ψ

－
）， （９）

　 　 ψ
－

ｙ－ ＝ １ ＝ ψ
－

ｓ，
ｄψ

－

ｄｙ－ ｙ－ ＝ ０

＝ ０， （１０）

其中 Ｋ 为电动宽度， λＤ 为 Ｄｅｂｙｅ 长度．结合式（９）和（１０）， 可得电势 ψ 的解为（详细推导过程见附录）

　 　 ψ
－
（ｙ－） ＝ ４ｔａｎｈ －１ ｅｘｐ（Ｋ（ｙ－ － １））ｔａｎｈ

ψ
－

ｓ

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１１）

方程（１１）中的壁面电势 ψｓ 可以通过使用 ＭＡＴＬＡＢ 中函数 ｆｚｅｒｏ 求解方程（７）的以下无量纲形式来获得

　 　
Ｋ － － Ｋ ＋ ［Ｈ ＋］ ２

ｓ

Ｋ － ＋ ［Ｈ ＋］ ｓ ＋ Ｋ ＋ ［Ｈ ＋］ ２
ｓ

＝ －
２εψ０Ｋ
σ０ｈ

ｓｉｎｈ
ψ
－

ｓ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

其中 ［Ｈ ＋］ ｓ ＝ １０ －ｐＨｅｘｐ（ － ψ
－

ｓ），σ０ ＝
１０１８ＦΓ ｔ

ＮＡ
，ψ０ ＝ ＲＴ

Ｆ
．
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１．２　 速度及单位体积内的流量

忽略重力对 ＥＯＦ 的影响， 流体满足 Ｃａｕｃｈｙ 动量方程［２４］

　 　
ｄτｙｘ

ｄｙ
＋ ρｅＥｘ ＝

∂ｐ
∂ｘ

， （１３）

其中 ｐ 为压力，τｙｘ 是 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体模型的切应力［１９⁃２５］， 可以表示为

　 　 τｙｘ ＝ μ ｄｕ
ｄｙ

＋ １
β

ｓｉｎｈ －１ １
ｃ

ｄｕ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

其中 μ 为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的黏性系数， β和 ｃ为流体的材料参数．当 ｜ （１ ／ ｃ）（ｄｕ ／ ｄｙ） ｜ ≪１ 时， 切应力 τｙｘ 可以近

似为［２１⁃２５］

　 　 τｙｘ ＝ μ ｄｕ
ｄｙ

＋ １
βｃ

ｄｕ
ｄｙ

－ １
６βｃ３

ｄｕ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

． （１５）

引入无量纲参数

　 　 ｕ－ ＝ ｕ
Ｖｒｅｆ

， Ｇ ＝－ ｈ２

μＶｒｅｆ

∂ｐ
∂ｘ

， τ－ ｙｘ ＝
ｈτｙｘ

μＶｒｅｆ
， Ｖｒｅｆ ＝ －

εＲＴＥｙ

η０Ｆ
， γ ＝ １

βｃμ
， θ ＝

Ｖ２
ｒｅｆ

ｃ２ｈ２ ． （１６）

为了简便， 把所有无量纲变量的上划线去掉．将式（２）、（８）和（１６）代入方程（１３）， 同时再将式（１６）代
入式（１５）， 可得无量纲的方程：

　 　
ｄτｙｘ

ｄｙ
＋ ｄ２ψ

ｄｙ２
＝ － Ｇ， （１７ａ）

　 　 τｙｘ ＝ （１ ＋ γ） ｄｕ
ｄｙ

－ γθ
６

ｄｕ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

， （１７ｂ）

其中， Ｇ 是沿 ｘ 方向施加的无量纲压力梯度， γ ＝ （１ ／ （βｃ）） ／ μ 表示 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体与 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的黏度

比， θ 为 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的无量纲材料参数．由于 ＳｉＯ２ 表面亲水， 假设流体速度满足无滑移条件， 对应的

无量纲边界条件为

　 　 ｕ ｜ ｙ ＝ １ ＝ ０， ｄｕ
ｄｙ ｙ ＝ ０

＝ ０． （１８）

对方程（１７ａ）进行积分， 并利用式（１８）和（１７ｂ）进行整理， 可得

　 　 ｄｕ
ｄｙ

－ γθ
６（１ ＋ γ）

ｄｕ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ １
１ ＋ γ

ｄψ
ｄｙ

＝ － Ｇ
１ ＋ γ

ｙ ． （１９）

同伦摄动法（ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＨＰＭ）是对经典摄动法的一种改进．它是求解一些非线性微分

方程的有效方法［２４⁃２５，３７］ ．
下面， 我们利用 ＨＰＭ 求得方程（１９）在边界条件（１８）下的一阶近似解．首先， 我们将方程（１９）改写为如

下形式：
　 　 Ｌ（ｗ） ＋ Ｎ（ｗ） － ｇ（ｙ） ＝ ０， （２０）

其中， Ｌ和Ｎ是线性和非线性微分算子， ｇ（ｙ） 和ｗ 分别是非齐次项和方程（１９）的解．这里， Ｌ（ｗ） ＝ ｄｗ
ｄｙ

，Ｎ（ｗ）

＝ － γθ
６（１ ＋ γ）

ｄｗ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

， ｇ（ｙ） ＝ － １
１ ＋ γ

Ｇｙ ＋ ｄψ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

其次， 我们建立一个满足以下条件的同伦函数：
　 　 Ｚ（ｗ，δ） ＝ （１ － δ）［Ｌ（ｗ） － Ｌ（ｕ０）］ ＋ δ［Ｌ（ｗ） ＋ Ｎ（ｗ） － ｇ（ｙ）］ ＝ ０， （２１）

其中， δ∈［０，１］ 是一个参数， ｕ０ ＝
１

１ ＋ γ
ψｓ － ψ ＋ Ｇ

２
（１ － ｙ２）é

ë
êê

ù

û
úú 是方程（１９）的线性部分求解得出 ｕ 的初始

近似值．在方程（２１）中取 δ ＝ ０，δ ＝ １， 我们可以得到以下两个方程：
　 　 Ｚ（ｗ，０） ＝ Ｌ（ｗ） － Ｌ（ｕ０） ＝ ０， （２２）
　 　 Ｚ（ｗ，１） ＝ Ｌ（ｗ） ＋ Ｎ（ｗ） － ｇ（ｙ） ＝ ０． （２３）
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显然， 当参数 δ的取值从 ０ 变化到 １ 时， 解 ｗ 从 ｕ０ 变化到 ｕ ．我们假设方程（２１）的解， 可以用幂级数形式表

示为

　 　 ｗ ＝ ｗ０ ＋ δｗ１ ＋ δ２ｗ２ ＋ … ． （２４）
当 δ ＝ １ 时， 我们可以得到方程（１９）的近似解 ｕ， 即

　 　 ｕ ＝ ｗ０ ＋ ｗ１ ＋ ｗ２ ＋ … ． （２５）
将式（２４）中的 ｗ 代入式（２１）， 并将 δ 的同次幂的系数相等， 就可以得到不同阶的问题．

１．２．１　 零阶问题

对于当前问题， 零阶方程和边界条件简化为

　 　 Ｌ（ｗ０） － Ｌ（ｕ０） ＝ ０， （２６）
　 　 ｗ０ ｜ ｙ ＝ １ ＝ ０． （２７）
因此， 在边界条件（２７）下， 方程（２６）的解为

　 　 ｗ０ ＝ １
１ ＋ γ

ψｓ － ψ ＋ Ｇ
２
（１ － ｙ２）é

ë
êê

ù

û
úú ． （２８）

１．２．２　 一阶问题

一阶问题的控制方程和边界条件为

　 　 Ｌ（ｗ１） ＋ Ｌ（ｕ０） ＋ Ｎ（ｗ０） － ｇ（ｙ） ＝ ０， （２９）
　 　 ｗ１ ｜ ｙ ＝ １ ＝ ０． （３０）

经过计算， 方程（２９）的解为

　 　 ｗ１ ＝ γθ
６（１ ＋ γ） ４ ∫ｙ１ ２Ｋｓｉｎｈ ψ

２
－ Ｇｙæ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｄｙ ． （３１）

因此， 我们得到了方程（１９）的近似解析解 ｕ（ｙ） ≈ ｗ０（ｙ） ＋ ｗ１（ｙ） ．
每单位宽度的无量纲 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体体积流量为

　 　 Ｑ ＝ １
２ ∫

１

－１
ｕ（ｙ）ｄｙ ＝ １

１ ＋ γ
ψｓ －

１
２ ∫

１

－１
ψｄｙ ＋ Ｇ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 γθ
１２（１ ＋ γ） ４ ∫１－１ｄｙ ∫

１

ｙ～
Ｇｙ － ２Ｋｓｉｎｈ ψ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｄｙ ． （３２）

１．３　 速度的数值解

为了验证 ＨＰＭ 的有效性， 采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱配置方法来计算 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的 ＥＯＦ 速度．在本问题

中， 物理域为［０，１］， 它与 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱配置法的要求不同．因此做如下变换 ｘ ＝ ２ｙ － １， 这样方程（１７）变为

　 　 ｄ２ｕ
ｄｘ２

－ ２γθ
１ ＋ γ

ｄｕ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄ２ｕ
ｄｘ２

＝ － １
４（１ ＋ γ）

（Ｇ ＋ Ｋ２ｓｉｎｈ ψ′）， （３３）

式中， ψ′ 表示 ψ 中的 ｙ 换为（ｘ ＋ １） ／ ２．详细的离散过程见文献［２５］．

２　 结果与讨论

尽管上述结果是通过无量纲参数给出的， 但在实际工程问题中， 仍然需要指定一些典型的有量纲参数

取值．在以下计算中， 典型参数的取值如下：
　 　 ｐ（Ｋ －） ＝ ８， ｐ（Ｋ ＋） ＝ １．９， μ ＝ １０ －３ ｋｇ ／ （ｍ·ｓ）， Ｒ ＝ ８．３１４ Ｊ ／ （ｍｏｌ·Ｋ）， Ｔ ＝ ３００ Ｋ，
　 　 Γ ｔ ＝ ６ ｎｍ－２， ＮＡ ＝ ６．２２ × １０２３ ｍｏｌ－１， Ｆ ＝ ９６ ４８５．３３２ ８９ Ｃ ／ ｍｏｌ，
　 　 ε ＝ ８０ × ８．８５４ × １０ －１２ Ｆ ／ ｍ［２９，３２］， ｈ ＝ ５０ ｎｍ［２７，３２］， Ｅｘ ＝ ５００ Ｖ·ｍ－１ ．
当 ＭＫＣｌ 在０．００２Ｍ ～ ０．１Ｍ（１ Ｍ ＝ １ ｍｏｌ ／ Ｌ）范围内时［３１，３３］， 电动宽度 Ｋ ＝ ｈ ／ λＤ 的范围为 ７～５１， 因此 ＥＤＬ

不重叠．对于 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体， 材料参数 β和 ｃ由无量纲参数 γ和 θ 表示．在本研究中， 为了保证方程（１５）
展开式的有效性， 我们需要限制 θ≪１［２０， ２５］ ．这是因为假设 ｜ ｄｕ ／ ｄｙ ｜ ／ ｃ≪１， 相当于 ｜ ｄｕ ／ ｄｙ ｜ ≪ ｃ ．因此， 常

数 ｃ 应该足够大， 以确保通道中任何位置处的剪切率满足 ｜ ｄｕ ／ ｄｙ ｜ ≪ ｃ ．由于参数 θ 与 １ ／ ｃ２ 成正比， 因此 θ
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≪ １ 是确保方程（１５）展开式有效的必要条件．γ 的变化范围为 ０ 到 １［２１，２５，３６］ ．在下面的图中， 除非另有说明，
否则我们将参数设定为 θ ＝ ０．０１， ＭＫＣｌ ＝ ０．００２Ｍ， γ ＝ ０．１， Ｇ ＝ ０．

（ａ） 纯 ＥＯＦ （ｂ） 压力电渗混合驱动流

（ａ） Ｔｈｅ ｐｕｒｅ ＥＯＦ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ａｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｆｌｏｗ

图 ２　 不同 ｐＨ 对应的 ＥＯＦ 速度分布

Ｆｉｇ． ２　 ＥＯＦ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐＨ ｖａｌｕｅｓ

在图 ２—４ 中， 我们使用 ＨＰＭ（注意， 方程（３１）和（３２）采用了 Ｇａｕｓｓ 积分来计算半解析解）和 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
谱配置法绘制了 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的 ＥＯＦ 速度曲线．值得一提的是， 图中近似解析解与数值解吻合良好，
这反映了本文中所采用 ＨＰＭ 求得的一阶近似解的有效性．当 ＭＫＣｌ ＝ ０．００２Ｍ， γ ＝ ０．１ 时， 图 ２ 展示了不同 Ｇ
和 ｐＨ 值下， 无量纲 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的 ＥＯＦ 速度．在图 ２（ａ）的子图中， 给出了不同 ｐＨ 值对应的 ＥＤＬ 电

势．观察到 ｐＨ 值对纳米通道中电荷密度调节起着重要作用．正如预期的那样， 当 ｐＨ 值小于等电点（ ｉｓｏｅｌｅｃ⁃
ｔｒｉｃ ｐｏｉｎｔ， ＩＥＰ）， 即当 ｐＨ＜ＩＥＰ 时， ＥＤＬ 电势为正；当 ｐＨ＞ＩＥＰ 时， 随着 ｐＨ 的增加， ＥＤＬ 电势为负．这里的

ＩＥＰ 为 ｐＨ＝ ３．０５， 与文献［３２］的结果相同．此时， 由式（５）可知， 表面电荷密度为零， 因此纳米通道中没有

ＥＯＦ ．即 Ｐｏｗｅｌｌ⁃ Ｅｙｒｉｎｇ 流体的纯 ＥＯＦ 速度 ｕ ＝ ０．电势的绝对值随着 ＩＥＰ 与 ｐＨ 值之间距离的增加而增加．当
ｐＨ＜ＩＥＰ 时， 纯 ＥＯＦ 速度大小为正； 当 ｐＨ＞ＩＥＰ 时， 纯 ＥＯＦ 速度大小为负， 并且产生了回流．其原因可以从

图 ２（ａ）的子图和方程（５）中得出， 即表面电荷密度随着 ｐＨ 值与 ＩＥＰ 之间的距离增加而增加．从图 ２（ｂ）中
我们观察到，随着 Ｇ 的增加， ＥＯＦ 速度也随之增加．对于给定的 Ｇ， Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的 ＥＯＦ 速度大小随着

ｐＨ 的增加而减少．这是因为压力梯度促进 （Ｇ ＞ ０） 或阻碍（Ｇ ＜ ０） 流动．
图 ３（ａ）描述了不同 ｐＨ 和 ＭＫＣｌ 对应 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的纯 ＥＯＦ 速度．当 ＭＫＣｌ ＝ ０．００２Ｍ时， 对应的电动

宽度 Ｋ ＝ ｈ ／ λＤ ＝ ７， 当 ＭＫＣｌ ＝ ０．１Ｍ 时， Ｋ ＝ ｈ ／ λＤ ＝ ５１．正如预期的那样， 在固定的 ｐＨ 值下， 纯 ＥＯＦ 速度绝

对值随着 ＭＫＣｌ 值的增加而减小．原因是随着 ＭＫＣｌ 值的增加， ＥＤＬ 的厚度减小，ＥＤＬ 中的剪切速率增加，从而

导致黏性力增加．黏性力的增加使得纯 ＥＯＦ 速度减小．图 ３（ｂ）描述了不同 ｐＨ 和 γ 对应 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的

纯 ＥＯＦ 速度．值得注意的是，当 γ ＝ ０ 时，Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体将表现出 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的行为．仔细观察 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙ⁃
ｒｉｎｇ 流体的剪切应力模型（方程（１５）），可以很容易地看出， １ ／ β 和 ｃ 与剪切应力和剪切应变的物理量相关．因
此，１ ／ （βｃ） 其物理意义与流体的黏度相关， 参数 γ ＝ （１ ／ （βｃ）） ／ μ 可以被解释为 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体与 Ｎｅｗｔｏｎ
流体之间的黏度比．事实上， γ 的增加会使 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的有效黏度增加一个量级．这种有效黏度的增

加，反过来又会增加黏性阻力，最终导致与 Ｎｅｗｔｏｎ 流体相比，Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的纯 ＥＯＦ 速度绝对值更小．
此外， 当 ｐＨ＜ＩＥＰ（即 ｐＨ＝ １）时， 纯 ＥＯＦ 速度大小为正； 当 ｐＨ＞ＩＥＰ（即 ｐＨ＝ ５）时， 纯 ＥＯＦ 速度大小为负．从
图 ３ 中还可以观察到， 当 ｐＨ＝ １ 时， 速度分布变得近似于方形塞状轮廓．

图 ４ 描述了 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体在不同 ｐＨ 和 θ 下的纯 ＥＯＦ 速度， 通过数值解和近似解进行了比较．从图

４ 中可以看出， 随着 θ 的增加， 纯 ＥＯＦ 速度呈现出略有减少．这主要是由于， 在其他参数保持不变的情况
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下， 根据参数 γθ ／ （１ ＋ γ） ４ 以及近似解析解的表达式（３１）知， θ 的增加会导致速度的减少．从另一个角度来

看， θ 的增加实际上意味着 ｃ 的减少， 这是因为 θ 与 １ ／ ｃ２ 之间存在正比关系．然而， 为了保持 γ 的恒定值（在
图 ４ 中， 我们设定 γ 为 ０．３）， 我们需要相应地增加 β 的值．根据式（１５）， 导致 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体模型的应力

张量减小．因此， 流体流变学与电场相互作用产生的黏性阻力发生变化， Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的速度会随着 θ
的增加而减少．需要指出的是， 即使对于较大的 θ（θ ＝ ０．３），两种方法获得的速度也非常吻合（最大绝对误差

为 ３．０７５×１０⁃３）．再次验证了 ＨＰＭ 求得的一阶解是解决这个问题的有效方法．

（ａ） 不同 ｐＨ 和 ＭＫＣｌ 对应的 ＥＯＦ 速度分布 （ｂ） 不同 ｐＨ 和 γ 对应的 ＥＯＦ 速度分布

（ ａ） ＥＯＦ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐＨ ａｎｄＭＫＣｌ ｖａｌｕｅｓ （ｂ） ＥＯＦ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐＨ ａｎｄ γ ｖａｌｕｅｓ

图 ３　 纯 ＥＯＦ 速度分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｐｕｒｅ ＥＯＦ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 ４　 不同 ｐＨ 和 θ 对应的纯 ＥＯＦ 速度分布 （γ ＝ ０．３）

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｕｒｅ ＥＯＦ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐＨ ａｎｄ θ ｖａｌｕｅｓ （γ ＝ ０．３）

图 ５ 展示了不同 ＭＫＣｌ 和 γ值下， 无量纲壁面剪切应力 τｗ 随 ｐＨ 值的变化．这里 τｗ ＝
（τｙｘ） ｙ ＝ ｈ

μＶｒｅｆ ／ ｈ
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æ

è
ç
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÷ ．我们观察到， 在固定参数条件下， 参数 ｐＨ， γ和ＭＫＣｌ 对无量纲壁面剪切应力 τｗ 有明显

影响．由于合力 ＦＴ ＝ ０， 表示系统中的各种力达到了平衡状态．ｐＨ 值和 ＭＫＣｌ 的变化， 会影响溶液中的离子浓

度和电荷分布， 这进一步导致了电渗力的变化．在压力梯度保持不变的情况下， 电渗力的变化会直接影响壁

面剪切力的大小（图 ５（ａ））．γ 的增加意味着黏性阻力增加， 这会使得流体在壁面处的流动变得更为困难，
因此无量纲壁面剪切应力 τｗ 会呈现出递减趋势（图 ５（ｂ））．特别地， 在较小的 ｐＨ 值下（如 ｐＨ＜４）， 溶液通

常呈现酸性， 此时氢离子浓度较高．在强酸性环境下， 氢离子的主导作用非常显著， 其电渗效应强烈， 导致
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其他离子（如 ＭＫＣｌ 中的离子）对电渗力和壁面剪切应力的影响变得相对较小．因此， 在 ｐＨ 值较低的情况下，
无量纲壁面剪切应力 τｗ 随参数 ＭＫＣｌ 和 γ 的变化并不显著．

（ａ） 不同 ＭＫＣｌ 对应的切应力分布 （ｂ） 不同 γ 对应的切应力分布

（ａ） Ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＭＫＣｌ ｖａｌｕｅｓ （ｂ） Ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ ｖａｌｕｅｓ

图 ５　 壁面剪切应力随 ｐＨ 的分布

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｌｌ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｗｉｔｈ ｐＨ

图 ６ 展示了不同 ｐＨ， ＭＫＣｌ 和 γ 下 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的体积流率（平均速度）．从图 ６（ａ）中观察到， 在固

定参数条件下， 当 ｐＨ 值较低（如 ｐＨ＜４）时， 随着 ｐＨ 值或 ＭＫＣｌ 的增加， 体积流率 Ｑ 虽略有减小， 但变化不

显著．然而， 当 ｐＨ 值较高（如 ｐＨ＞４）时， 随着 ｐＨ 值或 ＭＫＣｌ 的提升， 体积流率 Ｑ 的减少变得尤为明显．此外，
与较低的 ＭＫＣｌ 相比， 较高的 ＭＫＣｌ 对体积流率 Ｑ 的影响相对较小．这种现象可能是由于在 ｐＨ 值较低（即溶液

呈酸性）时， 流体内部的分子间作用力发生变化， 特别是电荷分布和离子间相互作用可能发生改变， 进而影

响了流体的剪切应力．随着 ｐＨ 值的进一步增大， 这些变化变得更加显著， 导致体积流率 Ｑ的显著减小．从图

６（ｂ）中可以看到， 在固定参数条件下， 随着 ｐＨ 值的增加， 体积流率 Ｑ 呈现单调递减的趋势； 随着 γ 的增

加， 体积流率 Ｑ 减小， 而随着 ｐＨ 值向 ＩＥＰ 的远离， 体积流率 Ｑ 大小明显变化．此外， Ｎｅｗｔｏｎ 流体的体积流

率绝对值总是大于 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的体积流率绝对值．相比于纯电渗驱动的体积流率， 压力电渗混合驱

动流的体积流率更大， 这主要归因于压力对 ＥＯＦ 的促进作用 （Ｇ ＞ ０） 或阻碍作用（Ｇ ＜ ０） ．

（ａ） 不同 Ｇ 和 ＭＫＣｌ 对应的体积流率分布 （ｂ） 不同 Ｇ 和 γ 对应的体积流率分布

（ａ） Ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｇ ａｎｄ ＭＫＣｌ ｖａｌｕｅｓ （ｂ） Ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｇ ａｎｄ γ ｖａｌｕｅｓ

图 ６　 体积流率分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
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３　 结　 　 论

本文采用 ＨＰＭ 和 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱配置法，研究了在纳米平行板中具有盐浓度和 ｐＨ 调节的 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ
流体的 ＥＯＦ 问题．通过理论推导、数值验证和图形分析， 得出了如下结论：

ＨＰＭ 的收敛速度较快， 仅需展开到一阶解就与数值解完全吻合．ｐＨ 值对纳通道中的电荷密度调节起着

重要作用： 当 ｐＨ＜ＩＥＰ 时， ＥＤＬ 电势和纯 ＥＯＦ 速度为正； 当 ｐＨ＞ＩＥＰ 时， ＥＤＬ 电势和纯 ＥＯＦ 速度为负．在
ＩＥＰ 处， 表面电荷密度和纯 ＥＯＦ 速度为零．对于给定的一些参数， 随着 ｐＨ 值与 ＩＥＰ 之间的距离增加， 电势

的绝对值增加， 导致 ＥＯＦ 速度的大小发生变化．随着压力梯度 Ｇ 的增加，ＥＯＦ 速度也增加．随着 ＭＫＣｌ 值的增

加，纯 ＥＯＦ 速度的绝对值减小．当 γ增加时， 与 Ｎｅｗｔｏｎ 流体相比， Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的纯 ＥＯＦ 速度的绝对值

更小．当 ｐＨ 值特别低， 在 ｐＨ＝ １ 时，速度分布近似为方形塞状轮廓．在给定一些参数下， 随着 ｐＨ 值的增加，
体积流率 Ｑ 在 ｐＨ 值较低时变化不显著， 而在 ｐＨ 值较高时显著减小， 且高浓度的 ＭＫＣｌ 对体积流率 Ｑ 的影

响相对较小．同时， 随着 γ 的增加， 体积流率 Ｑ 减小．

附　 　 录

方程（９）两边同时乘以
ｄψ
ｄｙ

， 得到

　 　 ｄ
ｄｙ－

ｄψ
－

ｄｙ－
æ
è
ç

ö
ø
÷

２
é
ë
êê

ù
û
úú ＝ ２Ｋ２ ｄ

ｄｙ－
［ｃｏｓｈ ψ

－
］ ． （Ａ１）

对上述表达式积分， 并应用边界条件（１０）和公式 ｃｏｓｈ（２ｘ） ＝ ２ｓｉｎｈ２ｘ ＋ １， 可得到

　 　
ｄψ

－

ｄｙ－
æ
è
ç

ö
ø
÷

２

＝ ４Ｋ２ｓｉｎｈ２ ψ
－

２
⇒ ｄψ

－

ｄｙ－
＝ ２Ｋｓｉｎｈ ψ

－

２
． （Ａ２）

上式中利用了函数 ｓｉｎｈ ｘ 的奇偶性， 并利用不定积分表达式

　 　 ∫ ｄｘ
ｓｉｎｈ ｘ

＝ ｌｎ ｔａｎ
ｘ
２( ) ＋ Ｃ （Ａ３）

对式（Ａ２）在区间 ［ｙ，ｈ］ 上积分， 可以得到电势 ψ 分布的表达式， 即式（１１）．
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ａｘｉａｌ ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｔｕｂｅｓ： ａｎ ａｄｖａｎｃｅｍｅｎｔ ｔｏ ｐｅｒｉｓｔａｌｔｉｃ ｅｎｄｏｓｃｏｐｅ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２４， ８８：
８９⁃１０９．

［１９］　 ＰＯＷＥＬＬ Ｒ Ｅ， ＥＹＲＩＮＧ Ｈ． Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｎａｔｕｒｅ， １９４４， １５４（３９０９）：
４２７⁃４２８．

［２０］　 ＩＳＬＡＭ Ｓ， ＳＨＡＨ Ａ， ＺＨＯＵ Ｃ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｌｉｄｅｒ ｂｅａｒｉｎｇ ｗｉｔｈ Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ
ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ Ｆüｒ Ａｎｇｅｗａｎｄｔｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ ｕｎｄ Ｐｈｙｓｉｋ， ２００９， ６０（６）： １１７８⁃１１９３．

［２１］　 ＨＡＹＡＴ Ｔ， ＩＱＢＡＬ Ｚ， ＱＡＳＩＭ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｅａｄｙ ｆｌｏｗ ｏｆ ａｎ Ｅｙｒｉｎｇ Ｐｏｗｅｌｌ ｆｌｕｉｄ ｏｖｅｒ ａ ｍｏｖｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｗｉｔｈ ｃｏｎ⁃
ｖｅｃｔｉｖｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０１２， ５５（７ ／ ８）： １８１７⁃
１８２２．

［２２］　 ＰＡＴＩＬ Ｐ Ｍ， ＧＯＵＤＡＲ Ｂ． Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ Ｅｙｒｉｎｇ⁃Ｐｏｗｅｌｌ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ａｃｒｏｓｓ ａ ｒｏｔａｔｉｎｇ
ｓｐｈｅｒｅ ｉｎ ＭＨＤ ｃｏｎｖｅｃｔｉｖｅ ｒｅｇｉｍｅ： ｅｎｔｒｏｐｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｇｎｅｔｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｇｎｅｔｉｃ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ，
２０２３， ５７１： １７０５９０．

［２３］　 ＡＫＢＡＲ Ｙ， ＨＵＡＮＧ Ｓ， ＡＳＨＲＡＦ Ｍ Ｕ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｔｈｅｒｍａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｒｅａｃｔｉｖｅ Ｐｏｗｅｌｌ Ｅｙｒｉｎｇ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ
ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｐｅｒｉｓｔａｌｔｉｃ ｐｕｍｐｉｎｇ ｗｉｔｈ ｍａｓｓ ｔｒａｎｓｆｅｒ［ Ｊ］ ． Ｃａｓｅ Ｓｔｕｄｉｅｓ ｉｎ Ｔｈｅｒｍａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２３， ４４：
１０２８２８．

２８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



［２４］　 ＧＯＳＷＡＭＩ Ｐ， ＭＯＮＤＡＬ Ｐ Ｋ， ＤＵＴＴＡ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｓｉｓ ｏｆ Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ ｆｌｕｉｄｓ ｕｎｄｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｓｌｉｐ
［Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｏｐｈｏｒｅｓｉｓ， ２０１５， ３６（５）： ７０３⁃７１１．

［２５］　 ＬＩ Ｆ Ｑ， ＪＩＡＮ Ｙ Ｊ， ＸＩＥ Ｚ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｆｌｏｗ ｏｆ Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ ｆｌｕｉｄｓ ｉｎ ａ ｎａｒｒｏｗ ｃｏｎ⁃
ｆｉｎｅｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３３（２）： ２２５⁃２３３．

［２６］　 ＹＥＨ Ｌ Ｈ， ＸＵＥ Ｓ， ＪＯＯ Ｓ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｅｌｄ ｅｆｆｅｃｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｈａｒｇｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ａｎｄ ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ｉｎ
ｎａｎｏｆｌｕｉｄｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ Ｃ， ２０１２， １１６（６）： ４２０９⁃４２１６．

［２７］　 ＴＳＥＮＧ Ｓ， ＴＡＩ Ｙ Ｈ， ＨＳＵ Ｊ Ｐ． Ｉｏｎｉｃ ｃｕｒｒｅｎｔ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌ ｆｉｌｌｅｄ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｉｏｎｉｃ ｓｐｅｃｉｅｓ
［Ｊ］ ． Ｍｉｃｒｏｆｌｕｉｄｉｃｓ ａｎｄ Ｎａｎｏｆｌｕｉｄｉｃｓ， ２０１４， １７（５）： ９３３⁃９４１．

［２８］　 ＭＥＩ Ｌ， ＹＥＨ Ｌ Ｈ， ＱＩＡＮ Ｓ． Ｂｕｆｆｅｒ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ｉｏｎｉｃ ｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌ［Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｏ⁃
ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ５１： １２９⁃１３２．

［２９］　 ＳＡＤＥＧＨＩ Ｍ， ＳＡＩＤＩ Ｍ Ｈ， ＳＡＤＥＧＨＩ Ａ． Ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｉｏｎｉｃ ｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｒｅｃｔａｎ⁃
ｇｕｌａｒ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１７， ２９（６）： ０６２００２．

［３０］　 ＨＳＵ Ｊ Ｐ， ＣＨＵ Ｙ Ｙ， ＬＩＮ Ｃ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｉｏｎ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｎａｎｏｐｏｒｅ ｆｉｌｌｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ
ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１９， ５３７： ３５８⁃３６５．

［３１］　 ＢＡＲＭＡＮ Ｂ， ＫＵＭＡＲ Ｄ， ＧＯＰＭＡＮＤＡＬ Ｐ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｋｉｎｅｔｉｃ ｉｏｎ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ａｎｄ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａ⁃
ｔｅｄ ｐｏｌｙｍｅｒ⁃ｇｒａｆｔｅｄ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌ ｆｉｌｌｅｄ ｗｉｔｈ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｓｏｆｔ Ｍａｔｔｅｒ， ２０２０， １６（２９）： ６８６２⁃６８７４．

［３２］　 ＹＡＮＧ Ｍ， ＢＵＲＥＮ Ｍ， ＣＨＡＮＧ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｔｉｍｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ⁃ｐｌａｔｅ ｎａｎｏ⁃
ｃｈａｎｎｅｌ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｃｒｉｐｔａ， ２０２２， ９７（３）： ０３０００３．

［３３］　 ＢＡＧ Ｎ． Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｗａｌｌ ｃｈａｒｇｅ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｏｆ ｉｏｎｉｃ
ｓｐｅｃｉｅｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｓｌｉｔ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｌｌｏｉｄ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０２３， ８５（３）： ３１５⁃３２５．

［３４］　 ＣＨＵＡＮＧ Ｐ Ｙ， ＨＳＵ Ｊ Ｐ． Ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ， ｉｏｎｉｃ ｃｕｒｒｅｎｔ ｒｅｃｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｓｅｌｅｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ａ ｃｏｎｉｃａｌ ｎａｎｏｐｏｒｅ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｅｌｅｃｔｒｏｌｙｔｅ ｌａｙｅｒ： ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｇｒｏｕｐｓ ｐｒｏｆｉｌｅ［ Ｊ］ ． Ｃｏｌｌｏｉｄｓ ａｎｄ
Ｓｕｒｆａｃｅｓ Ａ： Ｐｈｙｓｉｃｏｃｈｅｍｉｃａｌ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｓｐｅｃｔｓ， ２０２３， ６７６： １３２２４０．

［３５］　 ＰＥＮＧ Ｌ， ＺＨＡＮＧ Ｚ， ＴＡＮＧ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｋｉｎｅｔｉｃ ｉｏｎ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄｓ ｉｎ ａ ｐＨ⁃ｒｅｇｕｌａｔｅｄ ｎａｎｏｃｈａｎｎｅｌ
［Ｊ］． Ｓｕｒｆａｃｅｓ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ， ２０２４， ４６： １０３９５７．

［３６］　 ＭＥＨＴＡ Ｓ Ｋ， ＧＨＯＳＨ Ａ， ＭＯＮＤＡＬ Ｐ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｏｓｍｏｓｉｓ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｌｕｉｄｓ ｉｎ ｐＨ⁃ｓｅｎｓｉｔｉｖｅ ｈｙｄｒｏｐｈｏ⁃
ｂｉｃ ｍｉｃｒｏｃｈａｎｎｅｌｓ： ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｈａｒｇｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｌｉｐ ｌｅｎｇｔｈ ［ Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０２４， ３６ （ ２）：
０２３１０１．

［３７］　 ＨＥ Ｊ Ｈ． Ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ： ａ ｎｅｗ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００３， １３５（１）： ７３⁃７９．

３８第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 长龙，等： ｐＨ 调节的纳米平行通道中 Ｐｏｗｅｌｌ⁃Ｅｙｒｉｎｇ 流体的电渗流动


