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摘要：　 基于指定应力方法，根据线弹性理论推导出了一种新的混凝土开裂的空间有限元列式，根据该有限元公式

编制了相应的 Ｃ＋＋计算程序．通过 ３ 个算例，将该文算法与理论结果以及 ＡＢＡＱＵＳ 中 ＸＦＥＭ 计算结果进行对比，验
证了该文开裂算法的正确性．与常规开裂算法相比，该文开裂算法开裂积分点的应力一旦指定为零（开裂状态），在
后续计算中将不会出现非零，不需要迭代过程去调整为零，大大减少了迭代次数和每次迭代过程中需要处理的数

据量；相较于 ＡＢＡＱＵＳ 中的 ＸＦＥＭ 算法只能使用一阶单元，本文开裂算法可以使用二阶单元进行开裂计算，在其他

计算环境相同的情况下对开裂区域和开裂状态的判断更准确，这为商业有限元软件采用二阶单元进行更精细的开

裂计算提供了一种新的途径和算法．
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０　 引　 　 言

混凝土因抗压强度高、施工方便、价格低廉等特性成为当前用途最广、用量最大的建筑材料．相关资料显

示，中国每年混凝土用量约 ９ 亿 ｍ３，居世界前列［１］ ．尽管混凝土应用广泛，但作为一种复合材料，其力学性能

复杂，具有离散性大、均匀性差、抗拉强度低等显著特点．混凝土结构在受拉时表现为准脆性，当拉应力超过

某个极值时，便会出现裂缝，而裂缝是混凝土结构的严重病害，裂缝的出现与扩展会影响材料强度和结构刚

度，进而不同程度上影响结构的承载能力，严重时还会造成工程事故，威胁到人们的生命以及财产安全，所以

对混凝土结构的开裂分析研究一直是学术界和工程界关注的重要问题之一．
自 １９６７ 年最早的钢筋混凝土结构开裂模型（离散裂缝模型） ［２］ 被提出以来，学者们就从没停止过对混

凝土结构的开裂研究，随之出现了很多有效的混凝土开裂模型，如：弥散裂缝模型［３］、虚拟裂缝模型［４］、钝化

带裂缝模型［５］、基于扩展有限元［６⁃７］的裂缝模型以及上述裂缝模型的改进和组合模型［８⁃９］ 等．其中，弥散裂缝

模型应用最为广泛［１０⁃１９］，当前主流的商业有限元软件如 ＡＢＡＱＵＳ、ＡＮＡＳＹＳ 等都采用此模型．该模型的实质

是将实际的混凝土裂缝“弥散”到整个混凝土单元中，将混凝土材料处理为各向异性材料，利用混凝土的材

料本构关系来模拟裂缝的影响［２０］，无需预设裂缝和网格重构，且可以通过调整单元的本构矩阵来考虑对象

的非线性行为（材料非线性和几何非线性），计算效率和精度较高［１］ ．但由于该模型将裂缝弥散到整个单元

中，所以裂缝概念模糊且无法反映裂缝的具体形态特征［２１］ ． ２０ 世纪 ９０ 年代末提出的扩展有限元方法

（ＸＦＥＭ），自提出以来很快就成为了开裂模拟的一个研究热点，并被应用到了混凝土结构的开裂计算

中［２２⁃３１］，目前 ＡＢＡＱＵＳ、ＬＳ⁃ＤＹＮＡ 等已经包含了 ＸＦＥＭ 的断裂分析模块．该方法的基本思想是采用水平集函

数来描述裂缝位置和路径，用扩充的带有不连续性质的形函数基来代表计算域内的间断［３２］，并通过断裂力

学的开裂准则预测裂纹的扩展方向．ＸＦＥＭ 可以在规则网格上计算形状复杂的裂纹，模拟裂纹扩展时，不需

要对网格进行重剖分，节省了计算成本，可以在粗网格上获得精确解答，可以用于大型有限元并行计算，其程

序可以写入商用有限元软件［３２］ ．但由于 ＸＦＥＭ 起步较晚，在混凝土结构中的应用尚有许多问题需要深入研

究，例如，已有的研究大多局限于线弹性问题，较少考虑结构破坏过程中的材料和几何非线性，影响了计算结

果的准确性；开裂面上尚不能引入单元间的接触⁃碰撞检索计算，难以模拟结构破坏倒塌的全过程；过多关注

裂缝尖端的应力集中问题，且开裂准则所需参数较多、计算过程复杂，不能模拟多裂纹扩展以及裂纹交叉的

情况［１］ ．另外，还有一些学者研究了基于其他计算方法（如无网格法、非连续数值方法、数值流行方法等）的
开裂模型，并应用于混凝土结构工程领域［３３⁃３６］，这些开裂模型都有各自的优缺点，相较弥散裂缝模型和扩展

有限元开裂模型应用较少，在此不再赘述．
指定应力方法是指针对有限元分析中对应力或内力有指定条件的问题，引入非弹性应变作为实现指定

应力条件的附加未知量，建立以位移和未知非弹性应变作为独立变量的变分原理和虚功方程，得到指定应力

问题的有限元平衡方程，从而对指定应力问题进行求解［３７］ ．在常规的有限元方法和软件中，应力和内力是计

算结果，而指定应力方法的有限元计算结果中应力等于指定值，可以直接模拟应力已知或有指定条件的问

题，如通过指定开裂后裂缝界面的应力为零来模拟开裂，采用该方法只要没有形成新的开裂面（裂纹没有扩

展），一次计算即可准确模拟现有的裂纹面，无需迭代．本文基于指定应力方法，根据线弹性理论推导出了一

种新的混凝土开裂的空间有限元列式，编制了相应的 Ｃ＋＋开裂计算程序，并通过 ３ 个算例将本文算法与理论

结果以及 ＡＢＡＱＵＳ 中 ＸＦＥＭ 计算结果进行对比，验证了本文开裂算法的正确性．

１　 指定应力方法的三维有限元列式推导

１．１　 通用有限元列式

用有限元法分析三维问题时，每个节点有 ３ 个位移分量，即
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　 　 δ ｉ ＝ { ｕｉ 　 ｖｉ 　 ｗ ｉ } Ｔ ．
根据有限元分片插值的原理，选取合适的形函数 Ｎ， 可以构建出结构单元内的位移形式为
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式中， { ｕ　 ｖ　 ｗ } Ｔ 为单元内部任意点处的位移； ｎ为单元的节点数； Ｎｉ 为构建的形函数； δ ｉ 为单元节点 ｉ的
位移．

对于单元内的任意点，由几何方程有

　 　 ε ＝ Ｂδ ｅ， （２）
式中， ε 为应变向量， Ｂ 为常规的应变矩阵， δ ｅ 为常规单元节点位移向量．

根据指定应力方法的定义［３７］，单元内各点的总应变 ε， 可以分解为弹性应变 εｅ、已知非弹性应变 εｐ （由
温度或者塑性变形等因素引起的）和未知非弹性应变 ε０， 即有

　 　 ε ＝ εｅ ＋ ε０ ＋ εｐ ． （３）
设单元内未知非弹性应变 ε０ 可由某些未知独立参数 δ ０ 表示为

　 　 ε０ ＝ Ｂ０δ ０， （４）
式中， Ｂ０ 为单元内非弹性应变与独立参数间的广义几何矩阵．

由式（１）—（３）可知， 弹性应变可表示为

　 　 εｅ ＝ ε － ε０ － εｐ ＝ ［Ｂ　 － Ｂ０］
δ ｅ

δ ０{ } － εｐ ＝ Ｂ
－
δ
－
－ εｐ， （５）

式中

　 　 Ｂ
－
＝ ［Ｂ　 － Ｂ０］ （６）

为扩展几何矩阵，

　 　 δ
－
＝

δ ｅ

δ ０{ } （７）

为扩展“位移”向量．
由物理方程，可得

　 　 σ ＝ Ｄεｅ， （８）
其中， Ｄ 为弹性矩阵．

根据文献［３７］，关于指定应力问题的虚应变能为

　 　 δＵ ＝ ∫
Ｖ
σ ｉｊδε ｅ

ｉｊｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
σ ０

ｉｊδε ０
ｉｊｄＶ， （９）

式中， Ｖ 为问题的求解域； σ ｉｊ 为弹性应力张量； δε ｅ
ｉｊ 为弹性虚应变张量； Ｖσ 为指定应力区域； σ ０

ｉｊ 为非弹性应

力张量； δε ０
ｉｊ 为未知非弹性虚应变张量．

根据式（４）和（５），单元的未知非弹性虚应变和弹性虚应变可分别表示为

　 　 δε０ ＝ Ｂ０δδ ０， （１０）

　 　 δεｅ ＝ Ｂ
－
δδ

－
， （１１）

式中， δδ ０ 为未知独立参数的虚量， δδ
－
为扩展虚“位移”向量．

将式（１０）和（１１）代入式（９），可得

　 　 δＵ ＝ ∫
Ｖ
（δδ

－
） ＴＢ

－ ＴσｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
（δδ ０） Ｔ（Ｂ０） Ｔσ０ｄＶ ． （１２）

与经典有限元一致，单元节点等效荷载的虚功可以表示为

　 　 δＷ ＝ （δδ ｅ） ＴＦｅ， （１３）
式中， δδ ｅ 为虚单元节点位移； Ｆｅ 为等效荷载．
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将式（１２）和（１３）代入虚功方程 δＵ ＝ δＷ， 整理可得

　 　 （δδ
－
） Ｔ∫

Ｖ
Ｂ
－ ＴσｄＶ ＝ （δδ

－
） Ｔ

Ｆｅ

－ ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０ｄＶ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

． （１４）

由 δδ
－
的任意性可得

　 　 ∫
Ｖ
Ｂ
－ ＴσｄＶ ＝

Ｆｅ

－ ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０ｄＶ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

． （１５）

将式（８）代入式（１５），整理后可得

　 　 ∫
Ｖ
Ｂ
－ ＴＤＢ

－
δ
－
ｄＶ ＝

Ｆｅ

－ ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０ｄＶ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＋ ∫
Ｖ
Ｂ
－ ＴＤεｐｄＶ ． （１６）

式（１６）可写为如下通用的有限元求解方程：

　 　 Ｋ
－

ｅδ
－
＝ Ｆ

－

ｅ， （１７）
式中

　 　 Ｋ
－

ｅ ＝ ∫
Ｖ
Ｂ
－ ＴＤＢ

－
ｄＶ， （１８）

　 　 Ｆ
－

ｅ ＝
Ｆｅ

－ ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０ｄＶ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＋ ∫
Ｖ
Ｂ
－ ＴＤεｐｄＶ ． （１９）

式（１９）中等式右端第一项第二行表示指定应力 σ０ 在未知独立参数 δ ０ 上的等效荷载向量，第二项表示

已知非弹性应变 εｐ 在扩展自由度向量 δ
－
上的等效荷载向量．

将式（６）代入式（１８）， 单元刚度矩阵可进一步表示为

　 　 Ｋ
－

ｅ ＝ ∫
Ｖ
［Ｂ　 － Ｂ０］ ＴＤ［Ｂ　 － Ｂ０］ｄＶ ＝ ∫

Ｖ

ＢＴＤＢ － ＢＴＤＢ０

－ （Ｂ０） ＴＤＢ （Ｂ０） ＴＤＢ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＶ ． （２０）

由式（２０）可以看出，单元刚度矩阵由弹性和非弹性部分组成．对于 σ ＝ σ０ 的指定应力条件，根据结构特

点和计算需求，选取合适的独立参数 δ ０， 即可获得 Ｂ０， 将 Ｂ０ 代入式（１９）、（２０），便可求得单元刚度矩阵以

及等效荷载的具体表达式．按单元平衡方程（１７）组装为整体结构的平衡方程后，可求解整体平衡方程确定所

有未知独立参数 δ ０， 进而代入式（４）得到满足具有指定应力条件的非弹性应变 ε０ ．
１．２　 引入非弹性应变的有限元列式

设某单元有指定应力，考虑指定应力直接定义在积分点上，则在积分点处的非弹性应力为

　 　 σ０
ｉ ＝ {σ ０

ｘｉ 　 σ ０
ｙｉ 　 σ ０

ｚｉ 　 τ ０
ｘｙｉ 　 τ ０

ｙｚｉ 　 τ ０
ｚｘｉ } ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （２１）

其中， Ｎ 为单元内积分点个数．
相应地，积分点上的非弹性应变可表示为

　 　 ε０
ｉ ＝ { ε ０

ｘｉ 　 ε ０
ｙｉ 　 ε ０

ｚｉ 　 γ ０
ｘｙｉ 　 γ ０

ｙｚｉ 　 γ ０
ｚｘｉ } ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （２２）

为简化推导，令单元内的独立参数 δ ０ 为

　 　 δ ０ ＝ － { ε ０
ｘ１ 　 ε ０

ｙ１ 　 ε ０
ｚ１ 　 γ ０

ｘｙ１ 　 γ ０
ｙｚ１ 　 γ ０

ｚｘ１ 　 …　
　 　 　 　 ε ０

ｘＮ 　 ε ０
ｙＮ 　 ε ０

ｚＮ 　 γ ０
ｘｙＮ 　 γ ０

ｙｚＮ 　 γ ０
ｚｘＮ } Ｔ， （２３）

由式（４）、（２２）、（２３）可将单元内积分点 ｉ 处未知的非弹性应变 ε０
ｉ 表示为

　 　 ε０
ｉ ＝ Ｂ０

ｉ δ ０， （２４）
其中

　 　 Ｂ０
ｉ ＝ ［０６×６ 　 …　 － Ｉ６×６ 　 …　 ０６×６］， （２５）

０６×６为 ６×６ 阶的零矩阵， Ｉ６×６ 为 ６×６ 阶的单位阵，即 Ｂ０
ｉ 由 Ｎ 个 ６×６ 的方阵组成，除第 ｉ 个方阵为负的单位阵
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外，其他方阵均为零矩阵．
将式（２５）代入式（２０），整理可得本文使用的单元刚度矩阵的具体表达式为

　 　 Ｋ
－

ｅ ＝ ∫
Ｖ

ＢＴＤＢ － ＢＴＤＢ０

－ （Ｂ０） ＴＤＢ （Ｂ０） ＴＤＢ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＶ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

ＢＴＤＢ － ＢＴＤＢ０
ｉ

－ （Ｂ０
ｉ ） ＴＤＢ （Ｂ０

ｉ ） ＴＤＢ０
ｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｊ ｉ ｗ ｉ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

ＢＴＤＢ …
︙

ＢＴＤ …
︙ …

ＤＢ …
︙ ︙

Ｄ …
︙ ⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｊ ｉ ｗ ｉ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

， （２６）

其中， Ｊ ｉ 为积分点 ｉ 对应的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的行列式值， ｗ ｉ 为各个积分点的积分因子，如对于空间等参单元，
采用 ３×３×３ 的 Ｇａｕｓｓ 积分点方案时， ｗ ｉ ＝ ｗ ｊ ｗｋ ｗ ｌ，ｗ ｊ（ｋ）（ ｌ） 为积分点坐标对应的权系数．式（２６）最后一项矩阵

中省略部分均为零元素．
由式（２１）和（２５）可得单元内指定应力 σ０ 的等效荷载为

　 　 － ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０ｄＶ ＝ － ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（Ｂ０

ｉ ） Ｔσ０
ｉ Ｊ ｉ ｗ ｉ ＝

Ｊ １ ｗ１σ ０
ｘ１

Ｊ １ ｗ１σ ０
ｙ１

Ｊ １ ｗ１σ ０
ｚ１

Ｊ １ ｗ１ τ ０
ｘｙ１

Ｊ １ ｗ１ τ ０
ｙｚ１

Ｊ １ ｗ１ τ ０
ｚｘ１

︙

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

６Ｍ×１

， （２７）

其中， Ｍ 为单元内有指定应力的积分点个数， ０ ≤ Ｍ ≤ Ｎ ．
相应地，与未知独立参数 δ ０ 对应的已知非弹性应变 εｐ 的等效荷载为

　 　 － ∫
Ｖ
（Ｂ０） Ｔ ＤεｐｄＶ ＝ － ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（Ｂ０

ｉ ） Ｔσｐ
ｉ Ｊ ｉ ｗ ｉ ＝

Ｊ １ ｗ１σ ｐ
ｘ１

Ｊ １ ｗ１σ ｐ
ｙ１

Ｊ １ ｗ１σ ｐ
ｚ１

Ｊ １ ｗ１ τ ｐ
ｘｙ１

Ｊ １ ｗ１ τ ｐ
ｙｚ１

Ｊ １ ｗ１ τ ｐ
ｚｘ１

︙

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

６Ｍ×１

． （２８）

２　 基于指定应力方法的混凝土开裂算法

本节基于最大拉应力准则讨论混凝土的开裂算法，即假设裂纹在垂直于最大拉应力方向的平面内形成，
在裂纹形成的瞬间，只释放垂直于开裂面的正应力和平行于开裂方向的剪应力，其他应力保持不变．

本文采用指定应力方法模拟混凝土开裂是基于混凝土结构的积分点应力进行计算的，若积分点的最大

拉应力没有达到混凝土的抗拉强度，即没有达到开裂状态，则没有指定应力，与之对应的非弹性应变为 ０；若
超过抗拉强度，则指定该最大主应力方向的应力为 ０，通过求解平衡方程（１７）求得与指定应力（开裂状态）
对应的结构位移状态和未知非弹性应变，从而达到模拟开裂的效果．
２．１　 空间应力状态下的混凝土开裂

对于空间等参单元，设积分点 ｉ 的主应力为 σ １，σ ２，σ ３， 当最大主应 σ １ 超过混凝土的抗拉强度 ｆｔ 时，该
积分点在最大主应力方向开裂，积分点 ｉ 由空间应力状态蜕变为垂直于开裂方向的平面应力状态．基于指定

应力方法，通过指定积分点 ｉ 在主应力坐标系下的最大主应力和 ３ 个切应力为 ０ 来模拟空间应力状态下混

凝土的开裂．此时，积分点 ｉ 在主应力坐标系下的应力为 σｉ ＝ { ０　 σ ０
２ｉ 　 σ ０

３ｉ 　 ０　 ０　 ０ } Ｔ，σ ０
２ｉ 和 σ ０

３ｉ 未知，对
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应的非弹性应变为 { ε ０
１ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ，ε ０

１ｉ 未知（通过求解平衡方程（１７）得到未知独立参数 δ ０， 将 δ ０

代入式（４）可得到 ε ０
１ｉ， 将 δ ０ 代入式（１７）可求得 σ ０

２ｉ 和 σ ０
３ｉ） ．则积分点 ｉ 在整体坐标系下的应变为

　 　 ε ｉ ＝ εｅ
ｉ ＋ Ｒ

ε ０
１ｉ

０
０
０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， （２９）

式中， εｅ
ｉ 为整体坐标系下的弹性应变， Ｒ 为空间坐标变换矩阵［３８］，

　 　 Ｒ ＝

ｌ２１ ｍ２
１ ｎ２

１ ｌ１ｍ１ ｍ１ｎ１ ｎ１ ｌ１
ｌ２２ ｍ２

２ ｎ２
２ ｌ２ｍ２ ｍ２ｎ２ ｎ２ ｌ２

ｌ２３ ｍ２
３ ｎ２

３ ｌ３ｍ３ ｍ３ｎ３ ｎ３ ｌ３
２ｌ１ ｌ２ ２ｍ１ｍ２ ２ｎ１ｎ２ ｌ１ｍ２ ＋ ｌ２ｍ１ ｍ１ｎ２ ＋ ｍ２ｎ１ ｎ１ ｌ２ ＋ ｎ２ ｌ１
２ｌ２ ｌ３ ２ｍ２ｍ３ ２ｎ２ｎ３ ｌ２ｍ３ ＋ ｌ３ｍ２ ｍ２ｎ３ ＋ ｍ３ｎ２ ｎ２ ｌ３ ＋ ｎ３ ｌ２
２ｌ３ ｌ１ ２ｍ３ｍ１ ２ｎ３ｎ１ ｌ３ｍ１ ＋ ｌ１ｍ３ ｍ３ｎ１ ＋ ｍ１ｎ３ ｎ３ ｌ１ ＋ ｎ１ ｌ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （３０）

ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ 为整体坐标轴在主应力坐标系的方向余弦．
根据式（２４）和（２５），独立参数 δ ０ ＝ － { ε ０

１ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ 时，单元内积分点 ｉ 处的非弹性应变可表

示为

　 　 ε０
ｉ ＝ Ｂ０

ｉ Ｒδ ０ ＝ Ｂ０δ ０ ． （３１）
将式（３１）代入式（２０），可得针对自由度 { δ ｅ 　 － ε ０

１ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ 的单元刚度矩阵为

　 　 Ｋ
－

ｅ ＝ ∫
Ｖ

ＢＴＤＢ － ＢＴＤＢ０

－ （Ｂ０） ＴＤＢ （Ｂ０） ＴＤＢ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＶ ＝ ∫

Ｖ

ＢＴＤＢ ＢＴＤＲ
ＲＴＤＢ ＲＴＤＲ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄＶ ． （３２）

将式（３２）通过 Ｇａｕｓｓ 积分展开，得到有多个积分点有指定应力时的单元刚度矩阵为

　 　 Ｋ
－

ｅ ＝ ∫
Ｖ

ＢＴＤＢ …
︙

ＢＴＤＲ …
︙ …

ＲＴＤＢ …
︙ ︙

ＲＴＤＲ …
︙ ⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｄＶ ． （３３）

由应变、弹性矩阵在整体坐标系下和主应力坐标系下的变换关系［３８］：
　 　 ε ＝ Ｒε′， Ｄ′ ＝ ＲＴＤＲ，

可得主应力坐标系下的应力和整体坐标系下的应力有如下关系：
　 　 σ′ ＝ ＲＴσ ． （３４）

由式（１９）、（３１）和（３４）， 可得指定应力在未知独立参数 δ ０ ＝ － { ε ０
１ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ 上的等效节点荷载

如下：

　 　 － ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０

ｉ ｄＶ ＝ ∫
Ｖσ
ＲＴ

σ ０
ｘｉ

σ ０
ｙｉ

σ ０
ｚｉ

τ ０
ｘｙｉ

τ ０
ｙｚｉ

τ ０
ｚｘｉ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ｄＶ ＝ ∫
Ｖσ

０
σ ０

２ｉ

σ ０
３ｉ

０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ｄＶ ＝

０
Ｊ ｉ ｗ ｉσ ０

２ｉ

Ｊ ｉ ｗ ｉσ ０
３ｉ

０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

． （３５）

相应地，已知非弹性应变 εｐ 在 δ ０ ＝ － { ε ０
１ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ 上的等效节点荷载为
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　 　 － ∫
Ｖ
（Ｂ０） ＴＤεｐｄＶ ＝ ∫

Ｖσ
ＲＴ

σ ｐ
ｘｉ

σ ｐ
ｙｉ

σ ｐ
ｚｉ

τ ｐ
ｘｙｉ

τ ｐ
ｙｚｉ

τ ｐ
ｚｘｉ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ｄＶ ＝

０
Ｊ ｉ ｗ ｉσ ｐ

２ｉ

Ｊ ｉ ｗ ｉσ ｐ
３ｉ

０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

． （３６）

２．２　 平面应力状态下的混凝土开裂

与空间应力状态类似，当处于平面应力状态的积分点 ｉ 的最大主应力超过混凝土的抗拉强度 ｆｔ 时，积分

点 ｉ 由平面应力状态蜕变为平行裂纹方向的单轴应力状态．通过指定积分点 ｉ 在空间主应力坐标系下的 ２ 个

主应力和 ３ 个切应力为 ０ 来模拟平面应力状态下混凝土的开裂．此时，积分点 ｉ 在主应力坐标系下的应力为

σｉ ＝ { ０　 ０　 σ ０
３ｉ 　 ０　 ０　 ０ } Ｔ，σ ０

３ｉ 未知，对应的应变为 { ε ０
１ｉ 　 ε ０

２ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ，ε ０
１ｉ 和 ε ０

２ｉ 未知．

图 １　 基于指定应力方法的混凝土开裂计算流程

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｒａｃｋｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ

类似式（２９）—（３６）的推导过程，可得指定应力在未知独立参数 δ ０ ＝ － { ε ０
１ｉ 　 ε ０

２ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ 上的

等效节点荷载为

　 　 － ∫
Ｖσ
（Ｂ０） Ｔσ０

ｉ ｄＶ ＝

０
０

Ｊ ｉ ｗ ｉσ ０
３ｉ

０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， （３７）

已知非弹性应变 εｐ 在 δ ０ ＝ － { ε ０
１ｉ 　 ε ０

２ｉ 　 ０　 ０　 ０　 ０ } Ｔ 上的等效节点荷载为
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　 　 － ∫
Ｖ
（Ｂ０） ＴＤεｐｄＶ ＝

０
０

Ｊ ｉ ｗ ｉσ ｐ
３ｉ

０
０
０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

． （３８）

另外，对于单轴应力状态下的混凝土，当某积分点的轴向应力达到最大拉应力时，轴向方向开裂，此时该

积分点完全破坏，应力全部指定为零，非弹性应变 ε０ 由未知独立参数 δ ０ 求得．
此处需要说明的是，本文模拟混凝土开裂采用的弹性本构模型，且没有考虑温度等因素的影响，所以在

后续数值算例的计算程序中式（３６）、（３８）对应的等效荷载为 ０．
基于指定应力方法的混凝土开裂算法流程如图 １ 所示．

３　 数 值 算 例

为了验证本文开裂算法的正确性和有效性，将该算法在 Ｖｉｓｕａｌ Ｓｔｕｄｉｏ ２０２２ 上通过编程语言 Ｃ＋＋编制成

有限元计算程序，通过 ３ 个算例将本文算法与理论结果以及 ＡＢＡＱＵＳ ２０２２ 中 ＸＦＥＭ 计算结果进行对比．
３．１　 非均质轴拉结构

算例 １　 为了验证本文算法的正确性，首先计算一个简单的模型，对如图 ２ 所示的受均匀拉伸荷载的矩

形悬臂梁进行开裂分析．材料选用 Ｃ３０ 混凝土，其弹性模量 Ｅ ＝ ２６．８ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．１８， 抗拉强度 ｆｔ０ ＝
２．５ ＭＰａ ．为了检验本文算法的有限元计算结果是否正确，先对无裂纹的情况进行模拟，在 ＡＢＡＱＵＳ 中建立

有限元模型，采用空间 ８ 节点完全积分单元（Ｃ３Ｄ８）进行网格划分．在梁的右端施加 ｕ ＝ ０．００１ ｍ 的位移荷载，
采用 ＡＢＡＱＵＳ 和本文算法计算梁右端角点的位移，结果如表 １ 所示（因为梁的右端为 ｘ 方向的位移荷载，所
以取 ｙ 方向的位移（Ｕ２） 和 ｚ 方向的位移（Ｕ３） 进行对比）．从表 １ 可知，ＡＢＡＱＵＳ 的单元数对该悬臂梁算例的

角点位移基本没有影响，且本文算法采用 １ 个单元的计算结果与 ＡＢＡＱＵＳ 结果基本一致，为了计算方便，采
用 １ 个 Ｃ３Ｄ８ 单元来对该悬臂梁进行开裂分析．

图 ２　 受轴向拉伸载荷的矩形悬臂梁（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

表 １　 有限元位移计算结果对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

№． ｏｆ ｎｏｄｅ
ＡＢＡＱＵＳ （１ ｅｌｅｍｅｎｔ）
Ｕ２ Ｕ３

ＡＢＡＱＵＳ （２ ｅｌｅｍｅｎｔｓ）
Ｕ２ Ｕ３

ＡＢＡＱＵＳ （２０ ｅｌｅｍｅｎｔｓ）
Ｕ２ Ｕ３

ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ （１ ｅｌｅｍｅｎｔ）
Ｕ２ Ｕ３

１ －３．６０Ｅ－５ －６．９５Ｅ－２０ －３．６０Ｅ－５ －３．２２Ｅ－１８ －３．６０Ｅ－５ －１．９２Ｅ－１７ －３．６０Ｅ－５ －１．６２Ｅ－１８

２ －７．４５Ｅ－１９ －２．４３Ｅ－１８ －３．０５Ｅ－２０ －１．６１Ｅ－１８ －２．０３Ｅ－１７ －１．９９Ｅ－１７ ９．８３Ｅ－１９ ８．２７Ｅ－１９

３ －３．６０Ｅ－５ ２．７０Ｅ－５ －３．６０Ｅ－５ ２．７０Ｅ－５ －３．６０Ｅ－５ ２．７０Ｅ－５ －３．６０Ｅ－５ ２．７０Ｅ－５

４ ９．２０Ｅ－１９ ２．７０Ｅ－５ －１．１２Ｅ－１８ ２．７０Ｅ－５ －２．０３Ｅ－１７ ２．７０Ｅ－５ －９．２３Ｅ－１９ ２．７０Ｅ－５

　 　 对于图 ２ 这种受轴向均匀拉伸载荷的悬臂梁，结构各点的应力相同，为了模拟裂纹在结构中的扩展，假
设材料是非均质的，引入一个函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） 来表征结构各点强度的差异性．为简化计算，假设

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ
３Ｘ

，
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　 　 Ｘ ＝ ｍａｘ （ ｘｉ ｍａｘ， ｙｉ ｍａｘ， ｚｉ ｍａｘ），
其中， ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ 为结构某一点 ｉ 的坐标，则结构中某一点的强度可以表示为

　 　 ｆｔ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｆｔ０（１ ＋ ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）） ．
８ 个积分点的强度及其对应的开裂位移按升序排列如表 ２ 所示，表 ２ 中的开裂位移荷载是根据几何方

程 ε ＝ ｕ ／ Ｌ 和物理方程 ｆｔ ＝ Ｅε 计算得到的．根据表 ２，选择 ４ 种荷载工况对悬臂梁进行开裂模拟，得到每种工

况开裂的积分点个数以及裂纹扩展顺序，结果如表 ３ 所示．由表 ２ 和表 ３ 可知：当位移荷载（７．９０×１０－５ ｍ）小
于所有积分点的开裂位移荷载时，没有积分点开裂；当位移荷载（１．３０×１０－４ ｍ）大于所有积分点的开裂位移

荷载时，所有积分点全部开裂；并且积分点的开裂个数及其裂纹扩展顺序与积分点的开裂位移荷载及强度排

序完全一致，说明本文开裂算法对非均质混凝土的开裂模拟是正确有效的．
表 ２　 积分点的强度及其开裂位移荷载

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｐｏｎｄｉｎｇ ｃｒａｃｋｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｌｏａｄｓ

№． ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｆｔ ／ Ｐａ ｃｒａｃｋｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｌｏａｄ ｕｃ ／ ｍ

６ ２．１４Ｅ６ ７．９９Ｅ－５

４ ２．２９Ｅ６ ８．５３Ｅ－５

２ ２．３３Ｅ６ ８．７１Ｅ－５

０ ２．４８Ｅ６ ９．２５Ｅ－５

７ ３．１０Ｅ６ １．１６Ｅ－４

５ ３．２５Ｅ６ １．２１Ｅ－４

３ ３．３０Ｅ６ １．２３Ｅ－４

１ ３．４４Ｅ６ １．２８Ｅ－４

表 ３　 ４ 种荷载工况下的开裂积分点个数及裂纹扩展路径

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐａｔｈｓ ｆｏｕｒ ｌｏａｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｌｏａｄ ｕ ／ ｍ

７．９０Ｅ－５ ８．００Ｅ－５ １．００Ｅ－４ １．３０Ｅ－４

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐｏｉｎｔｓ ０ １ ４ ８

ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐａｔｈ － ６ ６→４→２→０ ６→４→２→０→７→５→３→１

３．２　 均质受弯结构

算例 ２　 对如图 ３ 所示的承受均布荷载的悬臂 Ｔ 梁进行开裂模拟．用 ＡＢＡＱＵＳ 建立有限元模型，仍然采

用 Ｃ３Ｄ８ 单元进行网格划分，均布荷载 ｑ ＝ ６０ ０００ Ｐａ ．采用 ＡＢＡＱＵＳ 中的 ＸＦＥＭ 算法模拟结构的裂纹扩展，
断裂能取为 １２４ Ｎ ／ ｍ，其他材料参数同算例 １．

图 ３　 受均布荷载的悬臂 Ｔ 梁（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ Ｔ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 ４ 为采用 ＡＢＡＱＵＳ 计算得到的结构 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 云图，图 ５ 和图 ６ 为按照本文算法迭代 ２０ 次和 ３０
次计算得到的开裂积分点顺序通过 ＭＡＴＬＡＢ 模拟的裂纹扩展状态，“☆”分别为起裂点和达到指定迭代次数

时的开裂点，图 ５（ｂ）、６（ｂ）分别为图 ５（ ａ）、６（ ａ）的局部放大图，后同．根据 ＡＢＡＱＵＳ 用户手册， ＳＴＡＴＵＳ⁃
ＸＦＥＭ 的值表示富集单元的状态， ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 为 １ 表示单元完全开裂， ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 为 ０ 表示单元没有

开裂， ０～１ 表示单元部分开裂．从图 ４ 中可以看出，悬臂梁左端红色区域的 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 值为 ０．４，说明该区
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域单元部分开裂．对比图 ４ 和图 ５、图 ６ 可以发现，本文算法得到的开裂积分点所在区域与 ＡＢＡＱＵＳ 的开裂

区域基本一致，都集中在梁左端的顶板位置，其中图 ６ 有两个开裂积分点（２７＃和 ２８＃）出现在梁的腹板位置，
可能是本文算法是通过单个积分点的最大主应力而不是通过单元的主应力是否超过抗拉强度来判断开裂点

造成的，可以看到达到指定迭代次数（３０ 次）时开裂积分点又转回到梁的顶板上了．根据第 ２ 节的开裂算法

可知，本文算法中每个积分点需要开裂 ３ 次才完全开裂，从图 ５ 和图 ６ 的开裂顺序可以看出，没有哪一个积

分点有两个开裂编号，即所有出现开裂的积分点都只开裂了 １ 次，与图 ４ 中 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 值表示的部分开

裂一致．由此可以看出， 本文算法计算得到的开裂区域和开裂状态与 ＡＢＡＱＵＳ 的开裂计算结果基本吻合，
进一步证明了本文开裂算法是正确且有效的， 同时也说明了本文开裂算法对不同受力状态的混凝土结构都

适用．

图 ４　 悬臂 Ｔ 梁 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 云图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ Ｔ⁃ｂｅａｍ

图 ５　 悬臂 Ｔ 梁迭代 ２０ 次裂纹扩展状态

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ Ｔ⁃ｂｅａｍ ａｆｔｅｒ ２０ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

图 ６　 悬臂 Ｔ 梁迭代 ３０ 次裂纹扩展状态

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ Ｔ⁃ｂｅａｍ ａｆｔｅｒ ３０ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

算例 ３　 对如图 ７ 所示的跨中承受集中荷载有预制裂纹的简支梁进行开裂模拟．切口深度为半梁高，混
凝土的材料参数参照文献［３９］，弹性模量 Ｅ ＝ ３０ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．２， 抗拉强度 ｆｔ ＝ ３．３３ ＭＰａ，断裂能 Ｇ ｆ

＝ １２４ Ｎ ／ ｍ ．在 ＡＢＡＱＵＳ 中建立该简支梁的有限元模型，切口宽度取 ２０ ｍｍ，由于 ＡＢＡＱＵＳ 中的 ＸＦＥＭ 算法

只能使用一阶单元，所以仍采用 Ｃ３Ｄ８ 进行裂纹扩展计算；为了验证本文算法对高阶单元的适用性，Ｃ＋＋程
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序中采用 ２０ 节点减缩积分单元（Ｃ３Ｄ２０Ｒ）模拟该预制裂纹梁的裂纹扩展．同时，考虑到应力集中以及程序计

算开裂时的收敛情况，在跨中选取一小块区域（２０ ｍｍ×５０ ｍｍ）作用均布位移荷载来等效跨中集中荷载．
图 ８ 和图 ９ 分别为跨中均布位移荷载 ｕ ＝ － ０．０００ ４ ｍ，－０．００４ ｍ 时，ＡＢＡＱＵＳ 计算得到的简支梁 ＳＴＡ⁃

ＴＵＳＸＦＥＭ 云图；图 １０ 和图 １１ 为相应的均布位移荷载下，本文算法使用 Ｃ３Ｄ２０Ｒ 计算得到的开裂积分点通

过 ＭＡＴＬＡＢ 模拟的裂纹扩展状态．当荷载较小 （ｕ ＝ － ０．０００ ４ ｍ）时，从图 ８ 可以看出，在跨中预制裂纹处沿

着梁高向上出现部分开裂区域（ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 值小于 １），与常规理论一致，相应地图 １０ 中的开裂积分点也

出现在这个区域，且这些积分点都只开裂了 １ 次，与图 ８ 的结果一致．当荷载较大 （ｕ ＝ － ０．００４ ｍ）时（图 ９），
开裂区域在跨中预制裂纹处沿着梁高向上一直扩展到梁顶，且沿着梁高 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 值逐渐减小，下半部

分 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 值为 １，该区域完全开裂，上半部分 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 值在 ０ ～ １ 之间，该区域部分开裂；相应

地，图 １１ 中开裂积分点也分布在预制裂纹处沿梁高向上直到梁顶的区域，且下半部分的积分点（“∗”表示

的点）都是开裂了 ２ 次或者 ３ 次的，上半部分的积分点（“ 􀳱”表示的点）只开裂了 １ 次，与图 ９ 的结果基本一

致．上述结果说明：本文开裂算法对有预制裂纹的结构同样适用；且相比 ＡＢＡＱＵＳ 中的 ＸＦＥＭ 算法，本文算法

可以使用二阶单元进行裂纹扩展计算，相比一阶单元来说二阶单元的应力计算结果更精确，在其他计算环境

相同的情况下，二阶单元对开裂区域和开裂状态的判断更准确，可以进行更精细的开裂分析．

图 ７　 预制裂纹简支梁示意图（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ７　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｒａｃｋｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 ８　 预制裂纹简支梁 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 云图 （ｕ ＝ － ０．０００ ４ ｍ）
Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｒａｃｋｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ （ｕ ＝ － ０．０００ ４ ｍ）

图 ９　 预制裂纹简支梁 ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ 云图 （ｕ ＝ － ０．００４ ｍ）
Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ＳＴＡＴＵＳＸＦＥＭ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｒａｃｋｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ （ｕ ＝ － ０．００４ ｍ）
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图 １０　 预制裂纹简支梁裂纹扩展状态 （ｕ ＝ － ０．０００ ４ ｍ）
Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｒａｃｋｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ （ｕ ＝ － ０．０００ ４ ｍ）

图 １１　 预制裂纹简支梁裂纹扩展状态 （ｕ ＝ － ０．００４ ｍ）
Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｒａｃｋｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ （ｕ ＝ － ０．００４ ｍ）

４　 结　 　 论

本文基于指定应力方法，根据线弹性理论推导出了一种新的混凝土开裂的空间有限元列式．根据该有限

元公式编制了相应的 Ｃ＋＋计算程序，通过 ３ 个算例，采用理论结果、ＡＢＡＱＵＳ 中 ＸＦＥＭ 计算结果与本文结果

进行对比，从材料的非均质性、不同的受力状态以及是否有预制裂纹多角度验证了本文开裂算法的正确性．
与常规开裂算法相比，本文开裂算法在某个积分点开裂后，应力一旦指定为零（开裂状态），在后续计算中不

会出现非零，不需要迭代过程去调整为零，大大减少了迭代次数和每次迭代过程中需要处理的数据量；相较

于 ＡＢＡＱＵＳ 中的 ＸＦＥＭ 算法只能使用一阶单元，本文开裂算法可以使用二阶单元进行开裂计算，二阶单元

相比一阶单元应力计算结果更精确，在其他计算环境相同的情况下对开裂区域和开裂状态的判断更准确，这
为商业有限元软件采用二阶单元进行更精细的开裂计算提供了一种新的途径和算法．

同时，本文算法仍有一些需要改进的地方： １） 当前算法是以线弹性本构模型为基础，后续将进一步研

究基于指定应力方法的其他本构模型（如弹塑性本构模型、塑性损伤本构模型等）的混凝土开裂算法； ２） 当

前算法以每个单元所有 Ｇａｕｓｓ 积分点的 ６ 个非弹性应变为独立未知参数，很大程度上增加了结构扩展刚度

矩阵的规模，虽然采用稀疏矩阵存储计算能够缩短计算时间，但怎样降低该算法刚度矩阵的规模、缩短计算

时间仍有必要进一步研究； ３） 本文算法是通过指定单元积分点的应力为零来设置开裂点，后续可以拓展到

指定单元的应力为零来设置开裂单元．
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ｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００５： ２１７⁃２１８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３９］　 周元德， 张楚汉， 金峰． 混凝土开裂的三维非线性数值模拟［ Ｊ］ ． 清华大学学报（自然科学版）， ２００３， ４３（１１）：
１５４２⁃１５４５．（ＺＨＯＵ Ｙｕａｎｄｅ， ＺＨＡＮＧ Ｃｈｕｈａｎ， ＪＩＮ Ｆｅｎｇ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃｏｎ⁃
ｃｒｅｔｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｓｉｎｇｈｕａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ）， ２００３， ４３（１１）： １５４２⁃
１５４５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

４５５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


