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摘要：　 基于 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表面弹性理论和磁电弹性（ＭＥＥ）理论，利用解析函数的保角映射技术，研究了反平面

机械载荷和面内电磁载荷作用下，ＭＥＥ 材料中含有纳米尺度唇口次生两不对称裂纹的断裂行为，给出了缺陷（裂纹

和唇口孔）周围广义 ＭＥＥ 应力场和裂纹尖端 ＭＥＥ 场强度因子以及能量释放率的解析解．在特殊条件下，所得结果

退化为已有结果或者给出新的结果．数值算例揭示了缺陷表面效应对裂纹尖端 ＭＥＥ 场强度因子的影响与纳米圆孔

半径、唇口孔的大小、唇口次生裂纹大小，以及外加的机⁃电⁃磁载荷有关，也揭示了考虑表面效应时，无量纲能量释

放率随唇口宽度、无穷远处机械载荷、电载荷和磁载荷的变化而变化．
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０　 引　 　 言

磁电弹性（ＭＥＥ）材料是一种具有压电、压磁和磁电耦合效应的新型功能结构材料，能实现磁场和电场

的相互转换以及能量转换，广泛应用于传感器、执行器和能量收集等［１⁃２］，ＭＥＥ 材料具有压电和压磁两种特

性，可以发挥各种特性的综合优势．因此，ＭＥＥ 材料比单一压电或压磁材料具有更高的磁电耦合性能．由于

ＭＥＥ 材料固有的脆性，所制成的设备在加工和服务过程中容易产生各种缺陷（夹杂物、孔洞和裂纹） ［３⁃４］，通
过理论和数值方法，对于 ＭＥＥ 材料中具有宏观缺陷的 ＭＥＥ 耦合断裂力学问题的研究取得了重大进展［５⁃８］ ．

经典的 ＭＥＥ 理论没有考虑缺陷的尺寸效应．但是当缺陷的尺寸达到纳米级时，材料的机械和物理性能

的尺寸效应将非常明显．原因是：当 ＭＥＥ 材料的缺陷尺寸为纳米级时，其表面与体积比值非常大，随着缺陷

尺寸的变小，缺陷表面的原子数量增加，导致表面原子变得高度活跃和极不稳定，从而影响纳米材料的 ＭＥＥ
场和强度特性［９⁃１０］ ．目前，许多学者采用原子尺度离散模型和连续介质模型对纳米材料的力学行为进行了广

泛的研究．Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表面弹性理论［１１⁃１３］是被广泛应用于纳米材料表面效应的连续介质模型之一，与表

面原子论一致，其有效性可以通过原子模拟和分子动力学模拟进行验证．
Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表面弹性理论被广泛应用于纳米裂纹 ＭＥＥ 问题的断裂特征研究，最新的研究成果如

下：Ｘｉａｏ 等［５］利用椭圆函数理论、保角映射技术和解析函数边值理论，研究了在反平面机械载荷、面内电载

荷和面内磁载荷作用下，周期性裂纹和刚性线夹杂削弱 ＭＥＥ 材料的断裂性能，得到了 ＭＥＥ 非均质材料的解

析解．Ｄｉｎｅｖａ 等［１４］讨论了纳米裂纹梯度 ＭＥＥ 材料的动态断裂性能．Ｙａｎｇ 和 Ｌｉｕ［１５⁃１６］ 基于 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表

面 ／界面模型和复势理论，通过构造新的保角映射，研究了考虑表面效应的 ＭＥＥ 材料中 ４ｎ⁃多边形纳米孔洞

产生的四个纳米裂纹和三角形纳米孔产生的三个纳米裂纹的反平面断裂问题．Ｘｉａｏ 等［１７⁃１８］ 研究了考虑表面

效应的 ＭＥＥ 材料中周期性分布径向裂纹和椭圆孔边裂纹的断裂行为．Ｇｕｏ 等［１９］在远场机械、电和磁载荷下，
研究了嵌入无限 ＭＥＥ 基质中的增强 （涂层） 纳米椭圆腔或纳米裂纹的断裂性能，利用保角映射技术和复变

函数方法对该问题进行了解析处理，导出了增强层和基体中的应力、电位移和磁感应的精确解．Ｌｉｕ 等［２０］ 基

于 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表面 ／界面模型，提出了具有表面效应的 ＭＥＥ 材料中磁电不渗透性纳米椭圆孔或纳米裂

纹的反平面剪切问题，通过使用复变函数，利用保角映射技术和方法，得到了纳米椭圆孔缩小为纳米裂纹时

裂纹尖端附近的应力、电位移和磁感应强度因子的精确解．Ｘｉａｏ 等［２１］ 基于 ＭＥＥ 效应的广义自一致模型，对
多层纳米复合材料的有效 ＭＥＥ 进行了理论研究．Ｗｕ 等［２２］基于 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表面 ／界面模型和复势理论，
通过构造新的保角映射函数，研究了 ｎ⁃多边形孔产生的 ｎ 个纳米裂纹在远场反平面机械载荷、平面电载荷

和磁载荷作用下的断裂行为．Ｘｉａｏ 等［２３⁃２４］利用 ＭＥＥ 理论和复变弹性理论研究了 ＭＥＥ 材料中含有纳米尺度

孔边任意位置贯穿裂纹和纳米级圆孔边缘任意位置径向裂纹的解析解，推导了贯穿裂纹、纳米孔和纳米裂纹

的 ＭＥＥ 场表达式，以及应力强度因子和电位移强度因子的解析解．
在一些工程问题中，缺陷并不总是二维问题中的线状裂纹，而常常由一些曲边多角形所构成．范天佑［２５］
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指出，电站大型锻件的缺陷以及汽车发电机转子轴身部分的缺陷均可被视为穿透性唇形裂纹．对于含唇形裂

纹模型的研究， 匡震邦［２６］最先构造了唇形裂纹的共形映射函数， 利用 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ 的二维各向同性弹性

理论的方法， 研究了唇形裂纹的平面问题并给出了应力及位移的解析表达式， 求得了裂纹尖端处的应力强

度因子．刘鑫等［２７］等运用 Ｓｔｒｏｈ 型公式和保角映射方法， 研究了 ＭＥＥ 材料中唇形裂纹反平面问题， 推出了

裂纹尖端场强度因子和能量释放率的解析表达式．Ｇｕｏ 等［２８］利用 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ 方法和扰动技巧研究了 ＭＥＥ
介质中穿透唇形裂纹与螺型位错的相互作用， 推导出了 ＭＥＥ 材料中由位错和唇形裂纹引起的 ＭＥＥ 场的解

析解．郭怀民等［２９］利用复变函数法和 Ｓｔｒｏｈ 型公式，研究了反平面载荷作用下一维六方准晶压电材料中唇口

次生裂纹的断裂问题，首次构造了唇口次生两不对称裂纹的缺陷力学模型，这种缺陷模型较以往的唇形裂纹

模型更符合实际工程中的情况．目前，对于 ＭＥＥ 材料中含纳米尺度唇口次生两不对称裂纹的反平面问题尚

未见有报道．
本文基于表面弹性理论、ＭＥＥ 理论和保角映射技术，提出了在 ＭＥＥ 耦合载荷下唇口次生两不对称裂纹

的微观力学模型，研究了 ＭＥＥ 材料中唇口次生两不对称裂纹周围广义 ＭＥＥ 应力场的解析解和裂纹尖端

ＭＥＥ 场强度因子以及能量释放率．通过数值算例，讨论了纳米缺陷（裂纹和唇口孔）尺寸以及施加多物理场

载荷对无量纲 ＭＥＥ 场强度因子和无量纲能量释放率的影响．研究结果揭示了 ＭＥＥ 材料中纳米级缺陷的断

裂特征，可进一步完善 ＭＥＥ 材料中纳米级缺陷的断裂理论．

１　 模型与基本方程

图 １ 为 ＭＥＥ 材料中纳米尺度唇口次生两不对称裂纹示意图，缺陷（唇口与裂纹）沿磁电极化方向穿透，
远场受机械载荷 σ∞

ｚｙ 、电载荷 Ｄ∞
ｙ 和磁载荷 Ｂ∞

ｙ 作用．假设唇口次生纳米裂纹长度分别为 Ｌ１ 和 Ｌ２，Ωｃ 表示唇口

区域， Ωｍ 表示基体区域， Ωｓ 表示缺陷表面．下标 ｃ、ｓ、ｍ 分别表示纳米孔、纳米孔表面和基体．

图 １　 ＭＥＥ 材料含纳米尺度唇口次生两不对称裂纹示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａ ｎａｎｏｓｃａｌｅ ｌｉｐ ｗｉｔｈ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｒａｃｋｓ

在空间直角坐标系中，取 ｘＯｙ 平面为各向同性平面，ｚ 轴与 ｘＯｙ 平面垂直且为电极化方向，本构方程为

　 　 ［σｚｊ 　 Ｄ ｊ 　 Ｂ ｊ］ Ｔ ＝ Ａ［γ ｚｊ － Ｅ ｊ － Ｈ ｊ］ Ｔ， （１）
其中非奇异材料矩阵为

　 　 Ａ ＝
ｃ４４ ｅ１５ ｑ１５

ｅ１５ － κ １１ － α１１

ｑ１５ － α１１ － μ １１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

几何方程为

　 　 γ ｚｊ ＝ ｕｚ，ｊ， Ｅ ｊ ＝ － φ ，ｊ， Ｈ ｊ ＝ － ψ ，ｊ， （２）
不考虑体力和电荷密度，ＭＥＥ 材料的静态平衡方程为

　 　 σ ｚｊ，ｊ ＝ ０， Ｄ ｊ，ｊ ＝ ０， Ｂ ｊ，ｊ ＝ ０， （３）
其中 ｊ ＝ ｘ，ｙ；σ ｚｊ，γ ｚｊ 和 ｕｚ 分别为应力、应变和位移； Ｄ ｊ，Ｅ ｊ 和 φ 分别为电位移、电场和电势； Ｂ ｊ，Ｈ ｊ 和 ψ 分别为

磁感应强度、磁场和磁势； ｃ４４，κ １１，μ １１ 分别为弹性刚度张量、介电常数、磁通量张量； ｅ１５，ｑ１５，α１１ 分别为压电、
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压磁、磁电耦合系数．
根据式（１）、（２）和（３），可以得到该问题的控制方程为

　 　 Ñ２ｕ ＝ ０， （４）
其中 ｕ ＝ ［ｕｚ 　 φ　 ψ］ Ｔ 表示广义位移， Ñ２ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｙ２ 是 Ｌａｐｌａｃｅ 运算符．

方程（４）为调和方程，由复变函数理论可知， ｕｚ，φ 和 ψ 可表示为三个解析函数 Ｆ１（ ｚ），Ｆ２（ ｚ），Ｆ３（ ｚ） 的实

部或虚部．假定

　 　 ｕ ＝ ［ｕｚ 　 φ　 ψ］ Ｔ ＝ Ｒｅ［Ｆ１（ ｚ）　 Ｆ２（ ｚ）　 Ｆ３（ ｚ）］ Ｔ ＝ Ｒｅ Ｆ， （５）
其中 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ， Ｒｅ（·）表示解析函数的实部．

由于 Ｆ ｉ（ ｚ）（ ｉ ＝ １，２，３） 是解析函数，故有

　 　 ∂Ｆ
∂ｘ

＝ Ｆ′， ∂Ｆ
∂ｙ

＝ ｉＦ′， （６）

其中 Ｆ′ ＝ ｄＦ ／ ｄｚ ．
根据以上结果，可得

　 　 Σ ｘ － ｉΣ ｙ ＝ ＡＦ′， （７）
　 　 Σ ｒ － ｉΣ θ ＝ ｅｉθＡＦ′， （８）

其中 Σ ｊ ＝ ［σ ｚｊ 　 Ｄ ｊ 　 Ｂ ｊ］ Ｔ 表示广义应力．

２　 磁电非渗透边界条件下的解析解

假设纳米缺陷为磁电不可通条件，基于 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 表面弹性理论［１１⁃１３］，材料基体中纳米缺陷的非经

典位移和应力边界条件如下：
　 　 ｕｃ（ ｔ） ＝ ｕｍ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ Ｓ， （９）

　 　 － Σｍ
ｒ ＝ １

ρ
∂Σ ｓ

θ

∂θ
，　 　 ｔ ∈ Ｓ， （１０）

　 　 Σ ｓ
θ ＝ ＡｓＺｓ

θ ． （１１）
纳米缺陷的表面常数矩阵为

　 　 Ａｓ ＝

ｃｓ４４ ｅｓ１５ ｑｓ
１５

ｅｓ１５ － κ ｓ
１１ － α ｓ

１１

ｑｓ
１５ － α ｓ

１１ － μ ｓ
１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

其中广义应变为 Ｚ ｉ ＝ ［γ ｚｉ 　 － Ｅ ｉ 　 － Ｈｉ］ Ｔ ，上标 ｓ 的系数为式（２）中各系数所对应的表面弹性系数．
为了解决该边值问题，基于文献［２９］中的缺陷力学模型，首次推出了含唇口次生两不对称裂纹的无限

大区域到半径为 Ｒ 的圆外部区域的保角变换公式：

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ ａρ
２

ｕ（ζ） － ｍ
ｕ（ζ）

＋ ｕ（ζ）
ρ ２（ｕ２（ζ） － ｍ）{ } ， （１２）

其中

　 　 ｕ（ζ） ＝ { ε １（ζ ＋ Ｒ） ２ ＋ ε ２（ζ － Ｒ） ２ ＋ ［（ε ２
１ － １）（ζ ＋ Ｒ） ４ ＋ ２（ε １ε ２ ＋ １）（ζ ２ － Ｒ２） ２ ＋

　 　 　 　 （ε ２
２ － １）（ζ － Ｒ） ４］ １ ／ ２ } ／ （４Ｒζ）， （１３）

　 　 ε ｉ ＝
（１ ＋ ｌｉ） ２ ＋ ｂ２ ＋ ｂ ＋ （１ ＋ ｌｉ） ｌ２ｉ ＋ ２ｌｉ ＋ ｂ２

（１ ＋ ｂ）（１ ＋ ｌｉ ＋ ｌ２ｉ ＋ ２ｌｉ ＋ ｂ２ ）
，　 　 ｉ ＝ １，２， （１４）

　 　 ｍ ＝ ｂ － １
ｂ ＋ １

， ρ ＝ １
１ － ｍ

，　 　 ０ ≤ ｍ ＜ １． （１５）

式（１２）将物理 ｚ 平面上唇口次生两不对称裂纹外部区域保角映射到数学 ζ 平面上半径为 Ｒ 的圆的外部

区域，且
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　 　 ω（Ｒ） ＝ ａ ＋ Ｌ１ ＝ ａ
２

１ ＋ ｌ１ ＋ １
１ ＋ ｌ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ω（ － Ｒ） ＝ － （ａ ＋ Ｌ２） ＝ － ａ

２
１ ＋ ｌ２ ＋ １

１ ＋ ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１６）

将解析函数 Ｆ ｉ（ ｚ）（ ｉ ＝ １，２，３） 在数学 ζ ⁃平面上 Ｌａｕｒｅｎｔ 展开为

　 　 Ｆ ｉ（ζ） ＝ ａ∗
ｉ ｌｎ ζ ＋ ∑

＋∞

－∞
ａｉｋζ ｋ，　 　 ｉ ＝ １，２，３， （１７）

其中 ａ∗
ｉ 和 ａｉｋ 是待定的复常数．选择有限项级数形式［３０］可得：

在 ζ ⁃平面上圆内

　 　 Ｆｃ（ζ） ＝
Ｆｃ

１（ζ）

Ｆｃ
２（ζ）

Ｆｃ
３（ζ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝
Ａ１

Ｂ１

Ｃ１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ζ； （１８）

在 ζ ⁃平面上圆外

　 　 Ｆｍ（ζ） ＝
Ｆｍ

１（ζ）

Ｆｍ
２（ζ）

Ｆｍ
３（ζ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝
Ｄ
Ｅ
Ｆ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ζ ＋

Ｄ －１

Ｅ －１

Ｆ －１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

１
ζ
， （１９）

其中 Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｄ －１，Ｅ －１ 和 Ｆ －１ 都是待定的复常数．
基于远场力、电和磁载荷边界条件，由式（７）和（１８）可得

　 　
Ｄ
Ｅ
Ｆ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝ － ｉ

ａρ（ε １ ＋ ε ２）
４Ｒ

Ａ －１

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

． （２０）

由纳米尺度位移和应力边界公式（９）和（１０）得待定复常数之间的关系如下：

　 　
Ａ１

Ｂ１

Ｃ１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

Ｄ
Ｅ
Ｆ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
－ １
Ｒ２

Ｄ －１

Ｅ －１

Ｆ －１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， （２１）

　 　 Ａｓ

Ｒ

Ａ１

Ｂ１

Ｃ１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ Ａ

Ｄ
Ｅ
Ｆ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＋ １
Ｒ２

Ｄ －１

Ｅ －１

Ｆ －１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （２２）

由式（２０）—（２２）可得

　 　
Ａ１

Ｂ１

Ｃ１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ － ２ｉ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１
σ∞

ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

， （２３）

　 　
Ｄ －１

Ｅ －１

Ｆ －１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ ｉ

ａρ（ε １ ＋ ε ２）
４Ｒ

Ｒ２Ａ －１ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

． （２４）

将式（１９）、（２０）和（２３）代入式（７）可得

　 　 Σ ｙ ＋ ｉΣ ｘ ＝
ａρ（ε １ ＋ ε ２）
４Ｒω′（ζ）

Ｅ ＋ Ｒ２

ζ ２ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

． （２５）

３　 裂纹尖端 ＭＥＥ 场强度因子

３．１　 裂纹尖端 ＭＥＥ场强度因子

定义 ｚ 平面裂纹尖端点处的应力强度因子、电位移强度因子和磁感应强度因子［３１］：
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Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ ｌｉｍ
ｚ→ｚ０

（Σ ｙ ＋ ｉΣ ｘ） ２π（ ｚ － ｚ０） ， （２６）

其中 ｚ０ ＝ ａ ＋ Ｌ１，式（１２）将 ｚ 平面 ｚ ＝ ｚ０ 处映射到 ζ 平面 ζ ＝ Ｒ 处．将式（２５）代入式（２６），使用 Ｌ’Ｈôｐｉｔａｌ 法则得

　 　

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ ｌｉｍ
ｚ→ｚ０

ａρ（ε １ ＋ ε ２） ２π（ ｚ － ｚ０）
４Ｒω′（ζ）

Ｅ ＋ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
êê

ù

û
úú

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

　 　 　 　
π ａρ（ε １ ＋ ε ２）

４Ｒ ω″（Ｒ）
Ｅ ＋ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
êê

ù

û
úú

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （２７）

这里 ω′（Ｒ） ＝ ０，

　 　 ω″（Ｒ） ＝ ａρ
４Ｒ２ １ ＋ ｍ

（ε １ ＋ ε ２
１ － １ ）

２
－

（ε １ ＋ ε ２
１ － １ ）

２
＋ ｍ

ρ ２［（ε １ ＋ ε ２
１ － １ ）

２
－ ｍ］ ２{ } ×

　 　 　 　
（ε １ ＋ ε ２

１ － １ ）（ε １ ＋ ε ２）

ε ２
１ － １

． （２８）

式（２７）可改写为

　 　

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝
π ａρ（ε １ ＋ ε ２）

４Ｒ ω″（Ｒ）

Ｋ∗
σ

Ｋ∗
Ｄ

Ｋ∗
Ｂ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （２９）

其中

　 　

Ｋ∗
σ

Ｋ∗
Ｄ

Ｋ∗
Ｂ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ Ｅ ＋ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
êê

ù

û
úú

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

． （３０）

定义裂纹尖端无量纲场强度因子为

　 　 Ｋ ＝
Ｋ·σ

Ｋ·Ｄ

Ｋ·Ｂ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

Ｋσ
Ⅲ

πＬ′σ∞
ｚｙ

ＫＤ
Ⅲ

πＬ′Ｄ∞
ｙ

ＫＢ
Ⅲ

πＬ′Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， （３１）

其中 Ｌ′ ＝ （２ａ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２） ／ ２ 是等效裂纹长度， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 分别表示裂纹尖端无量纲应力强度因子、裂纹尖

端无量纲电位移强度因子和裂纹尖端无量纲磁感应强度因子．
３．２　 特殊情况

① ＭＥＥ 材料含唇口次生两不对称裂纹

当纳米缺陷表面常数矩阵 Ａｓ ＝ ０ 时，式（２７）退化为

　 　

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝
π ａρ（ε １ ＋ ε ２）

２Ｒ ω″（Ｒ）

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

． （３２）
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式（３２）表示 ＭＥＥ 材料含唇口次生两不对称裂纹尖端的 ＭＥＥ 场强度因子．
② ＭＥＥ 材料含唇口裂纹

当 Ｌ１ ＝ ０，Ｌ２ ＝ ０，ε １ ＝ ε ２ ＝ １，ω（ － １） ＝ － ａ，ω（１） ＝ ａ，ω（ ｉ） ＝ － ２ｍａ
１ － ｍ２ ｉ，ω（ － ｉ） ＝ ２ｍａ

１ － ｍ２ ｉ 和 Ｒ ＝ １ 时，

式（３２）求极限可得

　 　

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ πａ （１ － β ＋ β ２ ＋ １ ）
２

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （３３）

其中 β ＝ ｈ
ａ

＝ ２ｍ
１ － ｍ２ ．式（３３）表示 ＭＥＥ 材料含唇口裂纹尖端的 ＭＥＥ 场强度因子，与文献［２７］结果一致．

③ 弹性材料含纳米尺度唇口次生两不对称裂纹

当 ｅ１５ ＝ ０，ｑ１５ ＝ ０，κ １１ ＝ ０，α１１ ＝ ０ 和 μ １１ ＝ ０ 时，式（２４）退化为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝

π ａρ（ε １ ＋ ε ２）

４Ｒ ω″（Ｒ）
１ ＋

Ｃｓ
４４ － Ｃ４４Ｒ

Ｃｓ
４４ ＋ Ｃ４４Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ σ∞

ｙｚ ． （３４）

式（３４）表示弹性材料含纳米尺度唇口次生两不对称裂纹尖端的应力强度因子．
④ ＭＥＥ 材料含纳米尺度唇口次生右侧裂纹

当 Ｌ２ ＝ ０，ε ２ ＝ １ 时，式（２７）退化为

　 　

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝
π ａρ（１ ＋ ε １）

４Ｒ ω″（Ｒ）
Ｅ ＋ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
êê

ù

û
úú

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （３５）

其中

　 　 ω″（Ｒ） ＝ ａρ
４Ｒ２ １ ＋ ｍ

（ε １ ＋ ε ２
１ － １ ）

２
－

（ε １ ＋ ε ２
１ － １ ）

２
＋ ｍ

ρ ２［（ε １ ＋ ε ２
１ － １ ）

２
－ ｍ］ ２{ } ×

　 　 　 　
（ε １ ＋ ε ２

１ － １ ）（ε １ ＋ １）

ε ２
１ － １

． （３６）

式（３５）表示 ＭＥＥ 材料含纳米尺度唇口次生右侧裂纹尖端的 ＭＥＥ 场强度因子．
⑤ ＭＥＥ 材料含 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 纳米裂纹

当 Ｌ１ ＝ ０，Ｌ２ ＝ ０，ｈ ＝ ０ 和 ｍ ＝ ０ 时，式（２７）退化为

　 　

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ πａ
２

Ｅ ＋ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
êê

ù

û
úú

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

． （３７）

式（３７）表示 ＭＥＥ 材料含 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 纳米裂纹尖端的 ＭＥＥ 场强度因子．

４　 能量释放率

根据文献［３１］，能量释放率公式可表示为

　 　 Ｊ ＝ １
２

Ｋσ
Ⅲ ＫＤ

Ⅲ ＫＢ
Ⅲ[ ] Ａ －１

Ｋσ
Ⅲ

ＫＤ
Ⅲ

ＫＢ
Ⅲ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （３８）

将式（２７）代入式（３８），可得
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　 　 Ｊ ＝
πａ２ρ ２（ε １ ＋ ε ２） ２

３２Ｒ２ω″（Ｒ）

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ｔ

ＢＴＡ －１Ｂ

σ∞
ｚｙ

Ｄ∞
ｙ

Ｂ∞
ｙ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （３９）

其中

　 　 Ｂ ＝ Ｅ ＋ Ａ Ａ ＋ Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

Ａ － Ａｓ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ －１é

ë
êê

ù

û
úú ． （４０）

当 Ａｓ ＝ ０ 时，可得不考虑表面效应时，ＭＥＥ 材料中含唇口次生两不对称裂纹的能量释放率公式：

　 　 Ｊ０ ＝
πａ２ρ ２（ε １ ＋ ε ２） ２

８Ｒ２ω″（Ｒ）
· Π

ｄｅｔ Ａ
， （４１）

其中

　 　 Π ＝ （κ １１μ １１ － α２
１１）（σ∞

ｚｙ ） ２ － （ｑ２
１５ ＋ ｃ４４μ １１）（Ｄ∞

ｙ ） ２ － （ｅ２１５ ＋ ｃ４４κ １１）（Ｂ∞
ｙ ） ２ ＋

　 　 　 　 ２（ｅ１５μ １１ － ｑ１５α１１）σ∞
ｚｙ Ｄ∞

ｙ ＋ ２（κ １１ｈ１５ － α１１ｅ１５）σ∞
ｚｙ Ｂ∞

ｙ ＋ ２（ｃ４４α１１ ＋ ｅ１５ｑ１５）Ｄ∞
ｙ Ｂ∞

ｙ ． （４２）

５　 数 值 算 例

取 ＭＥＥ 材料作为基体材料［２０］，常数见表 １，纳米缺陷（唇口孔和裂纹）的表面常数见表 ２［１９，３２］ ．
表 １　 基体材料的 ＭＥＥ 常数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｇｎｅｔｏｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｍａｔｅｒｉａｌ

ｃ４４ ／ Ｐａ ｅ１５ ／ （Ｃ·ｍ－２） κ１１ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ｑ１５ ／ （Ｎ·Ａ－１·ｍ－１） α１１ ／ （Ｎ·ｓ·Ｖ－１·Ｃ－１） μ１１ ／ （Ｎ·ｓ２·Ｃ－２）

４．５３×１０１０ １１．６ ８×１０－９ ５５０ ５×１０－１２ ５．９×１０－４

表 ２　 纳米缺陷的表面常数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｕｒｆａｃｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ ｎａｎｏｄｅｆｅｃｔｓ

ｃｓ４４ ／ （Ｎ·ｍ－１） ｅｓ１５ ／ （Ｎ·Ａ－１） κ ｓ
１１ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ｑｓ１５ ／ （Ｎ·Ａ－１） α ｓ

１１ ／ （Ｎ·Ａ－１） μ ｓ
１１ ／ （Ｎ·ｓ２·Ｃ－２）

６ ３．３×１０－７ ５×１０－１７ ３×１０－１１ ６×１０－２１ ０

　 　 图 ２ 给出了经典弹性理论和考虑表面效应时，裂纹尖端无量纲应力强度因子 Ｋ·σ、 裂纹尖端无量纲电位

移强度因子 Ｋ·Ｄ 和裂纹尖端无量纲磁感应强度因子 Ｋ·Ｂ 随纳米孔半径 Ｒ 的变化趋势，令 σ∞
ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ，Ｄ∞

ｙ ＝ ３
× １０ －３ Ｃ·ｍ －２，Ｂ∞

ｙ ＝ ２ × １０ －２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１，ａ ＝ １０ ｎｍ，ｈ ＝ ２．５ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ２．５ ｎｍ，Ｌ２ ＝ ５ ｎｍ， 在经典弹性理论中，
Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 分别只与机械载荷、电载荷和磁载荷有关，且三者数值始终相等．而从图中可看出在纳米尺度

下， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 均受到机械载荷、电载荷和磁载荷的影响，说明表面效应会使磁、电、弹性场耦合．从图中

还可以看出，当 Ｒ ＝ ０ ｎｍ 时， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 均趋于 ０，随着孔洞半径 Ｒ 的增加， Ｋ·σ 和 Ｋ·Ｄ 均逐渐增加，而 Ｋ·Ｂ

随着孔洞半径 Ｒ 的增加迅速增加，最终趋于经典弹性理论中的结果，说明随孔洞半径 Ｒ 的逐渐增加表面效

应的影响开始逐渐减小，最终趋于经典弹性理论中的结果．
图 ３—６ 给出了经典弹性理论和考虑表面效应时裂纹尖端无量纲应力强度因子 Ｋ·σ、 裂纹尖端无量纲电

位移强度因子 Ｋ·Ｄ 和裂纹尖端无量纲磁感应强度因子 Ｋ·Ｂ 分别随 ａ ／ ｈ，ｈ ／ ａ，Ｌ１ ／ ａ 和裂纹相对长度 Ｌ２ ／ Ｌ１ 的变

化趋势．在图 ３—６ 中，取远场反平面载荷 Ｄ∞
ｙ ＝ ３ × １０ －３ Ｃ·ｍ －２，Ｂ∞

ｙ ＝ ２ × １０ －２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１，σ∞
ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ 和 Ｒ

＝ ａ ．图 ３ 中令 ｈ ＝ ２．５ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ２．５ ｎｍ，Ｌ２ ＝ ５ ｎｍ ．由图 ３ 可知在经典准晶弹性理论下，当唇口高度 ｈ ＝ ２．５ ｎｍ
时，随着唇口宽度 ａ 增加， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 数值始终相等，然而当考虑表面效应时， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 三者数值明

显不同， Ｋ·σ 和 Ｋ·Ｄ 随着唇口宽度 ａ 的增加逐渐增加，增加的速度不同，具有明显尺寸依赖效应，最终趋于经

典准晶弹性理论结果，而 Ｋ·Ｂ 在纳米尺度下受到的影响很小．图 ４ 中令 ａ ＝ １０ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ５ ｎｍ，Ｌ２ ＝ １０ ｎｍ ．由图

４ 可知在经典准晶弹性理论下，当唇口宽度 ａ ＝ １０ ｎｍ 时，随着唇口高度 ｈ 增加， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 三者数值相

同，无论是否考虑表面效应， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 均随唇口高度 ｈ 的增加逐渐减小最终趋于稳定．图 ５ 中令 ａ ＝ １０
ｎｍ，ｈ ＝ ５ ｎｍ，Ｌ２ ＝ １０ ｎｍ ．由图 ５ 可知在经典准晶弹性理论下，当唇口宽度 ａ ＝ １０ ｎｍ 时，随着唇口右侧裂纹

Ｌ１ 增加， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 三者数值相同，经典弹性理论和考虑表面效应时， Ｋ·σ 和 Ｋ·Ｂ 均随唇口右侧裂纹尺寸

Ｌ１ 增加，先逐渐增加至最大值后趋于稳定，而 Ｋ·Ｄ 缓慢增加最终也趋于稳定．图 ６ 中令 ａ ＝ １０ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ５ ｎｍ，
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ｈ ＝ １０ ｎｍ ．由图 ６ 可知，当右侧裂纹 Ｌ１ ＝ ５ ｎｍ 时，随着唇口左侧裂纹 Ｌ２ 增加，无论是否考虑表面效应， Ｋ·σ，
Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 均随左侧裂纹尺寸的增大而递减．从图 ４—６ 中还可以看出，考虑表面效应时裂纹尖端无量纲应力

强度因子和裂纹尖端无量纲电位移强度因子小于不考虑表面效应，而裂纹尖端无量纲磁感应强度因子在纳

米尺度下受到的影响较小．

图 ２　 Ｋ 随 Ｒ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ Ｒ
图 ３　 Ｋ 随 ａ ／ ｈ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ ａ ／ ｈ

图 ４　 Ｋ 随 ｈ ／ ａ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ ｈ ／ ａ
图 ５　 Ｋ 随 Ｌ１ ／ ａ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ Ｌ１ ／ ａ

图 ６　 Ｋ 随 Ｌ２ ／ Ｌ１ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ Ｌ２ ／ Ｌ１

图 ７　 Ｋ 随 σ∞
ｚｙ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ σ∞
ｚｙ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

０４３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



图 ７—９ 分别给出了机械载荷、电载荷和磁载荷对裂纹尖端无量纲应力强度因子 Ｋ·σ、 裂纹尖端无量纲

电位移强度因子 Ｋ·Ｄ 和裂纹尖端无量纲磁感应强度因子 Ｋ·Ｂ 的影响规律．图 ７ 中令 ａ ＝ ５ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ２．５ ｎｍ，ｈ ＝
２．５ ｎｍ，Ｌ２ ＝ ５ ｎｍ，Ｄ∞

ｙ ＝ ３ × １０ －３ Ｃ·ｍ －２，Ｂ∞
ｙ ＝ ２ × １０ －２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１ 和 Ｒ ＝ ａ ．由图 ７ 可知，机械载荷 σ∞

ｚｙ 对 Ｋ·σ，
Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 有不同的影响， Ｋ·σ 随着 σ∞

ｚｙ 的增加单调减少后趋于稳定， Ｋ·Ｄ 随着 σ∞
ｚｙ 的增加呈线性减少， Ｋ·Ｂ 随

着 σ∞
ｚｙ 的增加变化很小，说明 σ∞

ｚｙ 的增加对 Ｋ·Ｂ 的影响很小．图 ８ 中令 ａ ＝ ５ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ２．５ ｎｍ，ｈ ＝ ０．５ ｎｍ，Ｌ２ ＝
５ ｎｍ，σ∞

ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ，Ｂ∞
ｙ ＝ ２ × １０ －２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１ 和 Ｒ ＝ ａ ．由图 ８ 可知，电载荷 Ｄ∞

ｙ 对 Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 有不同的

影响，随着 Ｄ∞
ｙ 的增加， Ｋ·σ 呈线性增加， Ｋ·Ｄ 单调增加后趋于稳定值， Ｋ·Ｂ 变化很小，说明 Ｄ∞

ｙ 的增加对 Ｋ·Ｂ 的

影响很小．图 ９ 中令 ａ ＝ ５ ｎｍ，ｈ ＝ ２．５ ｎｍ，Ｌ１ ＝ ２．５ ｎｍ，Ｌ２ ＝ ５ ｎｍ，σ∞
ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ，Ｄ∞

ｙ ＝ ３ × １０ －３ Ｃ·ｍ －２ 和 Ｒ ＝
ａ ．由图 ９ 可知，随着 Ｂ∞

ｙ 的增加， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 变化较小，说明 Ｂ∞
ｙ 的增加对 Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 的影响很小．在经

典准晶弹性理论中， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 三者数值相等且与无穷远处机械载荷、电载荷和磁载荷的变化无关．而从

图 ７—９ 中还可以看出，考虑表面效应时， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 三者数值明显不同，且随着无穷远处机械载荷、电载

荷和磁载荷的变化而变化，这与经典准晶弹性理论是不同的．

图 ８　 Ｋ 随 Ｄ∞
ｙ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ Ｄ∞
ｙ

图 ９　 Ｋ 随 Ｂ∞
ｙ 的变化曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｋ ｗｉｔｈ Ｂ∞
ｙ

　 　 图 １０ 给出了无量纲能量释放率 Ｊ ／ Ｊ０ 随唇口宽度 ａ 的变化趋势， Ｊ０ 表示不考虑表面效应 ＭＥＥ 材料中含

唇口次生两不对称裂纹的能量释放率．令 ｈ ＝ ０．５ａ，Ｌ１ ＝ ０．５ａ，Ｌ２ ＝ ａ，Ｒ ＝ ａ，σ∞
ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ，Ｄ∞

ｙ ＝ ３ × １０ －３ Ｃ·ｍ －２，
Ｂ∞

ｙ ＝ ２ × １０ －２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１ ．由图 １０ 可知，经典准晶弹性理论时， Ｊ ／ Ｊ０ 与缺陷尺寸无关，而考虑表面效应时，
Ｊ ／ Ｊ０ 有明显的尺寸依赖效应，且随着唇口宽度 ａ 的增加迅速增大后减小，最后趋于经典准晶弹性理论．

图 １０　 Ｊ ／ Ｊ０ 随 ａ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｊ ／ Ｊ０ ｗｉｔｈ ａ

图 １１　 Ｊ ／ Ｊｃｒ 随 σ∞
ｚｙ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｊ ／ Ｊｃｒ ｗｉｔｈ σ∞
ｚｙ
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　 　 图 １１—１３ 分别给出了机械载荷 σ∞
ｚｙ 、电载荷 Ｄ∞

ｙ 和磁载荷 Ｂ∞
ｙ 对无量纲能量释放率 Ｊ ／ Ｊｃｒ 的影响规律，其

中 ｈ ＝ ａ， Ｌ１ ＝ ２．５ ｎｍ， Ｌ２ ＝ ３ ｎｍ， Ｒ ＝ ａ， Ｊｃｒ ＝ ５ Ｎ·ｍ －１ ．图 １１ 中令 ａ ＝ ２ ｎｍ，Ｂ∞
ｙ ＝ ０．０２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１， 分别取

Ｄ∞
ｙ ＝ ０．００１ Ｃ·ｍ －２，Ｄ∞

ｙ ＝ ０．００３ Ｃ·ｍ －２，Ｄ∞
ｙ ＝ ０．００５ Ｃ·ｍ －２ ．由图 １１ 可知， Ｊ ／ Ｊｃｒ 随着 σ∞

ｚｙ 增加而增加，当 Ｂ∞
ｙ 不

变时， Ｄ∞
ｙ 越大， Ｊ ／ Ｊｃｒ 也越大．图 １２ 中令 ａ ＝ ０．５ ｎｍ，σ∞

ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ， 分别取 Ｂ∞
ｙ ＝ ０．０２ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１，Ｂ∞

ｙ ＝ ０．０４
Ｎ·Ａ －１·ｍ －１，Ｂ∞

ｙ ＝ ０．０６ Ｎ·Ａ －１·ｍ －１ ．由图 １２ 可知， Ｊ ／ Ｊｃｒ 随着正电载荷 Ｄ∞
ｙ 增加而增加，随着负电载荷 Ｄ∞

ｙ 增加

先减小后增大．当 σ∞
ｚｙ 不变时， Ｂ∞

ｙ 越大， Ｊ ／ Ｊｃｒ 也越小．图 １３ 中令 ａ ＝ ２ ｎｍ，σ∞
ｚｙ ＝ ６ ＭＰａ， 分别取 Ｄ∞

ｙ ＝ ０．００１
Ｃ·ｍ －２，Ｄ∞

ｙ ＝ ０．００３ Ｃ·ｍ －２，Ｄ∞
ｙ ＝ ０．００５ Ｃ·ｍ －２ ．由图 １３ 可知， Ｊ ／ Ｊｃｒ 随着 Ｂ∞

ｙ 增加而减小，当 σ∞
ｚｙ 不变时，正电

载荷 Ｄ∞
ｙ 越大， Ｊ ／ Ｊｃｒ 也越大．

图 １２　 Ｊ ／ Ｊｃｒ 随 Ｄ∞
ｙ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｊ ／ Ｊｃｒ ｗｉｔｈ Ｄ∞
ｙ

图 １３　 Ｊ ／ Ｊｃｒ 随 Ｂ∞
ｙ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｊ ／ Ｊｃｒ ｗｉｔｈ Ｂ∞
ｙ

６　 结　 　 论

本文基于表面弹性理论、保角映射技术和 ＭＥＥ 耦合力学理论，研究了机械⁃电⁃磁载荷作用下纳米尺度

唇口次生两不对称裂纹的断裂特征，利用复势函数理论，得到了裂纹尖端 ＭＥＥ 强度因子的解析解和能量释

放率，讨论了纳米圆孔半径、唇口孔的大小、唇口次生裂纹大小以及外加的机械⁃电⁃磁载荷对 ＭＥＥ 场强因子

的影响．所得结论如下：
１） 考虑表面效应时， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 随缺陷尺寸的增加表面效应影响减小，当缺陷尺寸增加到一定程度

时，结果趋于经典弹性理论．
２） 考虑表面效应时， Ｋ·σ 和 Ｋ·Ｄ 随唇口孔尺寸和裂纹尺寸的变化而变化，而 Ｋ·Ｂ 随唇口孔尺寸和裂纹尺

寸的变化很小，说明 Ｋ·Ｂ 在纳米尺度下受到的影响很小．
３） 考虑表面效应时， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 均随无穷远处机械载荷、电载荷和磁载荷的变化而变化，而磁载荷

对其影响较小； Ｋ·Ｂ 随着机械载荷、电载荷和磁载荷增加变化很小．经典弹性理论下， Ｋ·σ，Ｋ·Ｄ 和 Ｋ·Ｂ 与无穷远

处机械载荷、电载荷和磁载荷无关．
４） 考虑表面效应时，无量纲能量释放率 Ｊ ／ Ｊ０ 随唇口宽度的增加先增大后减小最终趋于经典弹性理论；

无量纲能量释放率 Ｊ ／ Ｊｃｒ 也随无穷远处机械载荷、电载荷和磁载荷的变化而变化．
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