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摘要: � 对于某些非线性波方程, 动力系统方法的分析说明所谓的圈孤子解和反圈孤子解实际上

是人为的现象�� 所谓的圈孤子解由 3个解合成, 不是1 个真解�� 是否存在非线性波方程, 使得该方

程的行波系统存在真正的 1个圈解? 若这样的解存在,它们有怎样的精确参数表示? 该文回答这

些问题��
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引 � �言

自1981年Konno, Ichikawa和Wadadi[ 1]首次通报具有张力的弹性杆非线性振动模型存在所

谓的圈孤子解以来, 20 余篇涉及圈孤子解的学术论文已发表�� 最近, Stepanyants[ 2] 和

Parkes[ 3- 5]研究了约化的 Ostrovsky 方程和短脉冲方程( SPE) ��他们发现了所谓的圈周期解��
我们在文献[ 6]中已证明,短脉冲方程(见文献[ 7- 8] )
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存在精确圈解

� �
�( �) = 2 csech �/ c ,

�( �) = x + ct = - �+ 2 c tanh �/ c - �0,
( 2)

其中 u( x , t ) = �( x + ct ) = �( �) 由( 2) 式通过参变量 �来定义 �� 此外,当(- c) < �m时,

广义的Vakhnenko模型( GVE) (见文献[ 9- 12] )
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有精确圈解
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� �

�( �) = �msech2 �m
c
� , � � � � (- � , � ) ,
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6
a2
�+ �m tanh

�m
c
� ,

( 4)

其中 � � a2 =
1
2

p + q , �m = -
3( p c + �)

2a2
��

文献[ 6]的主要结果说明,事实上 1个圈解由 3个有界的破缺行波解(即关于行波变量 �

= x - ct 存在的�时间区间�在�时间�发展的正(负)方向是有限的解) ��所谓的�圈孤子解�,不
是1个真实的解��而是人为地组合的假圈解��我们已经从动力学观点对文献[ 6]中所考虑的

4个方程仔细地研究了这种人为的现象��请问是否存在非线性波方程,它的解集中有�真正�

的圈解? 这是很有趣的问题��答案是正面的��本文将讨论这个问题��
在文献[ 13]中我们已经证明,具有下面的参数表示:

� �
�( �) = Asech

p
( �) ,

�( �) = x - ct = �- A tanh( �) + �0
( 5)

的解满足一族非线性波方程,其中 p 是一个整数, A 和�0是常数, A > 0�� 对于 p 分别等于 1和

2的特别情形, 存在解( 5)的非线性波方程有以下形式:

� � uxxx +
A[ A

3
- 2( 3- 4A

2
) u

2
+ 3( A - 2) u

4
]

c( A - u
2
)

4 u t = 0 ( 6)

和

� � uxxx +
4[ B + ( 3B - 3) u ]

c( 1- u)
4 u t = 0�� ( 7)

我们将要研究这两个方程的�真�圈解的存在性及其性质��本文的主要结果是以下的定理��
定理 1�方程( 6)和( 7)的对应行波系统存在至少一族非闭轨道,它们位于对应行波系统

的1条奇直线和鞍点的稳定和不稳定流形所包围的区域内��这些非闭轨道确定该方程的一族
破缺圈解��

对于方程( 1)和( 3)的行波系统,类似于定理 1的结论也成立��定理 1的结论是第 1 节和

第2节结果的推论��
如果我们在( 5)式中取 � � (- � , � ) ,并令 �0 = 0, 于是当 A 从A > 1减少到 0 < A �

1时,函数 �- A tanh( �) 的零点的个数和位置被改变 �� 从而由( 5) 式定义的函数 �( �) 在( �,

�) - 平面的图(即波形图) 被改变,使其由大圈变到小圈( A > 1时) , 尖波解( A = 1时) ,最后变

为光滑的孤立波解( 0 < A < 1时) (见图 1( a) ~ ( e) ) ��

( a) A = 1. 9 ( b) A = 1. 6
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( c) A = 1. 2 ( d) A = 1 ( e) A = 0. 7

图 1� 当 A 改变时,由( 5)式定义的 �(�) 的波形

1 �方程( 6)的破缺圈解

令 u ( x , t ) = �( x - ct ) , 我们得到方程( 6)的以下行波系统:

� � ���� -
A[ A

3
- 2( 3A - 4A

2
) �

2
+ 3( A - 2) �

4
]

( A - �
2
)

4 �� =

� � � � ����-
A�[ A

2
- ( 2- A ) �

2
]

( A - �2) 3
�

= 0��

关于 �积分上述方程并取积分常数为0得

� � d�
d�= y ,

dy
d�=

A�[ A
2
- ( 2- A) �2]

( A - �
2
)

3 , ( 8)

( 8)式是一个 Hamilton系统,其Hamilton量为

� � H ( �, y ) =
1
2 y

2
-

A[ A - ( 2 - A ) �
2
]

2( A - �
2
)

2 = h�� ( 9)

显然, ( 8)式是有奇直线 �= � �s = � A 的奇行波系统(见文献[ 14- 16] ) �� 当 A > 2时, ( 8)

式只有 1个平衡点在原点O( 0, 0) �� 当0< A < 2时, ( 8) 式有3个平衡点O( 0, 0) 和 P� ( � �1,

0) , 其中 �1 = A/ 2- A �� 特别当A = 1时, �s = �1 = 1�� 记 h0 = H ( 0, 0) = - 1/ 2, h1 =

H ( � �1, 0) = - ( 2- A)
2
/ ( 8( 1- A) ) �� 通过定性分析,我们得到如图 2( a) ~ ( d)所示的( 8)式

的相图��

� � ( a) A � 2 � � � � � � ( b) 1 < A < 2 � � � � � ( c) A = 1 � � � � � � � ( d) A < 1

图 2� 当 A 减小时, (8)式的相图的改变

由图 2可见,当 A > 1时, 对于所有的 h � (- � , h0) ,由H ( �, y ) = h所定义的水平曲线

由 4族非闭曲线所组成: 两族曲线 �2, 3 位于奇直线 �= � A 和鞍点O( 0, 0) 的稳定和不稳

定流形所包围的区域内; 另外两族 �1, 4 分别位于奇直线 �= � A 的左边和右边 �� 对于每
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个固定的 h < h0,图3( a) 所示为 4条曲线 �1, 2, 3, 4,它们分别穿过4个点( r1, 0) , ( r2, 0) , (- r 2,

0) 和(- r 1, 0) , 其中

� � r
2
1, 2( h) =

A
2h ( 2- A) + 4h � 4- 4A + 8h + A

2
- 8Ah �� ( 10)

当 A = 1时, r1 � 1, 不存在 �1, 4 (见图 2( c) ) ��
根据本人在文献[ 14- 16]中所发展的奇行波方程的基本理论,当 A > 1时, 在 �的有限时

间区间内,沿着 �1, 2, 3, 4, �( �) 将分别趋于 �s = � A , 即 �( �) 是方程( 6)的破缺波解��
当 h = h0时,由 H ( �, y ) = - 1/ 2 = h0 定义的水平曲线如图 3( b)和图 3( e)所示��

� � ( a) A > 1, h < h0 � � � � � � � ( b) A > 1, h = h0

� ( c) A > 2, h > h0 或 � � � � � � � ( d) A = 1, h < h0 � � � � � � ( e) A = 1, h = h0

1 < A � 2, h0 < h < h1

图 3� 取不同的 A 值时,由 H ( �, y ) = h 定义的某些水平曲线

由H ( �, y ) = h0可得 y = � � A
2
- �2/ | A - �2 | �� 在给定的初始条件下(对应于不同

的 �0) 积分( 8)式的第 1个方程,可得在右半相平面内鞍点( 0, 0)的稳定和不稳定流形(见图 3

( c) )的参数表示如下:

� � �( �) = A sech( �) , �( �) = � [ �- A tanh( �) + �0] �� ( 11)

取 �0 = 0,如果在( 11) 式中我们令 � � (- � , � ) , 则( 11)式所定义的函数的图如图1( a)~ ( d) ��
对应于不同的 A > 1和A = 1的A 值, 在某些文献中, 这些图分别被称为圈孤子解和峰形尖波

解��

然而从图 3( b)可见, ( 8)式的鞍点( 0, 0)的稳定和不稳定流形位于直线 �= A 的左边,即

�( �) � A �� 这意味着对于这两个流形, 我们必须取 � � (- � , - �0) 和 � � ( �0, � ) ,其中

�0 = arcosh( A ) �� 因此,在右半相平面内鞍点( 0, 0)的稳定和不稳定流形实际上定义了 1个
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破缺的扭波解和 1个破缺的反扭波解�� ( 11)式是 1个假圈解��
以下我们考虑方程( 6)的�真�圈解的存在性, 研究由H ( �, y ) = h < h0定义的通过点( r 2,

0) 的( 8) 式的有界轨道 �2 (见图 3( a) )的参数表示��对于某个固定的 h < - 1/ 2 = h0, ( 9)式所

定义的Hamilton量可记为

� � y
2

= 2h -
A [ A - ( 2 - A) �2

]

( A - �
2
)

2 =
(- 2h ) ( r

2
1( h) - �2) ( �2 - r

2
2( h) )

( A - �
2
)

2 ,

其中 r1, 2( h) 由( 10) 式定义, 并且 0 < r 2 < A < r1��
应用( 8)式的第 1个方程,我们得到(文献[ 17] )

� �

�( �) =
r 2( h)

dn( �, k )
, � � � � (- �01, �01) ,

�( �) =
1

- 2h

A
r1( h)

�- r1( h) E( arcsin( sn( �) ) , k ) +

� �
r 1( h) k

2sn( �, k) cn( �, k )

dn( �, k )
,

( 12)

其中 � � k =
r

2
1( h) - r

2
2( h)

r1( h)
, �01 = dn- 1 r2( h)

A
, k ,

E(�, k ) 是第二类完全椭圆积分��
由于 �3与 �2关于 y- 轴对称,故(- �( �) , - �( �) )是 �3的参数表示,其中( �, �) 由( 12)

式确定��

( a) h = - 101 ( b) h = - 51

( c) h = - 21 ( d) h = - 11 ( e) h = - 6

图 4� 当 A = 3 时,对应于不同的 h < h0 , 函数 f 1( �) 和 f 2( �) 的图

显然,由( 12)式可知,当 �= 0, �( 0) = 0, �( 0) = r 2( h)�� 易证存在 h的值hm使得对于一
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切 h � hm < h0, 恒存在 �l满足 �l < �02, 且 �( � �l) = 0, �( � �l) = r2( h) / dn( �l, k ) �

r 2( h )�� 因此,存在不可数无穷多的 h < hm, 使得( 12)式产生不可数无穷多的破缺的圈解��为
证上述结论,我们定义

� � y = f 1( �) �
A

r 1( h)
�,

� � y = f 2( �) � r1( h) E( arcsin( sn( �) ) , k ) -
r 1( h) k

2sn( �, k ) cn( �, k )

dn( �, k )
��

可以证明对于给定的 h < hm , 直线 y = f 1( �) 和曲线 y = f 2( �) 至少在 3 个点( 0, 0) 和

� A / r 1( h) �l, � �l 相交 �� 事实上,注意到 f
�
1( �) = A / r 1( h) 和

� � f
�
2( �) = r1 1- k

2cn2
( �, k ) -

k
4sn2

( �, k) cn2
( �, k)

dn2
( �, k )

��

因此 � � f
�
1( 0) =

A
r1( h)

>
r 2( h)

r 1( h)
= f

�
2 ( 0)��

易见当 � � ( 0, �02) , f
�
2 ( �) > 0且 f 2( �02) > ( r2( h) / r 1( h ) ) �02 (见图 4( a) ~ ( e) ) ��这就证明

了 �的值 �l的存在性��

取图 4中所有的 h 值,利用( 12) 式我们可得到由非闭轨道族 �
h
2 所确定的方程( 6)的破

缺反圈解, 如图 5( a) ~ ( e)所示��类似地, 利用( 12)式我们可得到由非闭轨道族 �h3 所确定

的方程( 6)的破缺圈解,如图 5( f ) ~ ( j)所示��在这些图中,我们绘出了直线 �= � A, 用以描

述 �( �) 在( �, �) - 平面的界��
我们可类似地讨论 A = 1的情况 �� 以下事实是值得注意的:对于固定的 A � 1,存在 hm

< h0使得当 h 从- � 增加到 hm时, ( 6) 式的圈解变成了 1个闭曲线 �� 例如,当 A = 3, 我们

得到图6所示的解��

2 �方程( 7)的破缺圈解

对应于方程( 7) , 我们得到方程( 7)的以下行波方程:

� � ���� -
4[ B + ( 2B - 3) �]

c( 1- �)
4 �� = ����-

2�( 2B - 3�+ �2)
B ( 1- �) 3

�
= 0�� ( 13)

关于 �积分上述方程并取积分常数为0得

� � d�
d�

= y ,
dy
d�

=
2�( 2B - 3 <+ <

2
)

B ( 1- <)
3 1 ( 14)

( 14)式是一个Hamilton系统,其Hamilton量为

( a) h = - 101 ( b) h = - 51
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( c) h = - 21 ( d) h = - 11 ( e) h = - 6 ( f) h = - 101

( g) h = - 51 ( h) h = - 21 ( i) h = - 11 ( j) h = - 6

图 5  当 A = 3 时,方程( 6)的破缺反圈解和破缺圈解

( a) A = 3, h = - 1. 7 ( b) 上闭曲线 ( c) 下闭曲线

图 6  函数 f 1( V ) 和 f 2( V ) 的图以及方程( 6)的闭曲线解

  H1( <, y ) =
1
2

y
2
-

2[ B - 2+ ( 4- 2B ) <- 2<2
+ <

3
]

B ( 1- <)
2 1 ( 15)

( 14)式是有奇直线 < = <s = 1的奇行波系统 1 当 B > 9/ 8, ( 14) 式只有1个平衡点 O( 0, 0) 1 

当0 < B < 9/ 8, ( 14) 式有 3 个平衡点 O( 0, 0) , P 1( <1, 0) , P2( <2, 0) , 其中 <1, 2 = ( 3 ?

9 - 8B ) / 21 特别当 B = 1, <1 = 2, <s = <2 = 11 记

  hO = H 1( 0, 0) =
2( B - 2)

B
, h1 = H 1( <1, 0) =

4[ ( 17- 14B ) + ( 7- 4B ) $ ]

B( $ + 1)
2 ,

  h2 = H 1( <2, 0) =
4[ ( 17 - 14B ) - ( 7 - 4B) $ ]

B ( $ - 1)
2 , $ = 9- 8B 1 

通过定性分析, 我们得到如图 7( a) ~ ( e)所示的( 14)式的相图1 

对应于图 7,我们有如图 8( a) ~ ( d)所示的由H 1( <, y ) = hO和H 1( <, y ) = hO - 0. 5定义

的水平曲线图1 
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( a) B > 9/ 8 ( b) B = 9/ 8

( c) 1 < B < 9/ 8 ( d) B = 1 ( e) 0 < B < 1

图 7 当 B 减小时, (14)式的相图的变化

 ( a) B > 1, h = hO    ( b) B > 1, h < hO   ( c) B = 1, h = hO    ( d) B = 1, h < hO

图 8  当 A 取不同的值时,由 H 1( <, y ) = h 定义的水平曲线图

由于H 1( <, y ) = hO 可化为y
2

= ( 4<2
( 1- </ B) ) / ( 1- <)

2
1 对应于( 14)式的相图中第 1

象限内鞍点( 0, 0)的不稳定流形,应用( 14)的第 1个方程在给定的初始条件下作积分, 我们得

到该流形的参数表示为( 5)式,其中 p = 21 

以下讨论在图 7( a) ~ ( c)的第 1象限中,位于行波系统( 14)的奇直线 < = <s和鞍点( 0, 0)

的稳定和不稳定流形所包围的的区域内, 由 H1( <, y ) = h < hO 所定义的非闭轨道1 此时,

Hamilton量H 1( <, y ) = h 可化为

  y
2

=
2[ ( 4 - 2B + hB ) - 2( 4- 2B + hB) <+ ( 4 + hB ) <

2
- 2<3

]

B ( 1- <)
2 =

    
4( r 1( h ) - <) ( <- r 2( h) ) ( <- r3( h) )

B( 1 - <)
2 ,

其中 r 3( h ) < 0 < r2( h) < <s < r 1( h) 1 应用( 14)式中第1个方程作积分,我们得到这些非闭

轨道的参数表示为
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( V) = r 3( h) +
r 2( h ) - r 3( h)

dn
2
( V, k )

,   V I (- V0 2, V02) ,

N( V) =
B

r1( h) - r 3( h)
[ ( 1 - r3) V- ( r2( h) -

  r3( h) ) 0 ( arcsin( sn( V, k) ) , k
2
, k ) ] ,

( 16)

其中 k
2
= ( r 1( h) - r2( h) )/ ( r1( h) - r3( h) ) , V02满足 r3( h) + ( r2( h) - r 3( h) ) / ( dn2

( V02, k) ) = 11 

  类似于对( 12)式所定义 N( V) 的讨论,易证存在不可数无穷多的 h I (- hM , hm) < (- ] ,

hO) 使得由( 16) 式定义的 N( V) 恰有3个零点 V = 0, V= ? Vl , Vl < V0 21 因此, 方程( 7)存在

不可数无穷多的破缺圈解(见图9( a) ~ ( e) ) 1 

( a) h = - 13. 66 ( b) h = - 8. 66

( c) h = - 4. 66 ( d) h = - 2. 16 ( e) h = - 1. 56

图 9  当 B = 1. 5时,方程(7)的破缺反圈解

注记 系统( 8)和( 14)分别是参数 A和B 的单参数族1 图 2和图 7已经绘出了参数空间中所有可能的相

图1 由图 3和图 8 所绘出的水平曲线可见, 这些曲线只可能确定方程( 6)和( 7)的破缺圈解,当 A \ 1和 B \ 1

时,不可能确定方程( 6)和( 7)的圈周期解1 
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E x i s t e n c e a n d B r e a k i n g P r o p e r t y o f R e a l L o o p - S olutions

o f Two Nonlin ear Wave Equat ions

LI Ji- bin1, 2

( 1. Depar tment of Mathema tics , Zhejian g Norm al Univer sity ,

Jinhua , Zhejiang 321004, P . R . Chin a ;

2. School of Science , Kunm ing Univer sity of Science and Techn ology , Kunm ing 650093, P . R . China )

Abst ra ct : Dynamical analysis revealed that for some nonlinear wave equations, lo op- and inverted

lo op- soliton solutions are merely visual ar tifa cts. So called loop- soliton so lution consists of thr ee

solutions which is not one re al solution. Whether or not there exist some nonlinear wave equations for

which there ex ists a / real0 loop- so lution? If yes, what are their pre cise par ametric representations

of these loop traveling w ave solutions? These problems are answ ered.

Key w ords: breaking wave solution; lo op- solution; nonlinear wave equation; planar dynamical system
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