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微极性多组分多孔介质材料的混合物理论
X
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(陈正汉推荐)

摘要:  将描述多组分系统的复合混合物理论与微极性连续介质力学理论相结合, 建立了描述微

极性多组分多孔介质材料的混合物理论1 假定系统由多组分的微极性弹性固体和多组分微极性

粘性流体组成1 给出由混合物理论建立的系统的平衡方程1 依据热力学第二定律以及本构假设

建立了系统的本构方程,并使场方程闭合1 为考虑固相的压缩性, 在液相自由能函数中引入液相

体积分数作为内变量, 得到动力相容条件 , 用以限制固、液两相界面压力差的变化1 最后,基于

线性化理论得到线性化的本构方程和场方程,建立了考虑介质微极性的热- 水力- 力学组分输运

模型1 此理论框架可以运用到可变形多孔介质中污染物、药物以及农药输运等问题中1 所得到的

微极性多组分多孔介质系统的闭合场方程经退化后, 可变为固、流相都为单一组分的多孔介质系

统场方程,它与 Eringen得到的结果一致1 
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引   言

可变形多孔介质中多组分流体的输运过程是一个多组分多相系统中多作用、多场耦合的

热力学过程1 目前,这类问题大多数是采用半理论、半经验的方法进行分析和处理1 而混合物理
论可从理论上统一、科学地描述可变形多孔介质和其中流体的渗流、扩散以及热传导等现象1 近

年来,经典的混合物理论[ 1- 2]已被运用于研究三相非饱和土的性状[ 3- 7] 1 为研究可混溶多组分

流体在可变形多孔介质中的运动, Hassanizadeh[ 8]利用混合物理论, 并通过平均化方法建立固

相、流相以及流相组分的质量、动量、能量和熵的宏观平衡方程; 由熵不等式及本构假设, 发展

了本构方程,得到一般性的 Darcy 定律和 Fick定律1 Achanta 和 Cushman[ 9]称这种把平均化理

论和经典混合物理论相结合的理论为复合混合物理论1 Achanta 和 Cushman[ 9] , Murad和 Cush-

man[ 10- 11]以及 Bennethum等[ 12- 17]采用复合混合物理论研究多组分可膨胀性多孔介质的多场

耦合问题,总结了针对膨胀性多孔介质的 Darcy 定律、Fick定律、Fourier 定律以及 Terzaghi有效

应力原理, 得到了多组分无粘性流体饱和的膨胀性多孔介质的两尺度(微观尺度和细观尺度)

和三尺度(微观尺度、细观尺度和宏观尺度)的分析方法1 Singh[ 18- 20]在上述工作的基础上考
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虑了流体的粘性,提出了描述多组分粘性流体饱和的粘弹性可膨胀性多孔材料的方法1 以上
的研究成果都没有考虑介质的转动自由度1 但实际上很多工程材料(如土、岩石及粒状材料
等)都具有微极性,即其质点不仅发生平动还可能会发生旋转1 而具有质点旋转自由度的微极

性材料,忽略其质点的旋转自由度就会带来一定的误差[ 21] 1 为此, Eringen[ 22- 23] , Nowacki[ 24]以

及戴天民
[ 25- 26]

建立了微极性连续统理论, 用于研究微极性连续统中的耦合作用问题1 但要

将此理论运用到多相系统中则需与混合物理论相结合1 因此, Diebels[ 27]在微极性连续介质理
论的基础上结合经典混合物理论得到了由微极性弹性不可压缩固相和粘性流相组成的多孔介

质的本构关系1 Eringen[ 21]也建立描述由弹性固体和粘性流体组成的多孔介质的微极性混合物
理论,得到了闭合的线性化场方程,并给出初始和边界条件1 但这两位研究者得到的结果都是针
对单一组分的流体1 而质量输运系统中,尤其是污染物输运系统中, 孔隙流体通常为多组分流
体1 因此有必要建立关于微极性多孔介质材料中多组分流体输运的混合物理论1 本文假定质
量输运系统是由多组分的微极性弹性固体和多组分微极性粘性流体组成, 在复合混合物理论

的基础上,考虑组分的微极性,建立了描述微极性多组分多孔介质材料的复合混合物理论1 

1  运动学和平衡方程

1. 1  运动学
将多孔介质看作固相和流相组成的两相混合物,固相 s形成多孔介质的可变形骨架; 流相

f可在其中运动并发生相互作用1 假设两相都由 N 种组分组成, 若某相中不含组分 j , 则相中

与此组分相关的各物理量都为01 由平均化理论, A相( s相或 f相)的平均单位体积质量 Q
A
以

及 A相中组分 j 的质量分数 c
A
j 分别表示如下:

  QA = 6
N

j = 1

QAj , cAj = Q
Aj

QA
, 6

N

j= 1

c
Aj = 1, ( 1)

其中, QAj代表组分 Aj 的体积平均真实密度 1 各相有各自的存在空间,若多孔介质的孔隙率为

n ,即流相在单位体积的多孔介质中所占有的体积, 也称流相的体积分数 n
f1 因此固相的体积

分数 n
s 为 1- n1 
为将连续介质力学运用其中, 混合物理论假设多孔介质各组分随机分布在控制空间上,为

相互重叠的连续介质1 因此, 可将 A相的运动函数定义为: xk = VAk ( X
A
k , t ) ,其中 A代表 s相或

f 相, X A
k表示A相质点的参考位置; x k为质点在 t时的空间位置1 假设 VAk( X

A
k , t ) 可逆且可微,

则 A相在 t 时刻的速度 v
A
k、加速度 a

A
k 及变形梯度F

A
kl各定义为

  v
A
k ( xk , t ) =

5 VAk( X A
k , t )

5 t , AAk( xk , t ) =
52 VAk ( XAk , t )

5 t 2
, F

A
kl =

5 VAk
5X A

l
, ( 2)

函数对时间的物质导数定义为: d(#) / dt = 5(#) / 5 t + v k(#) , k , 则相对于 f相、s相以及组分 Aj

对时间的物质导数 d
s
/ dt , d

f
/ dt 和 d

Aj/ dt 之间存在以下关系:

  d f(#)
dt

=
ds(#)
dt

+ v
f, s
k (#) , k ,

dAj (#)
dt

=
dA(#)
dt

+ u
Aj
k (#) , k , ( 3)

其中, v f, sk = v
f
k - v

s
k , u

Aj
k = v

Aj
k - v

A
k , v

Aj
k 为组分 Aj 的速度、v

f, s
k 和 u

Aj
k 分别表示流相相对于固相及

A相中组分 Aj 相对于此相的速度, 也可分别称为渗流速度和扩散速度1 
对于微极性材料,其运动由变形向量 wk 和转动向量 Uk控制 1 根据微极性连续介质力学

理论微极性材料小变形条件下 A相的线性应变张量EAkl、线性旋转梯度张量 CAkl、应变率张量 a
A
kl

和旋转率梯度张量 b
A
kl分别定义为

[ 21]
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  EAkl = w
A
l , k + ElkmU

A
m , C

A
kl = UAk, l , a

A
kl = ÛEAkl = v

A
l , k + Elkmv

A
m , b

A
kl = ÛCAkl = TAk , l , ( 4)

其中, Elkm为Eddington张量, w
A
l , k = 5wAl / 5x k , UAk, l = 5 UAk / 5xl ; TAk为微转动速度1 定义流相相

对于固相和组分相对于所在相的微转动速度 T
f, s
k 和r

Aj
k 分别为 T

f, s
k = T

f
k - T

s
k , r

Aj
k = T

Aj
k - T

A
k1 

1. 2  平衡定律
本节给出各相和相中各组分的质量、动量、动量矩以及能量守恒方程1 各相中存在 N 种

组分,但只有 N - 1种组分的守恒方程相互独立
[ 8] 1 假设组分为微观各向同性的微极性材料,

即其惯性矩为一个不变标量1 此外,通常认为各组分总能达到热平衡状态,因此只需考虑组分
所在相的能量平衡方程1 

质量守恒方程

  dA( nAQA)
dt

+ n
AQAvAl , l = e

^ A
,   A= s, f , ( 5)

  n
A
Q
A dAcAi

dt + ( n
A
Q
A
iu
A
i
l ) , l = e

^ A
i - c

A
ie
^A
,   A= s, f; i = 1, ,, N - 1, ( 6)

其中, e
^ A
( e

^ Ai) 为 A相(组分 Ai )的质量交换率1 满足限制条件:

  

QAj = c
AjQA, QA = 6

N

j= 1
QAj , e

^ A
= 6

N

j= 1
e
^ Aj ,

6
A= s, f

e
^ A
= 0, 6

A= s, f
6
N

j = 1

e
^ Aj = 0, 6

N

j= 1

c
Aju

Aj
l = 01 

( 7)

动量守恒方程

  n
A
Q
A d

A
v
A
l

dt - ( n
A
t
A
kl ) , k - n

A
Q
A
g
A
l = T

^ A
l , ( 8)

  n
AQAcAi

dAivAil

dt
-
dAN vANl

dt
- ( n

A
t
Ai
kl ) , k +

c
Ai

c
AN
( n

A
t
AN
kl ) , k - n

AQAcAi ( gAil - g
AN
l ) =

    T
^ A

i
l
-

c
A
i

c
A
N
T
^ A

N
l
, ( 9)

其中, tAkl , g
A
l 和T

^ A
l ( t

Ai
kl , g

Ai
l 和 T

^ Ai
l 及 t

AN
kl , g

AN
l 和 T

^ AN
l ) 表示 A相(组分 Ai 及组分 AN ) 的平均应

力张量、体积力密度以及动量交换率; c
A
N 和 v

A
N
l 为组分 AN 的浓度和速度1 满足限制条件:

  

QAvAl = 6
N

j= 1

QAjvAjl = QA6
N

j= 1

c
Ajv
Aj
l , t

A
kl = 6

N

j= 1

( t
Aj
kl - QAjuAjku

Aj
l ) ,

QAgAl = 6
N

j = 1

QAjgAj
l
, T

^ A
l = 6

N

j= 1

( T
^ Aj
l
+ e

^ Aju
Aj
l
) , 6

A= s, f
6
N

j= 1

( T
^ Aj
l
+ e

^ Ajv
Aj
l
) = 01 

( 10)

动量矩守恒方程

  n
AQAPA

d
A
T
A
l

dt
- Elmn ( n

A
t
A
mn ) - ( n

A
m
A
kl ) , k - n

AQAlAl = M
^ A
l , ( 11)

  n
AQAcAiPAi

d
A
i T
A
i
l

dt
-
d
A
NT
A
N
l

dt
- Elmn n

A
t
A
imn-

c
AiPAi

c
A
NP
A
N
n
A
t
A
Nmn -

    ( nAmAikl ) , k +
c
AiPAi

c
A
NP

A
N
( n

A
m
A
N
kl ) , k - n

A
Q
A
c
A
i ( l

A
i
l - l

A
N
l ) =

    M
^ A

i
l -

c
A
iP
A
i

c
A
NPAN

M
^ A
N
l , ( 12)

其中, PA, mA
kl , l

A
l 和M

^A
l ( P

Ai , m
Ai
kl , l

Ai
l 和 M

^ Ai
l 及 PAN , m

AN
kl , l

AN
l 和 M

^ AN
l ) 分别为 A相(组分 Ai 及组

分 AN )的惯性矩、偶应力、体积偶应力密度以及动量矩交换率1 给出限制条件:
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QAPATAl = 6
N

j = 1

QAjPAjTAjl = QA6
N

j= 1

c
Aj PAj TAjl , Q

A
l
A
l = 6

N

j= 1

QAjlAjl ,

6
N

j= 1
c
AjP

Ajr
Aj
l = 0, m

A
kl = 6

N

j = 1
( m

Aj
kl - Q

AjP
Ajr
Aj
k u

Aj
l ) ,

M
^ A
l = 6

N

j= 1
(M

^ Aj
l + e

^ AjPAjrAjl ) , 6
A= s ,f

6
N

j = 1
( M

^ Aj
l + e

^ Aj PAj TAjl ) = 01 

( 13)

能量守恒方程

  n
A
Q
A dAE A

dt
- n

A
t
A
kla

A
kl - n

A
m
A
klb

A
lk + ( n

A
q
A
l ) , l + n

A
Q
A
h
A
= Q

^A
, ( 14)

其中, E A
, q

A
l , h

A和 Q
^ A分别表示 A相的平均内能密度、热量通量、热量供给以及净能量交换率1 

满足以下限制条件:

  E
A
= 6

N

j= 1
c
Aj E

Aj +
1
2
u
Aj
l u

Aj
l +

1
2
PAjrAjl r

Aj
l , ( 15a)

  h
A
= 6

N

j= 1
c
Aj ( h

Aj + g
Aj
l u

Aj
l + l

Aj
l r

Aj
l ) , ( 15b)

  q
A
l = 6

N

j= 1

q
Aj
l
- t

Aj
lk
u
Aj
k - m

Aj
lk
r
Aj
k + QAj E

Aj +
1
2
u
Aj
ku

Aj
k +

1
2
PAjrAjkr

Aj
k u

Aj
l
+

    1
2
QAjPAjuAjk T

Aj
k T

Aj
l , ( 15c)

  Q
^ A
= 6

N

j= 1
Q
^ Aj + T

^ Aj
k u

Aj
k + M

^ Aj
k r
Aj
k + e

^ Aj E
Aj - E

A
+
1
2
u
Aj
ku

Aj
k +

1
2
P
Ajr
Aj
kr
Aj
k , ( 15d)

  6
A= s, f

6
N

j= 1

Q
^Aj + T

^ Aj
k v

Aj
k + M

^ Aj
kT
Aj
k + e

^ Aj E
Aj +

1
2
v
Aj
kv
Aj
k +

1
2
PAjTAjkT

Aj
k = 0, ( 15e)

其中, E Aj , q
Aj
l , h

Aj 和 Q
^ Aj 为组分 Aj 的平均内能密度、热量通量、热量供给和净能量交换率1 

2  本 构方 程

2. 1  熵不等式
根据热力学第二定律(系统熵的净增长率大于等于 0) ,将能量守恒方程及Helmholtz 自由

能函数 A(定义为: A = E- HG, E , H和G分别表示内能、绝对温度和熵)代入其中,得到受多组

分流体饱和的多孔介质系统的熵不等式:

  + = 6
A= s, f

6
N

j= 1

1

HA
- n

AQAj
dAjAAj

dt
+ GAj

dAj HA

dt
+ n

A
t
Aj
kl a

Aj
kl + n

A
m
Aj
kl b

Aj
lk -

    n
A

H
Aq
Aj
kH

A
, k + Q

^Aj - H
A
G
^Aj \ 0, ( 16)

上式中自由能、熵以及熵交换率之间满足以下限制条件:

  
A
A
= 6

N

j= 1
c
AjA

Aj , G
A
= 6

N

j = 1
c
AjG

Aj ,

G
^A
= 6

N

j= 1
[ G

^Aj + e
^ Aj( GAj - GA) ] , 6

A= s, f
6
N

j= 1
( G
^Aj + e

^ AjGAj ) = 0,

( 17)

其中, aAj
kl
和 b

Aj
lk
分别为组分 Aj 的应变率和旋转率张量; + , AAj , HA, G

^A和 G
^Aj 分别为熵的净增长

率、组分 Aj 的自由能、相 A的绝对温度、相 A和组分Aj 的熵交换率1 假设混合物各组分温度相
同且各组分间无质量交换1 将式( 7)、( 10)、( 13)、( 15)和( 17)代入式( 16)中, 并由相和组分自
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由能函数的物质导数之间的关系:

  6
N

j= 1

n
AQAj d

AjA
Aj

dt
= n

AQA d
A
A
A

dt
+ 6

N

j= 1

( n
A
c
AjQAAAuAj

l
) , l , ( 18)

可将熵不等式转换为以下由相的物理量表示的形式:

  H+ = 6
A= s, f

- n
AQA

dAAA

dt
+ GA

dAH
dt

+ 6
A= s ,f

n
A t

A
kl + 6

N

j= 1

QAjuAjk u
Aj
l a

A
kl +

    6
A= s, f

n
A
m
A
kl + 6

N

j= 1
Q
AjP

Ajr
Aj
ku

Aj
l b

A
lk - T

^ f
k v
f, s
k - M

^ f
k T

f, s
k + 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1
n
A
(�tAikl - QAcAi�AAiDkl ) u

Ai
l, k +

    6
A= s, f

6
N- 1

i= 1
n
A�mAi

klr
Ai
l , k - 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1

n
A
t
A
N
kl

c
Ai

c
A
N

, l
+ T

^
~

A
ik + ( n

AQAcAi�AAi ) , k uAik +

    6
A= s, f

6
N

j= 1

n
A Ekmnt

A
imn -

c
AiPAi

c
A
NP
A
N
Ekmnt

A
Nmn - M

^
~

Ai
k - n

A
m
AN
kl

c
Ai PAi

c
A
NP
A
N , l

r
Ai
k -

    6
A= s, f

n
A
q
A
k

H
- 6

N

j = 1

n
A

H
( t
Aj
klu

Aj
l + m

Aj
kl r

Aj
l - QAcAjAAjuAjk + �$

2
) H, k \ 0, ( 19)

其中Dkl为Kronecker符号; �A
Ai = A

Ai - A
AN ,�tAikl = t

Ai
kl- ( c

Ai / ( c
AN) ) t

AN
kl , �m

Ai
kl = m

Ai
kl - c

AiPAi / ( cANPAN )mAN
kl ,

T
^
~

A
ik = T

^ A
ik - ( c

A
i/ ( c

A
N ) ) T

^ A
Nk , M

^
~

A
ik = M

^ A
ik - ( c

A
iP
A
i / ( c

A
NP

A
N ) )M

^ A
Nk ,分别定义为组分 Ai的相对自由

能密度、相对应力张量、相对偶应力张量、相对动量交换率以及相对动量矩交换率; AAN 为组分

AN 的自由能;符号 �$2为

  �$2 = - 1
2
QAjuAjl u

Aj
l u

Aj
k -

1
2
QAj PAjrAjl r

Aj
l u

Aj
k -

1
2
QAjPAjuAjl T

Aj
l T

Aj
k 1 

2. 2  本构假设

熵不等式限制了系统物理量的发展方向,对建立本构关系起到关键性作用1 根据上述的
平衡方程和熵不等式,可知系统中存在以下未知量:

  n, QA, cAi, vAk , T
A
k , u

A
i
k , r

A
i
k , H, A

A
, �AAi, GA, GAi , tAkl , �t

A
i

kl
, T

^ f
k , T

^
~

A
i
k
,

    m
A
kl , �m

Ai
kl , M

^ f
k , M

^
~

Ai
k , q

A
k , Q

^A
, ( 20)

可知系统未知数个数大于方程个数,为使系统闭合,需根据热力学第二定律和本构假设补充相

关变量与独立变量之间的本构关系1 根据所模拟的多孔介质的性质,假定相关变量为以下独
立变量的函数, 其形式如下:

  7 = 7 ( n, QA, cAi , Eskl , C
s
kl , a

f
kl , b

f
kl , H, n , k , Q

A
, k , c

A
i
, k , E

s
kl , m ,

    Cskl , m, H, k , v
f, s
k , T

f, s
k , u

A
i
k , r

A
i
k , u

f
i
k, l , r

f
i
k , l ) , ( 21)

为略去繁琐的推导过程,根据已有研究成果[ 15,20, 27- 28]可知:针对此系统的自由能函数与独立变量

a
f
kl , b

f
kl , n , k , Q

A
, k , c

A
i
, k , E

s
kl, m , C

s
kl , m , H, k , v

f, s
k , T

f, s
k , u

A
i
k , r

A
i
k , u

f
i
k, l 及 r

f
i
k, l 无关1 同时由相分离原理[ 29]

,

即各相的自由能密度只与此相的状态变量有关,假设固相和流相的自由能函数分别定义为

  A
s
= A

s
( Qs, c si , Eskl , C

s
kl , H) , A

f
= A

f
( n, Qf, c fi , H) 1 ( 22)

2. 3  本构关系
根据本构假设式( 22) ,可通过多元复合函数的求导法则将熵不等式中的任何微分项展开,

并将质量守恒方程( 5)和( 6) , 物质导数之间的关系式( 3)以及式( 4)代入到各相自由能函数的

求导展开式中, 最后代入到熵不等式( 19)中,整理得到:

  H+ = n
s t

s
kl - Qs

5A s

5Eskl
+ p

sDkl + 6
N

j = 1

Qsjusjk u
sj
l a

s
kl +
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    n
s m

s
kl - Qs

5A s

5Cslk
+ 6

N

j= 1

QsjPsjrsjk u
sj
l b

s
lk + p

f
- p

s
- n

fQf 5A
f

5n
d
s
n
dt

-

    QmGm + n
sQs

5A s

5H+ n
fQf

5A f

5H
ds H
dt

+ n
f t

f
kl + p

fDkl + 6
N

j= 1

Qfju fjku
fj
l a

f
kl +

    n
f
m
f
kl + 6

N

j = 1
Q
fjP
fjr
fj
ku
fj
l b

f
lk + p

f
n
f
, k - n

fQf
5A f

5 n n , k - n
fQf GfH, k -

    n
fQf

5A f

5HH, k - T
^ f
k v

f, s
k - M

^ f
k T

f, s
k + 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1
n
A �t Aikl - QAcAi�AAiDkl + QAcAiLAiDkl uAil , k +

    6
A= s, f

6
N- 1

i= 1
n
A
�m
A
i
kl r

A
i
l , k + 6

A= s ,f
6
N- 1

i= 1

�LAi ( nAQAcAi ) , k - ( n
AQAcAi�AAi ) , k - n

A
t
AN
kl

c
A
i

c
A
N , l

-

    T
^
~

Ai
k

u
Ai
k + 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1

n
A Ekmnt

A
imn -

c
AiPAi

c
A
NP

A
N
Ekmnt

A
Nmn - M

^
~

Ai
k - n

A
m
AN
kl

c
AiPAi

c
A
NP

A
N , l

r
Ai
k -

    6
A= s, f

n
A
q
A
k

H
- 6

N

j= 1

n
A

H
( t
Aj
klu

Aj
l + m

Aj
kl C

Aj
l - QAjAAjuAjk + �$

2
) H, k \ 0, ( 23)

其中, pA和�LAi 分别是 A相热力学力和组分 Ai 的相对化学势,定义为

  p
A
= ( QA) 2

5AA

5QA
, �LAi =

5AA

5 cAi
1 ( 24)

因本构函数与 a
s
kl , b

s
lk , u

s
i
l , k , r

s
i
l, k 和 d

s
H/ dt无关,为满足限制热力学过程可发生性的熵不

等式,需使不等式中以上变量相应的系数项为 0, 因此得到:

  

t
s
kl = Qs

5A s

5Eskl
- p

sDkl - 6
N

j = 1

Qsjusjk u
sj
l , m

s
kl = Qs

5A s

5 Csl k
- 6

N

j = 1

QsjPsjr sjk u
sj
l ,

Q
m
G
m
= n

s
Q
s
G
s
+ n

f
Q
f
G
f
= - n

s
Q
s 5A s

5H- n
f
Q
f 5A f

5H,

�t si
kl
= Qs c si(�A s

i - �Lsi )Dkl , �m
s
i
kl
= 0,

( 25)

若不考虑毛细松弛效应, 则

  n
fQf

5A f

5 n = ( Qf) 2
5A f

5Qf
- ( Qs) 2

5A s

5Qs
= p

f
- p

s
, ( 26)

此式即为限制固、流相界面处压力差变化的动力相容条件
[ 4, 30] 1 由于流体具有粘性,其应力张

量由平衡部分和耗散部分组成,偶应力只由耗散部分组成:

  
t
f
kl = - p

fDkl + Dt
f
kl - 6

N

j= 1

Qfju fjk u
fj
l , m

f
kl = Dm

f
kl - 6

N

j= 1

QfjPfjr fjku
fj
l ,

�t
f
i
kl = Q

f
c
f
i (�A

f
i - �L

f
i )Dkl + D�t

f
i
kl , �m

f
i
kl = D �m

f
i
kl1 

( 27)

因此,熵不等式的剩余项为

  D = J
a
f

kla
f
kl + J

b
f

klb
f
lk + 6

N- 1

i= 1
J

ü
f
i

kl u
f
i
l , k + 6

N- 1

i= 1
J

r̈
f
i

kl r
f
i
l, k + J

v
f, s

k v
f, s
k + J

T
f, s

k Tf, sk +

    6
A= s, f

6
N- 1

i= 1

J
u
Ai

k u
A
i
k + 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1

J
r
Ai

k r
A
i
k + J

H
kH, k \ 0, ( 28)

其中, D即代表总的能量耗散1 不等式左边的前 4项是由流体的粘性引起的耗散, 第 5项和

第6项分别为流相相对于固相流动和转动引起的耗散,第 7项和第 8项是由于组分扩散和组

分相对所在相的转动引起的耗散,最后 1项即由热传导引起的耗散1 忽略与扩散速度有关的
高阶项,则各通量表示为
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J
a
f

kl = n
f
Dt
f
kl , J

b
f

kl = n
f
Dm

f
kl , J

ü
f
i

kl
= n

f
D�t
f
i
kl
, J

r̈
f

i
kl

= n
f
D�m

f
i
kl
,

J
v
f , s

k = p
f
n
f
, k - n

fQf
5A f

5 n n , k - T
^ f
k , J

T
f , s

k = - M
^ f
k ,

J
u
Ai

k = �LAi ( nAQAcAi ) , k - ( n
AQAcAi�AAi ) , k - n

A
t
AN
kl

c
A
i

c
AN

, l
- T

^
~

Ai
k ,

J
r
Ai

k = n
A Ekmnt

A
imn -

c
AiPAi

c
A
NP

A
N
Ekmnt

A
Nmn - n

A
m
Ai
kl

c
AiPAi

c
A
NP
A
N , l

- M
^
~

Ai
k ,

J
H
k = 6

A= s, f
- n

A q
A
k

H
1 

( 29)

当系统达到平衡状态时, 广义力 a
f
kl , b

f
kl , u

f
i
l, k , r

f
i
l , k , v

f, s
k , T

f, s
k , u

A
ik , r

A
ik 以及 H, k 消失,系统

的熵到达最大值,熵增量为最小1 处于非平衡态时,剩余的熵不等式( 28)可表示为热力学广义
力和热力学广义通量相乘的形式, 则各广义通量为

  

J
a
f

kl =
5D
5 a fkl

, J
b
f

kl =
5D
5 bflk

, J
ü
f
i

kl =
5D
5 uAil , k

, J
r̈
f
i

kl =
5D
5rAil , k

, J
v
f, s

k =
5D
5v f, sk

,

J
T
f, s

k =
5D
5Tf, sk

, J
u
Ai

k =
5D
5 uAik

, J
r
Ai

k =
5D
5rAik

, J
H
k =

5D
5H, k 1 

( 30)

为发展线性本构关系,假定系统的初始状态为均匀的、平衡的、各向同性的,表示如下:

  n, QA, cAi , H, Eskl , C
s
kl , a

f
kl , b

f
kl , v

f, s
k , T

f, s
k , u

Ai
k , r

Ai
k , u

f
i
l , k , r

f
i
l, k =

    n
0
, Q

A0
, c

A
i
0
, H

0
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 , ( 31)

在微小扰动下(小变形,温度、相的密度以及组分的浓度变化很小) , 多孔介质到达一种新的状

态(近平衡状态) :

n
0
+ n, QA0+ QA, cAi0+ c

Ai , H0+ H, Eskl , C
s
kl , a

f
kl , b

f
kl , v

f, s
k , T

f, s
k , u

Ai
k , r

Ai
k , u

f
i
l, k , r

f
i
l , k , ( 32)

从此处开始 n , QA, cAi , H, Eskl , C
s
kl , a

f
kl , b

f
kl , v

f, s
k , T

f, s
k , u

A
i
k , r

A
i
k , u

f
i
l , k 和 r

f
i
l, k 为对应物理量的增量1 

根据自由能函数和耗散函数的本构假设,可将自由能和耗散能通过Taylor展开式展开[ 4] :

  n
s 0Qs 0A s

=
1
2
n
s 0
A
s
klmn E

s
kl E

s
mn +

1
2
n
s 0
B
s
klmnC

s
klC

s
mn-

1
2
n
s 0
C
sH2+

    1
2
n
s 0
K
s Q

s

Qs 0
2

+
1
2
n
s 0 6

N- 1

i= 1
L
s
i ( c

s
i)
2
+ n

s 0
R
ECs
klmn E

s
klC

s
mn -

    n
s 0
R
HCs
kl HCskl + n

s0
R
QCs
kl

Qs

Qs 0
Cskl - n

s 0
R
HEs
kl HEskl + n

s 0
R
QEs
kl

Qs

Qs 0
Eskl -

    n
s 0KQHs

Qs

Qs 0
H+ 6

N- 1

i= 1
n
s0
R
ciCs
kl c

s
iCskl + 6

N- 1

i= 1
n
s 0
R
ci Es
kl c

s
i Eskl +

    6
N- 1

i= 1
n
s 0KQcis

Qs

Qs 0
c
s
i - 6

N- 1

i= 1
n
s 0KHcisHc si + 6

N- 1

m= 1, mX i

n
s 0Kci cm s csi csm , ( 33)

  n
f 0Qf 0A f =

1
2
n
f 0
K
f Q

f

Qf 0
2

+
1
2
n
f 0 ( fn2-

1
2
n
f 0
C
fH2+

1
2
n
f 0 6

N- 1

i= 1
L
f
i ( c

f
i )
2
-

    n
f 0KQHl

Qf

Qf 0
H- n

f 0KnHfnH+ n
f 0KnQf n

Qf

Qf 0
+ 6

N- 1

i= 1

n
f 0KQcif

Qf

Qf 0
c
f
i +

    6
N- 1

i= 1

n
f 0Kncifnc f i + 6

N- 1

m= 1, m X i

n
f 0Kci cmf cf i c fm - 6

N- 1

i= 1

n
f 0KHcifHc fi, ( 34)

其中, A s 和 A
f代表该物理量的增量 1 A s

klmn 和B
s
klmn 为固相的微极性弹性常数; K

A和C
A分别
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为 A相的体积模量和常体积比热系数; ( f和L
A
i 分别代表体积分数和浓度变化影响的参数; KabA,

R
abA
kl 和 R

abA
klmn 分别代表在相 A中因素 a 和 b 耦合的作用参数1 通常,将耗散能分为两部分展开[ 21]

  D1 =
1
2
n
f 0
M
f
klmna

f
kla

f
mn +

1
2 6

N- 1

i= 1
n
f 0
M
f i
klmnu

fi
k , lu

fi
m, n+

1
2
Nv

f , s

v
f, s
k v

f, s
k +

    1
2 6A= s, f 6

N- 1

i= 1

Nu
Ai
u
A
i
k u

A
i
k +

1
2
NHH, k H, k + 6

A= s, f
6
N- 1

i = 1

Fv
f, s

u
Ai
v
f, s
k u

A
i
k +

    6
A= s, f

6
N- 1

i= 1
Fu

AiH
u
Ai
k H, k + Fv

f, s
H
v
f, s
k H, k , ( 35)

  D2 =
1
2
n
f 0
N
f
klmnb

f
klb

f
mn +

1
2 6

N- 1

i = 1

n
f 0
N
f
i
klmn r

f
i
k, l r

f
im, n +

    1
2
NT

f, s

Tf, sk T
f, s
k +

1
2 6A= s, f 6

N- 1

i= 1
Nr

Ai
r
Ai
k r

Ai
k , ( 36)

其中,耗散能 D1和D2也都代表对应物理量的增量1 M
f
klmn, N

f
klmn, M

f
i
klmn和N

f
i
klmn为微极性粘性

流体常数; Na为因素a的影响参数; Fab代表因素 b和d 耦合的作用参数1 为满足材料的稳定性
条件以及物理过程的可发生性,其自由能函数和耗散函数应为非负, 则其系数组成的矩阵为半

正定矩阵,即须使系数矩阵的各阶顺序主子式大于等于 01 
当为各向同性材料时,材料常数如下:

  

R
QEs
kl = KQEsDkl , R

HEs
kl = KHEsDkl , R

Ecis
kl = KEcisDkl ,

R
ECs
klmn = 0, R

QCs
kl = R

HCs
kl = R

Ccis
kl = 0,

A
s
klmn = KsDklDmn+ ( Ls+ Js)DkmDln+ LsDknDlm ,

B
s
klmn = AsDklDmn + BsDknDlm + CsDkmDln ,

M
f
klmn = KfDklDmn + ( Lf + Jf )DkmDln+ LfDknDlm ,

N
f
klmn = AfDklDmn + BfDknDlm + CfDkmDln,

M
fi
klmn = KfiDklDmn + ( Lfi + Jfi )DknDlm + LfiDkmDln,

N
fi
klmn = Af iDklDmn + BfiDknDlm + Cf iDkmDln1 

( 37)

将式( 33) ~ ( 36)代入到本构关系式( 24)、( 25a, b)和( 26)中,并根据式( 37)得到由多组分可压缩

弹性固体和多组分粘性流体组成的各向同性微极性多孔介质的本构方程, 分别如下:

  p
s
= K

s Qs

Q
s 0 + K

QEs
E
s
mm + 6

N- 1

i= 1
K
Qcis c

s
i - K

QHs
H, ( 38a)

  p
f
= K

f Q
f

Qf 0
+ KnQfn + 6

N- 1

i= 1

KQcifc fi - KQHfH, ( 38b)

  Q
s 0
�L
s
i = L

s
ic
s
i + K

Qcis Q
s

Q
s 0+ 6

N- 1

m= 1, i X m

K
ci cms c

sm + K
EcisE

s
mm - K

HcisH, ( 38c)

  Qf 0�Lfi = L
fic
fi + KQcif

Qf

Qf 0
+ 6

N- 1

m= 1, m X i

Kci cmf cfm + Knci fn - KHcifH, ( 38d)

  t
s
kl = ( K

s
+ K

QEs
) E

s
mm + ( K

QHs
- K

HEs
) H- (K

s
- K

QEs
)
Q
s

Q
s 0+

    6
N- 1

i= 1
( KEcis- KQcis) c si Dkl + LsEslk + ( Ls+ Js) Eskl , ( 38e)

  t
f
kl = Kfa fmm + KQHfH- K

f Q
f

Qf 0
- KnQfn - 6

N- 1

i= 1

KQcifc fi Dkl +
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    Lfa flk + ( Lf + Jf ) a fkl , ( 38f )

  m
s
kl = AsCsmmDkl + BsCskl + CsCslk , m

f
kl = AfbfmmDkl + Bfb fkl + Cf bflk , ( 38g, h)

  Qm0Gm = 6
A= s, f

n
A0
C
AH+ 6

A= s, f
n
A0KQHA Q

A

QA0
+ 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1

n
A0KHci AcAi +

    n
s 0KHEsEsmm + n

f 0KHnfn, ( 38i)

  p
f
- p

s
= n

f 0 ( f n - n
f 0KHnfH+ n

f 0KnQf
Qf

Qf 0
+ 6

N- 1

i= 1

n
f 0Kncif cf i, ( 38j)

  �t f i
k l
- Qfc fi (�A f

i - �Lfi )Dkl = Kfiu fim, mDkl + ( Lfi + Jf i) u f i
l, k
+ Lfiu fi

k , l
, ( 38k)

  �m fi
kl = Afir fim, mDkl + Bfirf ik, l + Cfir fil , k , ( 38l)

  T
^ f
k = p

f
n
f
, k - nQf

5A f

5Qf
n , k - Nv

f, s

v
f, s
k - 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1
Fv

f , s
u
Ai
u
Ai
k - Fv

f , s
HH, k , ( 38m)

  M
^ f
k = - NT

f, s

Tf, sk , ( 38n)

  T
^
~

Ai
k = �LAi( nAQAcAi ) , k - ( n

AQAcAi�AAi ) , k - n
A
t
AN
kl

c
A
i

c
AN

, l
-

    Nu
Ai

u
A
i
k - F

v
f, s

u
Ai

v
f, s
k - F

u
AiH
H, k , ( 38o)

  M
^
~

A
ik = n

A Ekmnt
Ai
mn-

c
AiPAi

c
ANPAN

Ekmnt
AN
mn - n

A
m
A
N
kl

c
Ai PAi

c
AN PAN , l

- N
r
Ai

r
A
i

k , ( 38p)

  6
A= s, f

n
A
q
A
k

H = - N
H
H, k - 6

A= s, f
6
N- 1

i = 1
F
u
A
i H
u
A
i
k - F

v
f , s
H
v
f, s
k 1 ( 38q)

3  场 方程

将式( 25d, e)以及以上本构关系( 38)对应代入到守恒方程( 5)、( 6)、( 8)、( 9)、( 11)、( 12)和

( 14)中,建立闭合的场方程系统1 因假设各相温度相同,则可将能量守恒方程( 14)合并为混合

物总体的能量守恒方程1 对场方程线性化,去除系统中的非线性项,并由变形向量 w
A
l 和转动

向量 UAl 来表示速度和微转动速度项,分别得到

  n
A0QA0( ÛwAl ) , l + n

A0ÛQA+ QA0ÛnA = 0, Ûc Ai + ( ÛwAil - Ûw A
l ) , l = 0, ( 39a, b)

  n
s 0Qs 0&w s

l + n
s 0
( K

s
- KQEs)

Q
s
, l

Qs0
+ 6

N- 1

i= 1
n
s 0
( KQcis- KEcis ) cs i, l -

    ( n
s0KQHs- n

s 0KEHs + Fv
f, s
H
) H, l - n

s 0
( Ls+ Js ) w s

l , kk - n
s 0
( Ks + Ls+ KQEs ) w s

k , l k -

    n
s 0JsEl kmU

s
m, k - Nv

f, s

( Ûw f
l - Ûw s

l ) - 6
A= s, f

6
N- 1

i= 1

Fv
f, s

u
Ai
( Ûw A

i
l - ÛwAl ) - n

s 0Qs 0gsl = 0, ( 39c)

  n
f 0
Q
f 0&w f

l + n
f 0
K
f Q

f
, l

Q
f 0 + n

f 0
K
nQf
n , l + 6

N- 1

i= 1
n
f 0
K
Qci fc

f
i
, l - ( n

f 0
K
QHf
- F

T
f, s
H
) H, l -

    n
f 0
( L

f
+ J

f
) Ûw f

l , kk - n
f 0
( K

f
+ L

f
) Ûw f

k , l k - n
f 0
J
f
ElkmÛUfm, k + N

v
f , s

( Ûw f
l - Ûw s

l ) +

    6
A= s, f

6
N- 1

i= 1
Fv

f, s
u
Ai
( ÛwAil - ÛwAl ) - n

f 0Qf 0g fl = 0, ( 39d)

  n
s 0Qs 0c si0( &w s

i
l - &w s

N
l ) + n

s 0
c
s
i
0
L
s
i c
s
i
, l + n

s 0
c
s
i
0KQcis

Qs, l
Qs 0

+

    6
N- 1

m= 1, m X i

n
s 0
c
s
i
0Kci cms csm, l + n

s 0
c
s
i
0KEciswsk , kl + Nu

s
i
( Ûw s

i
l - Ûw s

l ) +

583微极性多组分多孔介质材料的混合物理论



    Fv
f, s

u
s
i
( Ûw f

l - Ûw s
l ) - ( n

s0
c
s
i
0KHcis - FHu

s
i
) H, l = 0, ( 39e)

  n
f 0Qf 0 c fi0( &w fi

l - &w f
N
l ) + n

f 0
c
fi 0L

f ic
f i
, l + n

f 0
c
fi 0KQcif

Qf, l
Qf 0

+ 6
N- 1

m= 1, mX i

n
f 0
c
fi 0Kci cmf c fm, l +

    n
f 0
c
fi0Kncifn , l + Nu

f i

( Ûw fi
l - Ûw f

l ) + Fv
f, s

u
f i

( Ûw f
l - Ûw s

l ) -

    n
f 0
( K

f
i + L

f
i) ( Ûw f

i
k , l k - Ûw f

i
k, l k) - n

f 0
( L

f
i + J

f
i ) ( Ûw f

i
l, kk - Ûw f

i
l, kk ) -

    ( n
f 0
c
f i0KHcif - FHu

f i

) H, l = 0, ( 39f )

  Qs 0 Ps&Usl - Js( Elmnw
s
n, m - 2Usl ) - ( As+ Bs) Usk , l k - CsUsl, kk -

    Qs 0l sl +
NT

f, s

n
s 0 ( ÛU

f
l - ÛUsl ) = 0, ( 39g)

  Qf 0 Pf &Ufl - Jf ( ElmnÛw f
n, m - 2ÛUfl ) - ( Af+ Bf ) ÛUfk , l k - CfÛUfl, kk -

    Qf 0l fl -
NT

f , s

n
f 0 ( ÛU

f
l - ÛUsl ) = 0, ( 39h)

  Q
s 0
c
s
i
0
P
s
i( &Usil - &UsNl ) - Q

s 0
c
s
i
0
( l
s
i
l - l

s
N
l ) +

N
rsi

n
s 0 r

s
i
l = 0, ( 39i)

  Qf 0 c fi0 Pf i( &Ufil - &UfNl ) - ( Af i + Bfi) ( ÛUf ik, l k - ÛUfk , l k) - Cfi( ÛUf il, kk - ÛUfl , kk) -

    Q
f 0
c
f
i
0
( l
f
i
l - l

f
N
l ) +

Nr
f i

n
f 0 ( ÛU

f
i
l - ÛUfl ) = 0, ( 39k)

  6
A= s, f

n
A0
C
AH

#
+ 6

A= s, f
n
A0KQHAÛQ

A

QA0
+ 6

A= s, f
6
N- 1

i= 1

n
A0KHci AÛc Ai + ( n

s 0KHEs - n
f 0Qf 0Gf 0) Ûw s

k, k +

    n
f 0KHnfÛn + n

f 0Qf 0Gf 0Ûw f
k , k + NHH, kk + Fv

f, s
H
( w

f
k - w

s
k) , k +

    6
A= s, f

6
N- 1

i= 1

FHu
Ai
( w

A
i
k - w

A
k) , k -

Q
m 0
h
m

H0
= 0, ( 39l)

其中, Q
m 0
h
m
= n

s 0
Q
s 0
h
s
+ n

f 0
Q
f 0
h
f
, ( #

#

) = 5(#) / 5t , ( #
&

) = 52(#) /5 t 21 到此,受多组分粘
性流体饱和的微极性热弹性多孔介质系统的控制方程已经全部给出1 场方程( 39) , 本构方程

( 38a, b, j)以及扩散速度限制方程( 7f)和( 13c)形成闭合系统1 此系统的未知量为 n, QA, cAi ,

w
A
k , w

Aj
k , U

A
k , U

Aj
k , H, p

A
,共含有 14N + 16个未知数和 14N + 16个方程 1 要注意的是组分的质

量守恒方程去除非线性项 c
Ai
, kv

A
k 后,可知线性化得到( 39b)式与污染物对流- 弥散输运方程对

比,忽略了对流作用对组分输运的影响,因此只适用渗流速度很小的情况1 而对于固相的动量

矩守恒方程( 39i) ,若各组分的外部偶应力体密度相等, 即 l
s
i
l = l

s
N
l ,则组分的相对旋转速率只

与该组分惯性矩的相对变化率有关 1 若各组分惯性矩变化率也可忽略时,则组分的相对微转

动速度 r
s
il = 0, 这说明组分的相对旋转与组分的浓度梯度、混合物的温度梯度及压缩性等无

关1 当组分惯性矩变化率可忽略且若各组分的外部偶应力体密度相等时, 场方程( 39i)可不考

虑1 另外,由于本构方程 ( 38a, b, j)可合并为一个含有独立变量的 n, QA, cAi , H 方程, 并且

w
Aj
k ( U

Aj
k ) 和 w

A
k ( U

A
k) 中只有 N 个量独立, 因此, 最终可简化以独立变量 n, QA, cAi , w A

k , w
Ai
k , U

A
k ,

Ufik , H 为未知量, 含有 11N + 5个未知数和方程的闭合系统1 

当固相、流相都为单一组分时, 以上场方程退化为含有未知量 n, Qs, Qf, wAk , U
A
k , H 的系

统,共 16个未知数和 16个方程,因此系统闭合1 所得到的结果与 Eringen[ 21]得到的结果一致,

区别在于本文引入了体积分数以描述多孔介质中固、流相的分布1 
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4  结   论

当多组分流体在可变形多孔介质中输运时,其中的质点不仅发生平动还会旋转1 为考虑
这一作用,本文基于微极性连续介质力学以及复合混合物理论研究了多组分粘性流体饱和的

微极性多孔介质系统,建立了微极性复合混合物理论1 对于可压缩多孔介质,引入体积分数作
为内变量, 发展了动力相容条件,用以限制可压缩固、流相界面处压力差的变化1 此理论框架
可运用到多孔介质中污染物、药物以及农药输运等问题中1 当系统退化为固、流相为单一组分
的微极性多孔介质材料时,得到的场方程与 Eringen的结果基本是一致的1 

另外,多组分输运过程中各组分之间往往还会发生生物化学反应, 即存在质量交换作用,

将来的研究应考虑这种作用和影响1 
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Micropolar Mixture Theory of Multicomponent Porous Media

HUANG Lu,  ZHAO Cheng- gang

( School of Civil Engin eer in g and Architectur e , Beijing Jia otong Univer sity ,

Beijing 100044, P . R . China )

Abstract: A mixture theory is developed for multicomponent micropolar porous media by combination

of the hybrid mixture theory and micropolar continuum theory. This system was modeled as multicom-

ponent micropolar elastic solids saturated with multicomponent micropolar viscous fluids. Balance e-

quations were given through the mixture theory. Constitutive equations were developed based on the

second law of thermodynamic and constitutive assumptions. For taking account of compressibility of

solid phase, volume fraction of fluid as an independent state variable was introduced in free energy

function, and the dynamic compatibility condition was obtained to restrict the change of pressure dif-

ference on solid and fluid interface. The constructed constitutive equations were used t o close the field

equations. The linear field equations were obtained with the linearization procedure, and the micropolar

thermo- hydro- mechanical component transport model was established finally. This model can be

applied to some practical problems, such as contaminant, drug and pesticide transport. When the pro-

posed model is supposed to be the porous media, including both fluid and solid are single- compo-

nent, it will almost agree with Eringen. s model.

Key words: hybrid mixture theory; micropolar; multicomponent; deforming porous media
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