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摘要 :  讨论了一类具有双参数的半线性反应扩散方程奇摄动初始边值问题1 利用微分不等式理

论,研究了初始边值问题解的渐近性态1 
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引   言
研究非线性奇摄动问题是一个国际数学界十分关注的对象[ 1] 1 在过去的 10年来许多近

似方法被发展和优化,包括平均法、边界层法、匹配渐近展开法和多重尺度法1 近来许多学者,

诸如Ni和Wei[ 2] , Zhang[ 3] , Khasminskii和Yin[ 4] ,Marques[ 5]及 Bobkova[ 6]做了大量的工作1 利用

微分不等式和其他方法, 莫嘉琪等也研究了一类非线性常微分奇摄动边值问题[ 7]、反应扩散方

程[ 8- 10]、椭圆型边值问题[ 11]、生态问题[ 12]、非线性方程奇摄动问题的激波解[13- 14]和大气物理问

题[ 15- 18] 1 本文是利用一个特殊的奇摄动方法,研究一类带有两参数的奇摄动初始边值问题1 
今考虑如下半线性问题:

  E2
Lu - Lu t = f ( x , u, L) ,   t > 0, x I 8 , ( 1)

  u = g ( t , x ) ,   x I 5 8 , ( 2)

  u = h( x ) ,   t = 0, ( 3)

其中

  L S 6
n

i, j = 1
Aij ( x )

52

5x i5xj
+ 6

n

i= 1
Bi ( x )

5
5xi

,

  6
n

i, j= 1

Aij ( x ) NiNj \ K6
n

i= 1

N2i ,   PNi I R, K> 0,

E, L为小的正参数, x = ( x 1, x 2, ,, xn ) I 8, 8为R
n
中的有界区域, 5 8 为 8的光滑边界1 问
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题( 1) ~ ( 3)是一个带有两个小参数的奇摄动问题1 
我们需要如下假设:

[H1] 当 L y 0时, E/ L y 0;

[H2] L 的系数, f , g 和h 关于自变量在对应的区域内为充分光滑的函数,且

  g( 0, x ) = h( x ) ;

[H3] 存在一个正常数 D, 使得

  5f
5 u

( x , u, L) > D,   Px I �8 , Pu I R1 

  我们来构造问题( 1) ~ ( 3)的形式渐近解1 

1  外 部解

首先考虑方程( 1) ,

  - Lu t = f ( x , u, L) - E2
u 1 ( 4)

设方程( 4)的外部解 U为

  U( x , L) = 6
]

j = 0

Uj ( x ) Lj1 ( 5)

将式( 5)代入式( 4) ,按 L展开f , 使等式( 4) 的两边 L的同次幂系数相等 1 对于 L0 的系

数,有

  f ( x , U0, 0) = 01 ( 6)

由假设, 有式( 6)的解 U0( x ) 1 对于 L
j
( j = 1, 2, ,) 的系数, 我们有

  Uj ( x ) =
1

f u( x , U0, 0)
-

1
j !

5 j

5 Lj f x , 6
]

k= 0
Uk( x ) Lk

, L
L= 0

1 ( 7)

由式( 6)和( 7) U0( x ) 和 Uj ( x ) ( j = 1, 2, ,) , 我们能决定外部形式解( 5) 1 但它未必满足
条件( 2) 和( 3) , 所以我们还需分别构造在 t = 0附近的初始层校正项和在 x I 5 8附近的边界
层校正项1 

2  初始层校正

引入伸长变量[ 1] S = t / L,并设方程( 4) 和( 3) 的解 y 为

  u = U( x , L) + V( S, x , L) 1 ( 8)

将式( 8)代入方程( 4)和( 3) ,我们有

  5 V
5S + f ( x , U+ V, L) - f ( x , U, L) = 0, ( 9)

  V | S= 0 = h( x ) - U( x , L)1 ( 10)

设

  V ~ 6
]

j= 0
v j ( S, x ) L

j 1 ( 11)

将式( 5)、( 11)代入式( 9)、( 10) , 使等式( 9)和( 10)的两边 L的同次幂系数相等 1 对于 L0

的系数,有

  
5v0

5S + f ( x , U0 + v0, 0) - f ( x , U0, 0) = 0, ( 12)

  v0 | S= 0 = h ( x ) - U0( x ) , ( 13)
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5vj

5S+ f u ( x , U0 + v0, 0) vj = Fj ,   j = 1, 2, ,, ( 14)

  vj | S= 0 = - Uj ( x ) ,   j = 1, 2, ,, ( 15)

其中 Fj ( j = 1, 2, ,) 为已知函数 1 由假设, 我们可得到 vj ( j = 0, 1, 2, ,) , 并具有性质

  vj = O( exp(- kjS) ) = O exp - kj
t
L

,   j = 0, 1, 2, ,, ( 16)

其中 kj \ kj+ 1( j = 0, 1, 2, ,) 为正常数 1 将 v j 代入式( 11) ,这时有 t = 0附近的初始层校正

项 V1 

3  边界层校正

为了构造边界层项, 我们考虑原方程( 1) 1 

在5 8附近建立局部坐标系( Q, U) 1 按如下方法定义在5 8 邻域的每一点Q的坐标:坐标

Q( [ Q0) 为点 Q到边界5 8 的距离,其中 Q0为足够小,使得5 8 上的每一点的法线在5 8 的邻

域内互不相交 1 < = ( <1, <2, ,, <n- 1) 为在( n - 1) - 维流行5 8 的非奇坐标系 1 点 Q 的坐

标 <定义为通过点Q 的内法线与边界5 8 相交的点P 的坐标1 
在5 8 的邻域 0 [ Q [ Q0 中,有

  L = ann
52

5Q2 + 6
n- 1

i= 1
Ani

52

5Q5 <i
+ 6

n- 1

i, j= 1
Aij

52

5 <i5 <j
+ bn

5
5Q+ 6

n- 1

i= 1
bi

5
5 <i

, ( 17)

其中

  ann = 6
n

i, j = 1

Aij
5Q
5x i

5Q
5xj

, ani = 2 6
n

j , k= 1

Ajk
5Q
5xj

5 <i

5xk
, a ij = 6

n

k, l= 1

Akl
5 <i

5xk

5 <j

5x l
,

  bn = 6
n

i, j= 1

Aij
52Q

5xi5xj
, bi = 6

n

i, j= 1

Ajk
52<i

5xj5xk
1 

在0 [ Q [ Q0 上引入多重尺度变量
[ 8]

  R =
�h ( Q, <)

E
, �Q= Q, < = <,

其中 �h( Q, <) 为已知函数 1 为方便起见,以下仍将 Q代替�Q1 由式( 17) ,有

  L =
1

E2K 0 +
1
E
K 1 + K 0, ( 18)

其中 K 0 = ann�h
2
Q(52

/5R2
) ,而 K 1, K 2为已知的算子, 其结构从略1 

令原问题( 1) ~ ( 3)的解为 u ( x , L, E) :

  u( x , L, E) = U( x , L) + V( S, x , L) + W( R, x , L, E) , ( 19)

将式( 19)代入式( 1) ~ ( 3) , 我们有

  E
2
LW - LWt = f ( x , U+ V + W, L) - f ( x , U+ V, L) , ( 20)

  W = g ( t , x ) - U - V,   x I 5 8, ( 21)

  W = h ( x ) - U- V,    t = 01 ( 22)

且设

  W ~ 6
]

j= 1
w j E

j 1 ( 23)

将式( 23)、( 5)、( 11)代入式( 20) ~ ( 22) ,按 E展开非线性项,使等式( 20) ~ ( 22) 的两边 E的同

次幂系数相等, 可得
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  K 0w0 = f ( R, Q, <, U0 + v 0 + w0, 0) - f ( R, Q, <, U0 + v0, 0) , ( 24)

  w 0 = g - U0 - v0,   R = 0, ( 25)

  w 0 = 0,   t = 0, ( 26)

  K 0w1 - f u ( R, Q, <, U0 + v0 + w0, 0) w1 = - K 1w 0 + G 1, ( 27)

  w 1 = - U1 - v1,   R = 0, ( 28)

  w 1 = 0,   t = 0, ( 29)

其中 G1为已知函数,它的结构也从略1 

设�h ( Q, <) = Q
Q

0

dQ
ann

1 由式( 24) ~ ( 29) , 我们可得解 w0 和 w 11 并有性质:

  w j = O( exp(- �kj R) ) = O exp - �kj
Q
E ,   j = 0, 1, ( 30)

其中�kj \�kj+ 1 为正常数 1 将 w j 代入式( 23) ,我们得到在 Q= 0附近的第一边界层 W的校正

项1 
令 �w j = W( Q) wj ,其中 W( Q) 为在 �8 上的充分光滑函数并满足

  W( Q) =

1,   0 [ Q [ 1
3
Q0,

0,   Q\ 2
3
Q01 

这时我们能构造原问题( 1) ~ ( 3)的如下形式渐近解 u:

  u ~ 6
m

j= 0

( Uj + �v j ) L
j
+ 6

1

j= 0

w j E
j
+ O( max( Lm+ 1

, E2
) ) ,   0 < L,

E
L

, E n 11 

( 31)

注意到式( 16)和( 30) , 以及 E/ L y 0,故初始层项 V 的厚度比边界层项W 的厚度小1 

4  一致有效性

有如下定理:

定理  在假设[ H1] ~ [H3]下,双参数奇摄动问题( 1) ~ ( 3)存在一个解 u, 并且其解在 t \
0, x I �8 中有一致有效的渐近展开式( 31) 1 

证明  令 F= min( L
m+ 1

, E
2
) 1 构造辅助函数 A和 B:

  A= Zm - rF, B= Zm + rF, ( 32)

其中 r 为一个足够大的正常数,它将在下面决定,且

  Zm S 6
m

j= 0

( Uj + �v j ) L
j
+ 6

1

j= 0

wj E
j1 

显然

  A [ B, t \ 0, x I �8 ( 33)

和

  A| x I 5 8 [ g( t , x ) [ B | x I 5 8 , A| t= 0 [ h( x ) [ B | t= 01 ( 34)

现在来证明

  E2
L A- LAt - f ( x , A, L) \ 0,   t > 0, x I 8, ( 35)

  E2
L B- LBt - f ( x , B, L) [ 0,   t > 0, x I 8 1 ( 36)

由假设[H3] ,对于 E, L足够小,存在正常数 M , 使得
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  E2
LA- LAt - f ( x , A, L) =

    E2
LZm - L( Zm) t - f ( x , Zm , L) + [ f ( x , Zm , L) - f ( x , Zm - rF, L) ] \

    - f ( x , U0, 0) - 6
m

j= 1

f u( x , U0, 0) Uj ( x ) +

    1
j !

5j

5Lj f x , 6
]

k= 0
Uk( x ) Lk

, L
L= 0

Lj
-
5v 0

5S -

    f ( x , U0 + v0, 0) + f ( x , U0, 0) - 6
m

j= 1

5vj

5S+ f u ( x , U0 + v0, 0) vj - Fj L
j
+

    K 0w 0 - f ( R, Q, <, U0 + v0 + w 0, 0) + f ( R, Q, <, U0 + v0, 0) +

    [ K0w 1 - f u( R, Q, <, U0 + v0 + w 0, 0) w 1 + K 1w 0 - G 1] E+ rDF- MF=

    ( rD- M ) F1 
选择 r \ M / D, 我们证明了不等式( 35) 1 同理可证不等式( 36)也成立1 于是由不等式( 33) ~

( 36) , 利用微分不等式理论,存在问题( 1) ~ ( 3)的解 u , 使得

  A [ u [ B,   t \ 0, x I �8 1 
于是由式( 32) ,我们最后得到了结果( 31) 1 定理证毕1 
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Singularly Perturbed Solution for Semilinear Reaction

Diffusion Equations With Two Parameters

MO Jia- qi
1, 2
,  LIU Shu- de1, 2

( 1. Depa rtm ent of Mathem atics , Anhu i Norm al Un iver sity ,

Wuhu , Anhui 241000, P . R . Chin a ;

2. Division of Com putat ion al Scien ce , E - In stitut es of Shan gha i Un iver sities a t

SJTU , Shan gha i 200240, P . R . China )

Abstract: A class of singularly perturbed initial boundary value problem for semilinear reaction diffu-

sion equations with two parameters was considered. Under suitable conditions, using theory of differ-

ential inequalities, the existence and asymptotic behavior of solution for initial boundary value problem

were studied.

Key words: nonlinear; two parameters; singular perturbation; reaction diffusion; initial layer;

boundary layer
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