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摘要:  提出了一种基于有限元模型缩聚技术的结构损伤统计识别方法, 该方法仅需要少量传感

器的测量数据1 首先基于模型缩聚技术建立确定性的损伤识别过程,然后利用摄动法将概率过程

融入确定性的损伤识别中,从而得到了一种基于概率统计的结构损伤识别方法1 该方法通过计算

未知参数(如损伤构件的弹性特征)对于测量噪声的一阶与二阶偏导数, 来得到这些未知参数的均

值与协方差矩阵1 文中不仅阐述了该方法的理论推导过程, 而且通过一个门式框架的数值仿真研

究,并结合 Monte Carlo数值模拟技术验证了该文方法的正确性1 
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引   言

结构系统的模态参数,如自振频率和振型,可以通过结构模态试验来获得1 显然, 结构物

理特性的改变将会直接导致结构动力特性和模态参数发生变化1 因此,连续监控结构系统的

动力特性是目前最常用的损伤检测及其程度评估的方法之一[ 1] 1 
在实际应用中,结构损伤识别所面临的一个主要困难就是传感器的数量通常是非常有限的,

即用于结构损伤识别或模型修正的传感器数量远少于目标结构有限元模型的自由度总数1 为了
克服该自由度不匹配的问题,可以采用振型扩充技术, 即扩充实验振型,使其维数与有限元计

算振型相匹配; 或者模型缩聚技术, 即将有限元模型降阶, 使理论计算振型维数与实测振型相

对应1 许多学者的研究表明振型扩充过程往往会使诸如测量噪声、建模误差、以及其他非确定

性因素的影响引入到扩充后的振型中[ 2- 3] ,而这将会显著影响损伤识别的结果1 模型缩聚技术
发展的最初目的是用来降低大型有限元模型的计算量1 其中,几个比较有代表性的模型缩聚

方法包括Guyan 缩聚法
[ 4]
或称为静态缩聚法, 改进的缩聚系统法( IRS, improved reduced sys-

tem) [ 5] ,以及动态缩聚法[ 6]等1 由于经典的 Guyan缩聚法忽略了惯性力的影响, 因此缩聚模型

和原始模型之间的误差较大1 特别是当被凝聚的副自由度所对应的结构质量相对较大时,这
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种误差尤为显著1 IRS方法在Guyan缩聚法的基础上进行了改进,通过在静态缩聚过程中添加

额外项,在一定程度上考虑了惯性力的影响1 与 Guyan缩聚法和 IRS缩聚法不同, 动态缩聚法

的变换过程在指定的频率范围内并不引入误差1 在过去几十年中, 模型缩聚技术已经被广泛

应用于结构试验模态分析以及有限元模型修正
[ 2, 7- 8] 1 然而,将这项技术与结构损伤识别相结

合的研究却不多见1 主要是因为结构原始有限元模型所包含的损伤信息与单元之间的关联性

特征很可能会在缩聚过程中丢失或者破坏[ 8] 1 由于动态缩聚方法能获得一个相对精确的有限
元降阶模型,因此通过这种方法,缩聚后的模型可以将原始模型中所包含的损伤信息完好地保

留下来1 本文的一个主要目的即是将动态缩聚方法[ 6]与结构损伤识别相结合,使得本文所提

出的方法能够适用于仅有少量传感器的情形1 此外,在应用动力响应数据进行结构模型修正

及损伤识别时, 测量噪声是一个关键性的影响因素[ 9] 1 测量噪声是不可避免的,它将会使得模

型修正和损伤识别的结果变得不确定1 目前还没有哪一种确定性的方法能处理这样的不确定

性问题1 为了能够处理损伤识别结果的不确定性,就需要发展一种基于概率理论的识别方法,

这正是本文研究的主要目的1 Monte Carlo数值模拟法和摄动法是两种常用的处理随机因素影

响的方法1 虽然 Monte Carlo模拟法在数值精度与鲁棒性上均占优势,但是当用来分析复杂问

题时, 其计算量往往相当可观, 因此该方法通常仅用来衡量其他方法的精确与否[ 10] 1 基于

Taylor级数展开式的摄动法是一种较常用的分析系统受随机因素影响的方法, 并且通常采用

二阶摄动展开式来计算未知参数的均值和协方差矩阵
[ 11] 1 

本文提出了一种新的结构损伤统计识别方法,该方法仅利用少量传感器采集的含噪声的

测量数据来实现有效的损伤识别1 该方法包含两个阶段,首先, 将有限元模型动态缩聚方法与

损伤识别理论进行有效结合, 建立结构损伤识别的确定性方法1 然后,基于摄动法的基本理论

对之前建立的确定性方法加以拓展,进而得到一种新的、能处理非确定性问题的损伤识别统计

方法1 文中通过对一个典型单层门式框架结构的数值仿真研究, 并结合 Monte Carlo 数值模拟

法,对本文方法的正确性和有效性进行了验证1 结果表明, 本文所提出的方法能较精确地识别

损伤程度并评估识别结果的不确定程度1 

1  阶段一:基于有限元模型缩聚的损伤识别

一个 N 自由度有限元模型的特征系统方程及整体刚度矩阵可以分别表示如下:

  K
^
Uj

= Kj MUj
, ( 1)

  K
^

= K
^
( H) = K - 6

N
H

i= 1

Hi K
i
, H= [ H1, H2, ,, HN

H
]
T
, ( 2)

其中, K
^
和M分别代表该有限元模型的整体刚度矩阵和质量矩阵1 损伤通过结构构件的刚度

降低来模拟,并假设损伤不改变结构的质量分布 1 因此, 这里采用健康状态下的整体质量矩

阵符号M, 而非对应损伤状态的整体质量矩阵符号 M
^
1 Kj = (2Pf j )

2
, 其中 f j 表示第 j 阶自振

频率, j = 1, 2, ,, N t1 N t表示测量模态阶数1 Kj 与U
j
分别代表系统的第j 阶特征值和特征向

量1 K
i
( i = 1, 2, ,, NH) 表示第 i个单元或子结构对整体刚度矩阵的贡献1 NH表示待识别未

知参数的个数, Hi 代表未知参数向量H的第 i个元素,它是一系列无纲量的参数,表征第 i个单

元或子结构 K
i 的损伤状态1 

将式( 2)代入到式( 1) 中可得
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  K - 6
N
H

i= 1

HiK
i Uj

= Kj MU
j1 ( 3)

依据有限元模型的主(或测量)自由度(由下标 m表示)和副(或未测)自由度(由下标 s表

示) , 可以形成自由度转换矩阵 P, PP
T

= IN , IN 表示N 维单位矩阵 1 将自由度转换矩阵 P的

转置左乘到式( 3) 的两边,并利用 P 的正交性可得

  P
T
K - 6

N
H

i= 1
HiK

i
PP

T Uj
= Kj P

T
MPP

T Uj 1 ( 4)

依据主副自由度的关系, 式( 4)可以进一步化为以下分块矩阵形式:

  

Kmm - 6
N
H

i= 1
HiK

i
mm Kms- 6

N
H

i= 1
HiK

i
ms

K sm - 6
N
H

i= 1

HiK
i
sm K ss- 6

N
H

i= 1

HiK
i
ss

Uj
m

U
j
s

= Kj

Mmm Mms

Msm Mss

Uj
m

U
j
s

, ( 5)

这里, Uj
m和 Uj

s分别表示特征向量 Uj 的测量( N m维向量) 与未测量( N s维向量)部分, N m+ N s

= N 1 式( 5)的第 2个方程组经过变换,可以得到下式:

  Uj
s = D Kj , H Uj

m, ( 6)

其中,矩阵 D( Kj , H) 由下式给出:

  D Kj , H = - K ss - 6
N
H

i= 1
HiK

i
ss - Kj Mss

- 1
Ksm - 6

N
H

i = 1
Hi K

i
sm - Kj Msm 1 ( 7)

应指出,矩阵 D( Kj , H) 不仅与特征值 Kj有关, 而且也与未知参数 H有关1 为简明起见,下

文采用符号 Dj 来代表矩阵D ( Kj , H)1 为使测量振型维数与计算振型相匹配,可利用如下转换

矩阵:

  Tj = Tj Kj , H =
IN

m

Dj N @ N
m

, ( 8)

其中, IN
m
表示 Nm维单位矩阵1 进而可得

  
Uj

m

U
j
s

= Tj U
j
m1 ( 9)

将式( 9)代入式( 5)中得

  �K - 6
N
H

i= 1
Hi �K

i
Tj U

j
m = Kj �MTj U

j
m, ( 10)

这里

  �K =
Kmm Kms

K sm K ss

, �M =
Mmm Mms

Msm Mss

, �Ki
=

K
i
mm K

i
ms

K
i
sm K

i
ss

1 ( 11)

将矩阵 Tj 的转置左乘到式(10) 的两边, 可得与Nm个主自由度相对应的降阶系统方程,即

  K
R
m - 6

N
H

i= 1
Hi K

i
m U

j
m = Kj M

R
m U

j
m , ( 12)

其中, KR
m和M

R
m分别代表缩聚后的整体刚度和质量矩阵,它们均与第 j 阶模态有关1 K

i
m也与

第 j 阶模态有关,其表示 K
i 的缩聚形式1 式( 12)中的这些缩聚后的矩阵可表示如下:
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  K
R
m = K

R
m Kj , H = T

T
j �KTj , ( 13a)

  M
R
m = M

R
m Kj , H = T

T
j �MTj , K

i
m = K

i
m Kj , H = T

T
j �K

i
Tj1 ( 13b, c)

经过整理,与所有测量模态对应的式( 12) 一起可以表达成以下的矩阵形式:

  A( H) H= b( H) , ( 14)

其中

  A( H) =

a
1
1 a

1
2 , a

1
N
H

a
2
1 a

2
2 , a

2
N
H

s s w s

a
N

t
1 a

N
t

2 , a
N t

N
H (N t@ Nm) @ N

H

, ( 15a)

  b( H) = [ z
T
1, z

T
2, ,, z

T
N

t
]
T
(N t@ Nm) @ 1, ( 15b)

  a
j
i = a

j
i Kj , U

j
m , H = K

i
m U

j
m, zj = zj Kj , U

j
m, H = K

R
m - Kj M

R
m Uj

m1 ( 15c, d)

式( 14)是一组关于未知参数向量 H的隐式非性线方程1 该方程组的求解可转化为以下具
有非线性最小二乘形式的无约束优化问题:

  min
HI RNH

f ( H) =
1
2

+g( H) +2
=

1
2 6

Nt@ Nm

i= 1
g

2
i H , ( 16)

  g( H) = A( H) H- b( H)1 ( 17)

采用 Levenberg-Marquardt (LM)算法可以有效求解上述优化问题[ 12] 1 

2  阶段二:损伤统计识别

2. 1  二阶摄动形式

依据最大熵原理,本文研究具有零均值正态分布的测量噪声1 测量噪声的不确定性影响

可通过在计算自振频率和振型中引入随机噪声项来体现[ 3] ,如

  �f j = �f j 1+ Lj , �Uj
m = �Uj

m ª 1 + G j
, ( 18a, b)

其中,上标~ 和- 分别表示试验模态数据和相应的均值1 符号 ª代表向量逐元相乘运算符1 Lj

和 G
j
分别代表第 j 阶测量自振频率和振型所对应的噪声1 将所有阶测量模态的噪声元素堆

积成一个向量, 可得到如下形式:

  E= [ ETf , ETU]
T
NE@ 1, Ef = [ L1, L2, ,, LN t

]
T
Nt@ 1, ( 19a, b)

  EU= [ ( G1)
T
, ( G2

)
T
, ,, ( GN t)

T
]
T
N G@ 1, NE= N t + NG , NG = N t @ Nm1 ( 19c)

噪声向量 E的均值(或数学期望值) E( E) 和协方差矩阵 C( E, E) 可以分别表示如下:

  E( E) = 0, C( E, E) =
R
2
f INt 0

0 R2UING N E@ N E

, ( 20a, b)

其中, Rf 与RU分别代表频率和振型噪声的标准差1 IN t
和 IN G

分别表示N t和NG维单位矩阵1 

为研究测量噪声对损伤识别结果的影响,式( 14)的两边均可以展开为关于 Ei 的二阶 Tay-

lor级数的形式:

  A U A
(0)

+ 6
NE

p= 1

A
(1)
p Ep +

1
2 6

NE

p = 1
6
NE

q= 1

A
(2)
p qEp Eq , ( 21a)

824 尹   涛    林  向  晖    朱  宏  平



  b U b
(0)

+ 6
NE

p= 1

b
(1)
p Ep +

1
2 6

NE

p= 1
6
NE

q= 1

b
(2)
p qEp Eq , ( 21b)

  H U H(0)
+ 6

NE

p= 1

5H
5Ep

Ep +
1
2 6

NE

p= 1
6
NE

q= 1

52 H
5Ep5Eq

Ep Eq , ( 21c)

其中, ( #)
(0)

, (#)
( 1) 和(#)

(2) 分别代表在随机噪声向量 E的均值(即 E(0)
) 以及未知参数向量 H

的均值(即 H(0)
) 处的零阶、一阶、和二阶偏导数 1 由于 A和b均与E和H相关,且同时, H也与

E相关,因此,关于 A 和b 的一阶和二阶偏导数 (见式( 21a)和式( 21b) ) 分别表示如下:

  A
(1)
p =

5A
5Ep

+ 6
N
H

r = 1

5A
5Hr

5Hr

5Ep
, b

(1)
p =

5 b
5Ep + 6

N
H

r = 1

5 b
5Hr

5Hr

5Ep , ( 22a, b)

  A
(2)
p q =

52
A

5Ep5Eq
+ 6

N
H

r= 1

52
A

5Ep5Hr

5Hr

5Eq
+ 6

N
H

r = 1

52
A

5Hr5Eq

5Hr

5Ep
+

    6
N
H

r = 1
6
N
H

s = 1

52
A

5Hr5Hs

5Hs

5Eq

5Hr

5Ep
+ 6

N
H

r= 1

5A
5Hr

52Hr

5Ep5Eq
, ( 22c)

  b
(2)
p q =

52
b

5Ep5Eq
+ 6

N
H

r= 1

52
b

5Ep5Hr

5Hr

5Eq
+ 6

N
H

r = 1

52
b

5Hr5Eq

5Hr

5Ep
+

    6
N
H

r = 1
6
N
H

s = 1

52
b

5Hr5Hs

5Hs

5Eq

5Hr

5Ep
+ 6

N
H

r= 1

5 b
5Hr

52 Hr

5Ep5Eq
1 ( 22d)

依据式( 21c)以及 E具有零均值的假定,均值 E( H) 和相应的协方差矩阵 C( H, H) 分别可

由以下两式给出:

  E( H) U E( H
(0)

) + 6
NE

p= 1

5H
5Ep

E( Ep ) +
1
2 6

NE

p= 1

52
H

5E2p
C ( Ep , Ep) =

    H( 0)
+

1
2 6

NE

p= 1

52H
5E2p

C ( Ep , Ep) , ( 23a)

  C( H, H) NH@ N H U 5 H
5E N H@N E

C( E, E) NE@ NE

5H
5E

T

NE@ NH

1 ( 23b)

从式( 23)中可以看出,均值 E( H) 近似地依赖于未知参数的零阶及二阶偏导数值, 而协方差矩

阵 C( H, H) 的近似值则仅由 H的一阶偏导数值决定1 

将式( 21)和式( 22)代入式( 14)中,并比较包含 1, Ep 和Ep Eq 的各项, 可以得到

  A
(0) H(0)

= b
( 0)

, ( 24a)

  A
(0) 5H

5Ep
= b

(1)
p - A

(1)
p H( 0)

, ( 24b)

  A
(0) 52H

5Ep5Eq
= b

(2)
p q - A

(2)
p qH

(0)
- 2A (1)

p
5H
5Ep

1 ( 24c)

式( 24a)是一组非线性隐式方程,可以由 LM 算法[ 12]进行求解1 观察式( 23)可以发现, 仅需要

计算当 p = q 时的相关结果即可,于是,式( 24b)和式( 24c)的解可以分别显式地表示如下:

  5H
5Ep = ( A

(0)
+ A

0
H- BH)

­ 5 b
5Ep

-
5A
5Ep

H( 0)
, ( 25a)

  52
H

5E2p
= ( A

(0)
+ A

0
H- BH)

­
p, ( 25b)

其中,符号 ­表示矩阵的广义逆,且
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  p =
52
b

5E2p
+ 2 6

N
H

r = 1

52
b

5Ep5Hr

5Hr

5Ep
+ 6

N
H

r= 1
6
N
H

s= 1

52
b

5Hr5Hs

5Hs

5Ep
5Hr

5Ep
-

    52
A

5E2p
+ 2 6

N
H

r= 1

52
A

5Ep5Hr

5Hr

5Ep
+ 6

N
H

r = 1
6
N
H

s= 1

52
A

5Hr5Hs

5Hs

5Ep

5Hr

5Ep
H(0)

-

    2
5A
5Ep

+ 6
N
H

r= 1

5A
5Hr

5Hr

5Ep

5H
5Ep

, ( 26a)

  BH=
5 b
5H1,

5 b
5H2, ,,

5 b
5HN

H N
G
@ N

H

, ( 26b)

  A
0
H =

5A
5H1 H

( 0)
,
5A
5H2 H

( 0)
, ,,

5A
5HN

H

H
(0)

N
G
@ N

H

1 ( 26c)

注意,在式( 25)与式( 26)的推导过程中,运用了偏导算子 52
/ (5Hr5Ep ) 和52

/ (5Ep5Hr) 的等价性

条件 1 这是因为 A和b 中所用到的缩聚后的系统矩阵均具有对称性的特点 1 式(25) 和式

(26) 中有关 A 和b的一阶和二阶偏导数计算将在下面两节中给出1 
2. 2  有关矩阵 A 和向量b 的一阶偏导数计算

本节将计算 A和b的一阶偏导数,这包括偏导算子5/5Ep和5/ 5Hr( p = 1, 2, ,, NE; r = 1,

2, ,, NH) 1 其中,偏导算子5/ 5Ep 可以分成两个部分,即5/ 5Lk 和5/5 Gk
l ( k = 1, 2, ,, N t , l =

1, 2, ,, N m) 来分别计算 1 Gk
l 表示向量 Gk的第l个元素 1 对于矩阵 A , 由式( 13)与式( 15c)可

得

  
5 aj

i

5Lk
=

5Ki
m

5Lk
�Uj

m =
5TT

j

5 Lk
�K i
Tj + T

T
j �K

i 5Tj

5 Lk
�Uj

m ,
5aj

i

5Gk
l

= K
i
m
5�Uj

m

5Gk
l

, ( 27a, b)

其中 i = 1, 2, ,, NH; j = 1, 2, ,, N t1 根据式(8) 和式(18) ,从式(27) 中可以看出5Tj /5 Lk与

5�Uj
m/ 5Gk

l ,即 5aj
i /5 Lk 与5 aj

i / 5Gk
l 的值仅在 k = j 情况下非零 1 5 aj

i / 5Hr ( r = 1, 2, ,, NH) 的值

可由下式给出:

  
5 aj

i

5Hr
=

5K i
m

5Hr
�Uj

m =
5TT

j

5Hr
�Ki
Tj + T

T
j �K

i 5Tj

5Hr
�Uj

m1 ( 28)

类似地,注意到, Kj = (2Pf j )
2
,5 b/ 5Ep 可以根据式( 13)和式( 15d)导出, 即

  
5 zj

5Lk
=

5KR
m

5 Lk
- 4P K

~

j
5�f j

5Lk
M

R
m - K

~

j
5MR

m

5Lk
�Uj

m, ( 29a)

  
5HR

m

5Lk
=

5TT
j

5 Lk
�HTj + T

T
j �H

5Tj

5 Lk
,   H = K 或M, ( 29b)

  
5 zj
5Gk

l
= ( K

R
m - K

~

j M
R
m)

5�Uj
m

5Gk
l
1 ( 29c)

与式( 27)类似,从式( 29)中可以看出 5zj / 5Lk 和5 zj /5Gk
l 仅当 k = j 时非零 1 5 b/5Hk 可由

下式计算得到:

  
5 zj

5Hr
=

5KR
m

5Hr
- K

~

j
5MR

m

5Hr
�Uj

m, ( 30a)

  
5HR

m

5Hr
=

5TT
j

5Hr
�HTj + T

T
j �H

5Tj

5Hr
,   H = K 或M1 ( 30b)

2. 3  有关矩阵 A 和向量b 的二阶偏导数计算

本节将计算式( 25)和式 ( 26)中所用到的 A 和 b 的有关二阶偏导数, 这包括偏导算子
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52
/ 5E2p , 52

/ (5Ep5Hr ) 以及 52
/ (5Hr5Hs ) ( p = 1, 2, ,, NE; r , s = 1, 2, ,, NH) 1 

为了方便起见,偏导算子 52
/ 5E2p 可以拆分成52

/5 L2k和52
/ 5( G

k
l )

2
( k = 1, 2, ,, N t) 两部分

来分别进行计算 1 则52
A / 5E2p 可以方便地由式( 27)计算得到,即

  
52
a

j
i

5 L2k
=

52
K

i
m

5 L2k
�U

j
m , ( 31a)

  
52
K

i
m

5 L2k
=

52
T

T
j

5 L2
k
�K i
Tj + 2

5TT
j

5 Lk
�Ki 5Tj

5Lk
+ T

T
j �K

i 5
2
Tj

5L2
k

, ( 31b)

  
52
a

j
i

5 ( Gk
l )

2 = K
i
m

52
�U

j
m

5 ( Gk
l )

2 = 0,   i = 1, 2, ,, NH; j = 1, 2, ,, N t1 ( 31c)

从式( 31)中可以看出, 52
a

j
i /5 L2

k仅当k = j 时才不为01 而根据式( 18b)中的定义, 52
a

j
i / 5( Gk

l )
2

的值对于任意 k 恒为 01 52
A/ (5Ep5Hr) ( r = 1, 2, ,, NH) 可由式( 27)得到

  
52
a

j
i

5Lk5Hr
=

52
K

i
m

5 Lk5Hr
�Uj

m, ( 32a)

  
52
K

i
m

5Lk5Hr
=

52
T

T
j

5 Lk5Hr
�Ki
Tj +

5TT
j

5Lk
�K i 5Tj

5Hr
+
5TT

j

5Hr
�Ki 5Tj

5Lk
+ T

T
j �K

i 52
Tj

5Lk5Hr
, ( 32b)

  
52
a

j
i

5Gk
l5Hr

=
5Ki

m

5Hr

5�Uj
m

5 Gk
l

=
5TT

j

5Hr
�K i
Tj + T

T
j �K

i 5Tj

5Hr

5�Uj
m

5Gk
l
1 ( 32c)

同样,当 k X j 时,式( 32a)与式( 32c)的值均为 0, 因为在此条件下, 5Tj /5 Lk , 52
Tj / (5 Lk5Hr ) 及

5�Uj
m/ 5Gk

l 的值均为 01 

52
A / (5Hr5Hs) ( r , s = 1, 2, ,, NH) 的值可在式( 28)的基础上求得, 即

  
52
a

j
i

5Hr5Hs
=

52
K

i
m

5Hr5Hs
�Uj

m, ( 33a)

  
52
K

i
m

5Hr5Hs
=

52
T

T
j

5Hr5Hs
�K i
Tj +

5TT
j

5Hr
�K i 5Tj

5Hs
+
5TT

j

5Hs
�K i 5Tj

5Hr
+ T

T
j �K

i 52
Tj

5Hr5Hs
1 ( 33b)

有关向量 b的二阶偏导数计算可以采用与A相类似的过程来实现 1 具体地讲,注意到 Kj

= (2Pf j )
2
,52

b/5E2p 的值可以由式( 29)导得,即

  
52
zj

5L2
k

=
52
K

R
m

5 L2k
- 8P K

~

j
5�f j

5 Lk

5MR
m

5 Lk
- K

~

j
52
M

R
m

5L2
k
�Uj

m, ( 34a)

  
52
H

R
m

5 L2k
=

52
T

T
j

5L2
k
�HTj + 2

5TT
j

5 Lk
�H
5Tj

5Lk
+ T

T
j �H

52
Tj

5 L2k
,   H = K 或M, ( 34b)

  
52
zj

5( Gk
l )

2 = ( K
R
m - K

~

j M
R
m)

52�Uj
m

5( Gk
l )

2 = 01 ( 34c)

52
b/ (5Ep5Hr) 也可在式( 29)的基础上求得,即

  
52
zj

5Lk5Hr
=

52
K

R
m

5Lk5Hr
- 4P K

~

j
5�f j

5 Lk

5MR
m

5Hr
- K

~

j
52
M

R
m

5Lk5Hr
�Uj

m, ( 35a)

  
52
H

R
m

5Lk5Hr
=

52
T

T
j

5 Lk5Hr
�HTj +

5TT
j

5Lk
�H
5Tj

5Hr
+
5TT

j

5Hr
�H
5Tj

5 Lk
+

    T
T
j �H

52
Tj

5 Lk5Hr
,   H = K 或M, ( 35b)

  
52
zj

5Gk
l5Hr

=
5KR

m

5Hr
- K

~

j
5MR

m

5Hr

5�Uj
m

5 Gk
l
1 ( 35c)
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52
b/ (5Hr5Hs ) 则可根据式( 30)求得,即

  
52
zj

5Hr5Hs
=

52
K

R
m

5Hr5Hs
- K

~

j
52
M

R
m

5Hr5Hs
�Uj

m, ( 36a)

  
52
H

R
m

5Hr5Hs
=

52
T

T
j

5Hr5Hs
�HTj +

5TT
j

5Hr
�H
5Tj

5Hs
+

5TT
j

5Hs
�H
5Tj

5Hr
+

    T
T
j �H

52
Tj

5Hr5Hs
,   H = K 或M1 ( 36b)

同理, 从式( 34)与式( 35) 中可以看出, 当 k X j 时, 关于 zj 的二阶偏导数, 即 52
zj / 5L2

k 和

52
zj / (5 Lk5Hr ) 均为 01 

2. 4  有关矩阵 D 的一阶与二阶偏导数计算

从以上的推导过程中可以看出,要获得 A和b的一阶与二阶偏导数,就首先要计算转换矩

阵 Tj ( j = 1, 2, ,, N t ) 的一阶与二阶偏导数 1 另外,注意到式(8) 中所表示的 Tj 和Dj 的关系,

即是首先要计算5Dj / 5Lk , 5Dj /5Hr , 52
Dj / 5L2

k , 52
Dj / (5 Lk5Hr ) 和52

Dj / (5Hr5Hs) ( r , s = 1, 2, ,,

NH) 1 有关 Dj 的偏导数的计算,将分别在下面公式中给出1 

为方便起见,假定

  Fj = K ss - 6
N
H

i= 1
Hi K

i
ss- K

~

j Mss , Gj = Ksm - 6
N
H

i= 1
Hi K

i
sm - K

~

j Msm, ( 37a, b)

则式( 7)可以重新表示为

  Fj Dj + Gj = 01 ( 38)

注意到 Kj = (2Pf j )
2
,则 5Dj / 5 Lk与 5Dj /5Hr 均可基于式( 38)导出:

  
5Dj

5Lk
= - F

- 1
j

5Fj

5 Lk
Dj +

5Gj

5Lk
=

    4P K
~

j
5�f j

5Lk
Kss- 6

N
H

i= 1
Hi K

i
ss - K

~

j Mss

- 1
( MssDj + Msm) , ( 39a)

  
5Dj

5Hr
= - F

- 1
j

5Fj

5Hr
Dj +

5Gj

5Hr
= Kss- 6

N
H

i= 1
Hi K

i
ss - K

~

j Mss
- 1

( K
r
ssDj + K

r
sm)1 ( 39b)

从式 ( 37 ) 中可以看出, 有关 Fj 和 Gj 的二阶偏导算子 52
/ 5L2

k ,52
/ (5 Lk5Hr ) , 以及

52
/ (5Hr5Hs ) 的值均为 01 因而, Dj 的二阶偏导数可以在式( 38)的基础上方便地求得:

  
52
Dj

5 L2k
= - 2F- 1

j
5Fj

5Lk

5Dj

5 Lk
=

    8P K
~

j
5�f j

5Lk
Kss- 6

N
H

i= 1

Hi K
i
ss - K

~

j Mss

- 1
Mss

5Dj

5Lk
, ( 40a)

  
52
Dj

5Lk5Hr
= - F

- 1
j

5Fj

5Lk

5Dj

5Hr
+
5Fj

5Hr

5Dj

5Lk
=

    K ss- 6
N
H

i= 1
Hi K

i
ss- K

~

j Mss

- 1
4P K

~

j
5�f j

5 Lk
Mss

5Dj

5Hr
+ K

r
ss
5Dj

5Lk
, ( 40b)

  
52
Dj

5Hr5Hs
= - F

- 1
j

5Fj

5Hr

5Dj

5Hs
+

5Fj

5Hs

5Dj

5Hr
=

    K ss- 6
N
H

i= 1

Hi K
i
ss- K

~

j Mss
- 1

K
r
ss
5Dj

5Hs
+ K

s
ss
5Dj

5Hr
1 ( 40c)
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有关 A和b的一阶与二阶偏导数在式(27) 至式(40) 中已经全部求得, 它们是式(25) 和式

(26) 中计算未知参数向量 H对于噪声向量 E的一阶与二阶偏导数的基础 1 这里必须指出的

是, 前面有关 A和b 的一阶与二阶偏导数的计算都是在随机噪声E的均值(即 E(0)
) 与未知参

数 H的均值(即 H(0)
) 处进行的, 这也就意味着之前所导出的偏导数的值在这些均值处都是常

数 1 于是, 未知参数向量 H的均值和协方差矩阵可以由式( 23)分别计算得到,进而通过其分

别计算识别的损伤大小及对应结果的不确定程度1 

3  数值仿真研究

本文采用一个单层平面框架结构作为数值仿真算例[ 3, 13] 1 其截面特性和材料特性如下:

弹性模量 E = 2. 0 @ 10
10

N/ m
2
;截面面积A = 3. 03 @ 10

- 4
m

2
(柱) 与 2. 43 @ 10

- 4
m

2
(梁) ,截面

惯性矩 I = 9. 09 @ 10- 10 m4
(柱) 与7. 29 @ 10- 10m4

(梁) , 材料密度 Q= 7. 67 @ 103kg/ m31 该框

架结构的二维平面有限元模型及节点、单元、自由度编号如图1所示1 

图 1  框架结构的平面二维有限元模型图

结构损伤的程度在损伤发展的初级阶段通常是比较小的,因而探测这样的小损伤往往很

困难1 本文利用所提出的方法专门研究在这种小损伤状况下的多损伤识别问题,即在结构中

多个不同部位出现不同程度的小损伤1 单元 1、8、9 被同时假定为损伤单元(如图 1中的虚线

单元) ,且分别发生 5%, 5%和 7%的刚度降低(即损伤) 1 在这种情况下,由损伤所引起的模态

参数的改变相当小1 计算机仿真结果表明,前 6阶自振频率的下降百分比中,最大的不超过

1% 1 
表 1 本文所考虑的工况

工况编号(简短描述) 使用模态 噪声水平 使用的测量自由度编号

工况 1(基本) 前 6阶 ( 1% , 1%) 1, 4, 7, 11, 14, 17, 20, 23, 25, 28, 31

工况 2(较少模态) 前 3阶 ( 1% , 1%) 1, 4, 7, 11, 14, 17, 20, 23, 25, 28, 31

工况 3(较大噪声) 前 6阶 ( 1% , 3%) 1, 4, 7, 11, 14, 17, 20, 23, 25, 28, 31

工况 4(较少测量自由度) 前 6阶 ( 1% , 1%) 1, 4, 7, 25, 28, 31        
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  损伤识别结果的不确定性跟很多影响因素有关,比如测量噪声的大小,损伤识别所采用的

模态阶数、测量自由度的数目等1 为了研究和比较以上各种因素对于损伤识别结果的影响,本

文设置了 4种工况,如表 1所示1 工况 1是一个基本工况,其他工况的结果均与其进行比较1 
在该工况中,采用前 6阶模态参数(包括自振频率和振型)进行损伤识别,所考虑的噪声水平为

Rf = 1%和RU= 1% 1 假定加速度计(传感器)安装在两个柱节点的 x 方向,以及水平梁节点的

y 方向1 与这些传感器位置相对应的自由度编号(见图 1)分别是 1, 4, 7, 11, 14, 17, 20, 23, 25,

28和 31,即测量自由度总数为 111 工况 2研究本文所提出的方法在较少可用模态信息情况下

的适用性1 在此工况中, 损伤识别仅采用前 3阶模态参数1 工况 3则是用来研究本文方法在

较大噪声水平下的适用情况1 由于实际情况下, 从模态试验中识别的振型测量数据的精度与

自振频率相比相对较低,因此本工况中振型的噪声水平从 1%提高到 3%, 而自振频率的噪声

水平 Rf 则维持 1%不变1 在工况 4中, 测量自由度数目从 11减少到 61 

( a) 均值 ( b) COV值

图 2 本文方法与 Monte Carlo方法对于工况 1的研究结果比较

( a) 识别均值和实际损伤的百分比误差 ( b) COV值

图 3 本文方法对于各工况分析结果的比较

所有工况均采用变异系数( COV, coefficient of variation) B( % ) 来研究损伤识别结果的不确

定性程度,并且为方便起见, 利用 A= 1- H来计算变异系数COV的值1 损伤识别结果的精度

是通过 A的均值(或最优值)与真实损伤程度之间的百分比误差来衡量的1 
在基本工况(工况 1)中, 采用 5 000次的Monte Carlo数值模拟来对本文方法进行验证1 识

别结果的均值和相应的不确定程度的比较结果如图 2所示1 从该图的对比中可以很清楚地看
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出,两种方法给出的均值和对应的不确定程度很接近1 这表明,本文方法的正确性通过 Monte

Carlo 模拟法得到了很好地验证1 
采用本文方法, 图 3( a)比较了各工况识别结果( A的均值)的精度,而图 3( b)则给出了相

应识别结果的不确定程度1 从图3( a)中可以很明显地发现,在本文所考虑的3种影响因素中,

测量噪声(见工况 3对应的带有上三角符号的虚线)对于识别结果精度的影响最大1 而其余两
种因素(见工况 2和 4)对于损伤识别精度的影响程度大致相当1 此外,有关测量噪声对于本

算例识别精度影响最大的论断,也可以从图 3( b)中所给出的 COV值上得到进一步地验证1 应
当指出,本文工况研究的目的并非要找出对于损伤识别结果的不确定性影响最大的一般性因

素(因为这随所研究问题的不同而变化) ,而在于阐明, 本文方法对于研究结构损伤识别中的不

确定性问题,提供了一个快速、准确、而又方便的解决途径1 

4  结   论

本文提出了一种基于有限元模型缩聚技术和摄动法的结构损伤统计识别方法1 该方法仅
利用从少量传感器采集到的受噪声污染的模态测量数据来进行损伤识别1 本文方法能显式地
处理损伤识别结果中的不确定性问题1 这些不确定性的因素主要来源于测量信息的不完备,

以及测量噪声等1 文中采用Monte Carlo 数值模拟技术,通过一个单层门式框架结构在多工况

下的数值仿真研究, 来对本文的方法进行验证1 仿真结果表明本文方法与 Monte Carlo 数值模

拟法的结果非常吻合,且能成功地识别损伤程度很小的多损伤情况1 此外,文中还通过一系列

的数值工况,研究了 3种因素,即测量噪声、使用的测量模态阶数、测量自由度数目, 对损伤识

别结果不确定性的影响1 由此可见,本文方法为定量研究影响损伤识别结果的不确定因素,提

供一种方便而有效的解决途径1 另外, 工况研究结果表明, 本文方法的一个突出的特点就是它

可以很好地适用于较少测量自由度的情况1 这一点对于实际应用中传感器数量受限, 以及结

构仅部分可测的情况尤其重要1 
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Statistical Damage Detection of Structures

Based on Model Reduction

YIN Tao
1
,  LAM Heung- fai

1
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2
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Techn ology , Wuhan 430074, P . R . China )

Abstract: A statistical damage detection method based on the finite element ( FE) model reduction

technique that utilizes measured modal data with a limited number of sensors is proposed. A deter-

ministic damage detection process was formulated based on the model reduction technique, and then

the probabilistic process was integrated into the deterministic damage detection process using the per-

turbation technique, which results in a statistical structural damage detection method. This is

achieved by deriving the firs-t and second- order partial derivatives of uncertain parameters, such as

the elasticity of the damaged member, with respect to the measurement noise, which then allows the

expectation and the covariance matrix of the uncertain parameters to be calculated. The theoretical de-

velopment of the proposed method is reported. Its numerical verification is proved by using a portal

frame example and Monte Carlo simulation.

Key words: damage detection; model reduction; perturbation technique; Monte Carlo simulation
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