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摘要: � 对三维光导型半导体探测器瞬态问题的计算流体力学数值模拟, 提出了一类修正迎风分

数步差分格式�� 应用变分形式、能量方法、归纳法假定、微分方程的先验估计理论和技巧 , 得到最

佳阶误差估计�� 该文数值方法已成功地应用到光导型半导体探测器瞬态问题的数值模拟中��
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引 � �言

半导体器件的迅速发展, 传统的近似方法已不适用, 需要研究通常称为扩散型的非线性偏

微分方程组的初边值问题��建立在光电效应基础上的光导型光电探测器, 是利用光生载流子

引起材料的电导率发生变化来对光进行探测的��其数学模型由 4 个方程组成的非线性偏微分

方程组的初边值问题决定[ 1-5] ��电子和空穴浓度方程是对流-扩散型的, 电场强度方程是一阶

的, 温度方程是热传导型的��

Gummel 于 1964 年提出用序列迭代法计算半导体问题
[ 5]

, 开创了半导体数值模拟这一新

领域�� Douglas和作者对一维、二维简单模型( 不考虑温度影响, 常系数的情况) 提出了便于实

用的差分方法, 并第一个得到理论分析成果
[ 6-7] ��本文研究现代强激光辐照半导体探测器时,

即产生光电效应又产生热效应, 应用流体力学方法, 提出了漂移-扩散模型, 建立相应的非线性

耦合偏微分方程组的初、边值问题, 和一类新型的迎风差分格式, 它能克服经典方法可能出现

的数值解的振荡和失真, 并可用大步长计算[ 8- 10] ��应用变分形式, 能量方法, 归纳法假定和先

验估计理论, 得到最佳阶 l
2 模误差估计, 并应用到半导体光电探测器中载流子输运过程的数

值模拟实践, 成功解决了这一著名问题[ 2, 6] , 对现代半导体器件数值模拟这一重要领域的模型
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分析、数值方法、机理研究和软件研制均有重要的理论和实用价值[ 10- 12] ��
本文从载流子输运角度出发, 建立了光导型半导体光电探测器内载流子输运的模型及其

流体动力学方程�� HgCdTe 红外探测器以其诸多优势被广泛使用, 我们就以HgCdTe 探测器为

例, 通过对方程进行数值求解得到不同激光辐射功率密度下探测器内载流子及电场的分布规

律��
当激光辐照半导体探测器时, 由于半导体材料对光的吸收, 产生光生载流子��载流子在探

测器内输运所遵循的连续性方程为[ 1-5]

� � �p�t = G - R -
1
e
��Jp , ( 1)

� � �n
�t

= G - R +
1
e
��J n, ( 2)

式中 p , n 分别为空穴、电子的浓度, G , R 分别为空穴、电子对的产生函数和复合函数, Jp , J n 分

别为空穴、电子的电流密度, � = (�/ �x , �/ �y , �/�z )
T��

载流子的电流密度为其漂移电流密度和扩散电流密度之和, 即

� � Jp = e�p pE - eDp � p , ( 3)

� � J n = e�nnE + eDn � n, ( 4)

其中 E 为载流子所在点的电场强度, �p , �n 分别为空穴、电子的迁移率, Dp , Dn 分别为空穴、电

子的扩散系数, Dp ( T) = �pkT/ e, Dn ( T) = �nkT / e, k 为Planck常数, T 为温度�� G( X , t ) 为单

位体积内光生载流子的产生函数 �� R( p , n) 为载流子的复合函数��
将电流密度表达式( 3) 、( 4) 代入连续性方程( 1) 、( 2) , 并利用 Poission 方程 ��E = e( p -

n ) / �可以导出空穴、电子的动力学方程为

� � �p�t = G - R - �p E�� p -
e�p
�

p ( p - n) + ��( Dp ( T ) � p ) ,

� � � � X = ( x , y , z )
T � �, t � J = ( 0, T̂ ] , ( 5)

� � �n
�t

= G - R + �n E�� n +
e�n
�

n( p - n) + ��( Dn ( T) � n) ,

X � �, t � J�� ( 6)

在载流子输运过程中, 探测器内电流密度为载流子电流密度与位移电流密度之和, 得到电

场的动力学方程为

� � ��E�t = Js - e[ �p p + �nn] E + eDp( T ) � p - eDn( T) � n,

( X , t ) � � � J , ( 7)

此处 Js 是探测器内总电流密度, 通常为常矢量函数, E = ( E 1, E 2, E3)
T��

光照使得材料吸收热量而升温, 有热传导方程:

� � c�
�T
�t

= ��( K ( X , t ) � T) + g (X , t ) , � � ( X , t ) � � � J , ( 8)

式中 c, �分别为与材料有关的常数, K ( X , t ) , g( X , t ) 为已知函数��
方程( 5) 、( 6) 、( 7) 和( 8) 联立, 形成了完整地描述光导型半导体探测器内载流子输运现象

的流体动力学方程, 这是一个耦合的非线性偏微分方程组��
初始条件

� �
E( X , 0) = E0( X) , p ( X , 0) = p 0(X) ,

n( X , 0) = n0(X) , T ( X , 0) = T 0(X) ,
� � X � ��� ( 9)

在半导体器件数值模拟中, 应用最多的是第一类( Dirichlet) 和第二类( Neumann) 边界条件��
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问题 � �Dirichlet 边界条件

� � E = �E( X , t ) , p = �p ( X , t ) , n = �n ( X , t ) , T = �T ( X , t ) ,

(X , t ) � �� � J , ( 10)

此处 �E , �p , �n 和�T 为给定的已知的矢量函数和数量函数��
问题 � �Neumann 边界条件

� � E��= 0, � p�� = 0, � n��= 0, �T��= 0, � � ( X , t ) � � � � J , ( 11)

此处 �为边界面��的外法线方向��
通常问题是正定的, 即满足

( C) � 0 < D* � Ds ( T) � D
*

, s = p , n, 0 < K * � K ( X , t ) � K
*

,

此处 D * , D
*

, K * , K
* 均为正常数��

假定问题的精确解具有一定的光滑性, 即满足

(R) � p , n, E , T � L
�

( W
4, �

) ,
�2

p

�t
2 ,
�2

n

�t
2 ,
�2
E

�t
2 ,
�2

T

�t 2 � L
�

( L
�

) ,

且 R ( p , n) 在解的 �0 领域关于二个变量均是Lipschitz 连续的, 即存在常数 M , 当 | �i | � �0( 1

� i � 4) 时有

� � | R ( p ( X, t ) + �1, n( X , t ) + �2) - R( p ( X , t ) + �3, n( X , t ) + �4) | �

� � � � M | �1 - �3 | + | �2 - �4 | , � � (X , t ) � � � J�� ( 12)

这样的假定在物理上是合理的[ 2-4] ��最后指出, 在本文中记号 M 和 �i 分别表示普通正常

数和小的正数, 在不同之处可有不同的含义��

1 �二阶迎风差分格式

为了用差分方法求解, 用网格区域 �h 代替 ��� 在三维空间 X = ( x , y , z )
T
上 x 方向步长

为 h1, y 方向步长为h2, z 方向步长为h3, x i = ih1, yj = j h2, zk = kh3, 如图 1 所示��

图 1� 网域 �h 示意图

�h =

� � ( x i , yj , zk)

i 1( j , k ) < i < i 2( j , k )

j 1( i , k ) < j < j 2( i , k)

k 1( i , j ) < k < k2( i , j )

,

用 �h 代替 �, 用� �h 表示 �的边界��

记 E
m
h, ijk , p

m
h, ijk , n

m
h, ijk 和T

m
h, ijk 为对应于E( X ijk ,

t
m
) , p ( X ijk , t

m
) , n( X ijk , t

m
) 和 T( X ijk , t

m
) 的差分

解�� 设 t
m 时刻的E

m
h , p

m
h , n

m
h 和T

m
h 已知, 寻求下一

时刻的差分解 E
m+ 1
h , p

m+ 1
h , n

m+ 1
h 和T

m+ 1
h �� 为叙述

简便, 这里仅讨论第一边值问题��
由于热传导方程( 8) 是独立的, 首先提出其分数步差分格式:

� � ( c�- �t��z ( K
m+ 1�z) ) T

m+ 1/ 3
h, ijk = c�T m

h, ijk + �tg
m+ 1
ijk ,

� � k1( i , j ) < k < k2( i , j ) , ( 13a)

� � T
m+ 1/ 3
h, ijk = �T ( X ijk , t

m+ 1
) , � �X ijk � ��h ; ( 13b)

� � ( c�- �t��y( K
m+ 1
�y ) ) T

m+ 2/ 3
h, ijk = c�T

m+ 1/ 3
h, ijk , � � j 1( i , k ) < j < j 2( i , k ) , ( 14a)

� � T
m+ 2/ 3
h, ijk = �T ( X ijk , t

m+ 1
) , � �X ijk � ��h ; ( 14b)
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( c�- �t��x ( K
m+ 1�x) ) T

m+ 1
h, ijk = c�T m+ 2/ 3

h, ijk , � � i1( j , k) < i < i2( j , k) , ( 15a)

T
m+ 1
h, ijk = �T ( X ijk , t

m+ 1
) , � � X ijk � ��h�� ( 15b)

其次, 提出电场强度方程的中心差分格式:

� � �( Em+ 1
h, ijk - E

m
h, ijk ) / � t = J s - e[ �p p

m
h, ijk + �nn

m
h, ijk ] E

m+ 1
h, ijk +

� � � � eDp( T
m+ 1
h, ijk) � h p

m
h, ijk - eDn( T

m+ 1
h, ijk) � hn

m
h, ijk ,

� � k1( i , j ) < k < k2( i , j ) , j 1( i , k ) < j < j 2( i , k ) , ( 16a)

� � E
m+ 1
h, ijk = �E( X ijk , t

m+ 1
) , � �X ijk � ��h , ( 16b)

此处

� � Eh = ( E1h, E2h , E 3h )
T
,

� � � h p
m
h, ijk =

p
m
h, i+ 1, jk - p

m
h, i- 1, jk

2h1
,

p
m
h, i , j+ 1, k - p

m
h, i , j- 1, k

2h2
,

p
m
h, ij , k+ 1 - p

m
h, ij , k- 1

2h3

T

,

� � � hn
m
h, ijk = � ��

最后提出空穴、电子浓度的二阶迎风分数步差分格式:

� � ( 1 - �t ( 1+ ( h3/ 2) �p | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk ��z ( Dp ( T

m+ 1
h ) �z ) + �t�Em

3h
) p

m+ 1/ 3
h, ijk =

� � � � p
m
h, ijk + �t - ( e�p / �) p

m
h, ijk( p

m
h, ijk - n

m
h, ijk ) + ( G

m+ 1
ijk - R ( p

m
h, ijk , n

m
h, ijk) ) ,

k1( i , j ) < k < k 2( i , j ) , ( 17a)

� � p
m+ 1/ 3
h, ijk = �p ( X ijk , t

m+ 1
) , � � X ijk � ��h; ( 17b)

� � ( 1 - �t ( 1+ ( h2/ 2) �p | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk ��y( Dp ( T

m+ 1
h ) �y ) + �t�Em

2h
) p

m+ 2/ 3
h, ijk =

� � � � p
m+ 1/ 3
h, ijk , j 1( i , k ) < j < j 2( i , k ) , ( 18a)

� � p
m+ 2/ 3
h, ijk = �p ( X ijk , t

m+ 1
) , � � X ijk � ��h; ( 18b)

� � ( 1 + �t ( 1+ ( h1/ 2) �p | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk ��x( Dp ( T

m+ 1
h ) �x ) + �t�Em

1h
) p

m+ 1
h, ijk =

� � � � p
m+ 2/ 3
h, ijk , i 1( j , k ) < i < i 2( j , k) , ( 19a)

� � p
m+ 1
h, ijk = �p ( X ijk , t

m+ 1
) , � � X ijk � ��h; ( 19b)

此处

� �

�Em

1h
p h, ijk = �pE

m
1h, ijk H ( E

m
1h, ijk) D

- 1
p ( T

m+ 1
h, ijk ) Dp ( T

m+ 1
h, i- 1/ 2, jk) ��x +

� � ( 1 - H ( E
m
1h, ijk) ) D

- 1
p ( T

m+ 1
h, ijk) Dp ( T

m+ 1
h, i+ 1/ 2, jk) �x p h, ijk ,

�Em

2h
p h, ijk = � , �Em

3h
ph, ijk = � ,

H ( z ) = 1, � � z � 0, H ( z ) = 0, � � z < 0��

( 20)

� � ( 1 - �t ( 1+ ( h3/ 2) �n | E
m
3h | D

- 1
n ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk��z ( Dn( T

m+ 1
h ) �z ) - �t�Em

3h
) n

m+ 1/ 3
h, ijk =

� � � � n
m
h, ijk + �t ( e�p / �) n

m
h, ijk( p

m
h, ijk - n

m
h, ijk) + ( G

m+ 1
ijk - R( p

m
h, ijk , n

m
h, ijk) ) ,

k1( i , j ) < k < k 2( i , j ) , ( 21a)

� � n
m+ 1/ 3
h, ijk = �n ( X ijk , t

m+ 1
) , � � X ijk � ��h; ( 21b)

� � ( 1 - �t ( 1+ ( h2/ 2) �n | E
m
2h | D

- 1
n ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk��y ( Dn( T

m+ 1
h ) �y) -

� � � � �t�Em

2h
) n

m+ 2/ 3
h, ijk = n

m+ 1/ 3
h, ijk , j 1( i , k ) < j < j 2( i , k ) , ( 22a)

� � n
m+ 2/ 3
h, ijk = �n ( X ijk , t

m+ 1
) , � � � � X ijk � ��h; ( 22b)

� � ( 1 - �t ( 1+ ( h1/ 2) �n | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk��x ( Dn( T

m+ 1
h ) �x) - �t�Em

1h
) n

m+ 1
h, ijk =
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� � � � n
m+ 2/ 3
h, ijk , i 1( j , k) < i < i 2( j , k) , ( 23a)

� � n
m+ 1
h, ijk = �n ( X ijk , t

m+ 1
) , � �X ijk � ��h; ( 23b)

此处 �Em

1h
nh, ijk � 的定义是类似的��

格式( 13) ~ ( 23) 的计算程序: 首先由式( 13) ~ ( 15) 用追赶法计算出 T
m+ 1
h, ijk , 再由式( 16)

分别在3个方向用追赶法计算出 E
m+ 1
h, ijk , 最后由式( 17) ~ ( 20) 用追赶法计算出 p

m+ 1
h, ijk , 同时并

行的由式( 21) ~ ( 23) 计算出 n
m+ 1
h, ijk �� 由于问题满足正定性条件( C) , 故格式( 13) ~ ( 23) 的解

存在且唯一��

2 �收敛性分析

为理论分析简便, 设

� � � = ( x , y , z )
T

| 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < z < 1 ,

h = 1/ N, �t = T̂ / L , t
m

= m�t1 

设   R = E - Eh, F = p - p n, N= n - nh, V = T - T h,

此处 E , p , n, T 为问题的精确解, Eh, p h, nh, Th 为相应的差分解, 为了进行误差分析, 引入离散

空间 l
2
( 8 ) 和 h

1
( 8) 的内积与范数

[ 8- 9]
,

  3v, w4 = 6

N

i, j , k= 1

v ijkw ijkh
3
, + v + 0 = + v + = 3v, v4

1/ 2
;

  [ v , w) 1 = 6

N- 1

i= 0
6

N

j , k= 1
vijkw ijkh

3
, [ v , w ) 2 = 6

N- 1

j= 0
6

N

i, k= 1
v ijkw ijkh

3
,

  [ v , w) 3 = 6

N- 1

k= 0
6

N

i, j= 1
vijkw ijkh

3
,

  | [ Dxv + 0 = [ Dxv , Dxv)
1/ 2
1 , | [ Dyv + 0 = [ Dyv , Dyv)

1/ 2
2 , | [ Dzv + 0 = [ Dzv, Dzv )

1/ 2
3 ,

  + v +
2
1 = + v +

2
0 + | [ Dxv +

2
0 + | [ Dyv +

2
0 + | [ Dzv +

2
01 

首先讨论热传导方程, 由式( 13) ~ ( 15) 消去 T
m+ 1/ 3
h , T

m+ 2/ 3
h , 并整理可得下述等价方程:

  cQ( T
m+ 1
h, ijk - T

m
h, ijk ) / $ t - D�x ( K

m+ 1
Dx) + D�y ( K

m+ 1
Dy) +

    D�z ( K
m+ 1

Dz) T
m+ 1
h, ijk + ( $ t / ( cQ) ) D�z ( K

m+ 1
Dz ( D�y ( K

m+ 1
Dy) ) ) +

    D�z ( K
m+ 1

Dz( D�x ( K
m+ 1

Dx) ) ) + D�y ( K
m+ 1

Dy( D�x ( K
m+ 1

Dx) ) ) T
m+ 1
h, ijk -

    ( $ t / ( cQ) )
2

D�z ( K
m+ 1

Dz ( D�y ( K
m+ 1

Dy ( D�x ( K
m+ 1

DxT
m+ 1
h ) ) ) ) ) ijk =

    g( X ijk , t
m+ 1

) ,     1 [ i , j , k [ N - 1, ( 24a)

  T
m+ 1
h, ijk = �T ( X ijk , t

m+ 1
) ,   X ijk I 5 8 h 1 ( 24b)

由方程( 8) ( t = t
m+ 1

) 和式( 24) 相减可得下述误差方程:

  cQ( V
m+ 1
ijk - V

m
ijk) / $ t - D�x( K

m+ 1
Dx V

m+ 1
) ijk + D�y( K

m+ 1
DyV

m+ 1
) ijk +

    D�z ( K
m+ 1

DzV
m+ 1

) ijk + ( $ t / ( cQ) ) D�z ( K
m+ 1

Dz ( D�y ( K
m+ 1

DyV
m+ 1

) ) ) ijk +

    D�z ( K
m+ 1

Dz( D�x ( K
m+ 1

DxV
m+ 1

) ) ) ijk + D�y ( K
m+ 1

Dy ( D�x ( K
m+ 1

DxV
m+ 1

) ) ) ijk -

    ( $ t / ( cQ) )
2

D�z ( K
m+ 1

Dz ( D�y ( K
m+ 1

Dy ( D�x ( K
m+ 1

DxV
m+ 1

) ) ) ) ) ijk =

    E1( X ijk , t
m+ 1

) ,   1 [ i , j , k [ N - 1, ( 25a)

  Vm+ 1
ijk = 0   X ijk I 5 8 h, ( 25b)

此处 | E1( X ijk , t
m+ 1

) | [ M $ t + h
2

1 
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对式( 25) 乘以 Vm+ 1
ijk $ t , 作内积并应用分部求和公式和 Gronwall 引理可得

  + V + �L ]
( [ 0, T ] ; l

2
) [ M $ t + h

2
1 ( 26)

其次讨论电场强度方程组( 7) , 由方程组( 7) ( t = t
m+ 1

) 和式( 16) 相减可得下述误差方程

组:

  : ( R
m+ 1
ijk - R

m
ijk) / $ t = - e [ Lpp

m+ 1
+ Lnn

m+ 1
] ijk E

m+ 1
ijk - [ Lpp

m
n + Lnn

m
n ] ijk E

m+ 1
h, ijk +

    e [ Dp ( T
m+ 1

) ¨p
m+ 1

- Dp ( T
m+ 1
h ) ¨ h p

m
h ] ijk -

    [ Dn( T
m+ 1

) ¨n
m+ 1

- Dn( T
m+ 1
h ) ¨ hn

m
h ] ijk +

    E2( X ijk , t
m+ 1

) ,   1 [ i , j , k [ N - 1, ( 27a)

  Rm+ 1
h, ijk = 0,      X ijk I 5 8 h , ( 27b)

此处 0 = ( 0, 0, 0)
T
, | E2( X ijk , t

m+ 1
) | [ M $ t + h

2
1 

对式( 27) 乘以 R
m+ 1
ijk $ t , 作内积可得

  :3 R
m+ 1

- R
m

, R
m+ 1

4 =

    - e3[ Lp p
m+ 1

+ Lnn
m+ 1

] E
m+ 1

- [ Lp p
m
h + Lnn

m
h ] E

m+ 1
h , R

m+ 1
4 $ t +

    e3Dp( T
m+ 1

) ¨p
m+ 1

- Dp ( T
m+ 1
h ) ¨ h p

m
h , R

m+ 1
4 - e3Dn( T

m+ 1
) ¨ n

m+ 1
-

    Dn ( T
m+ 1
h ) ¨ hn

m
h , R

m+ 1
4 $ t + 3 E

m+ 1
2 , R

m+ 1
4 $ t 1 ( 28)

我们引入归纳法假定

  max
0 [ m [ L

+ R
m

+ 0, ] , + F
m

+ 0, ] , + N
m

+ 0, ] y 0, ( $ t , h) y 01 ( 29)

对估计式( 28) , 应用归纳法假定式( 29) 可得

  + R
m+ 1

+
2
- + R

m
+

2
[ E + ¨ hF

m
+

2
+ + ¨ hN

m
+

2
$ t +

    M + F
m

+
2

+ + N
m

+
2
+ + R

m+ 1
+

2
+ ( $ t)

2
+ h

4
$ t1 ( 30)

下面讨论空穴和浓度方程( 5) 和( 6) 的误差估计1 对于空穴浓度方程的迎风分数步格式( 17) ~

( 20) , 消去 p
m+ 1/ 3
h , p

m+ 2/ 3
h 可得下述等价方程:

  ( p
m+ 1
h, ijk - p

m
h, ijk) / $ t - ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�x( Dp ( T

m+ 1
h ) Dx ) +

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�y( Dp ( T

m+ 1
h ) Dy ) +

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ) p

m+ 1
h, ijk +

    DE
m

1h
+ DE

m

2h
+ DE

m

3h p
m+ 1
h, ijk +

    $ t ( 1 + ( h / 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1 +

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dy) ) ) +

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1 +

    ( h / 2) Lp | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�x ( Dp( T

m+ 1
h ) Dx) ) ) + , p

m+ 1
h, ijk -

    ( $ t )
2
( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�z ( Dp( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dy( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�x ( Dp( T

m+ 1
h ) Dx p

m+ 1
h ) ) ) ) ) ijk +

    $ t DE
m

3h
( DE

m

2h
) + DE

m

3h
( DE

m

1h
) + DE

m

2h
( DE

m

1h
) p

m+ 1
h, ijk +

    ( $ t )
2

DE
m

3h
( DE

m

2h
( DE

m

1h
p

m+ 1
h ) ) ijk -

    $ t ( 1 + ( h / 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( DE

m

2h
) ) +
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E
m

3h
( ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y( Dp( T

m+ 1
h ) Dy) ) + , p

m+ 1
h, ijk +

    ( $ t )
2 ( 1 + ( h / 2) Lp | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dy( DE

m

1h
p

m+ 1
h ) ) ) ) ijk + , =

    - ( eLp / : ) p
m
h, ijk ( p

m
h, ijk - n

m
h, ijk) + ( G

m
h, ijk - R ( p

m
h, ijk , n

m
h, ijk) ) ,

  1 [ i , j , k [ N - 1, ( 31a)

  p
m+ 1
h, ijk = �p ( X ijk , t

m+ 1
) ,   X ijk I 5 8 h1 ( 31b)

由方程( 5) ( t = t
m+ 1

) 和式( 31) , 可得下述空穴浓度误差方程:

  ( F
m+ 1
ijk - F

m
ij k) / $ t - ( 1+ ( h/ 2) | E

m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�x ( Dp( T

m+ 1
h ) DxF

m+ 1
) ijk +

    ( 1+ ( h/ 2) | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�y ( Dp ( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ijk +

    ( 1+ ( h/ 2) | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz F

m+ 1
) ijk =

    - DE
m

1h
F

m+ 1
ijk + DE

m

2h
F

m+ 1
ijk + DE

m

3h
F

m+ 1
ijk -

    $ t ( 1 + ( h / 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1 +

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ) ) ijk + , +

    ( $ t )
2
( 1+ ( h/ 2) | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�z ( Dp( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dy( ( 1+

    ( h / 2) | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�x ( Dp( T

m+ 1
h ) DxF

m+ 1
) ) ) ) ) ijk +

    [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m+ 1
3 | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijk D�x ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dx p

m+ 1
) ijk -

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�x( Dp ( T

m+ 1
h ) Dx p

m+ 1
) ijk ] + , -

    [ DE
m+ 1

1
p

m+ 1
ijk - DE

m

1h
p

m+ 1
ijk ] + , -

    $ t [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m+ 1
3 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
ijkD�z ( Dp( T

m+ 1
) Dz( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m+ 1
2 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�y ( Dp ( T

m+ 1
) Dyp

m+ 1
) ) ) ijk -

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
ijkD�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1 +

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dyp

m+ 1
) ) ) ijk ] + , +

    ( $ t )
2

( 1 + ( h / 2) Lp | E
m+ 1
3 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
ijkD�z ( Dp ( T

m+ 1
) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m+ 1
2 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�y ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m+ 1
1 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�x ( Dp ( T

m+ 1
) Dx p

m+ 1
h ) ) ) ) ijk - , + , +

    E3( X ijk , t
m+ 1

) ,   1 [ i , j , k [ N - 1, ( 32a)

  Fm+ 1
ijk = 0,   X ijk I 5 8 h , ( 32b)

此处 | E3( X ijk , t
m+ 1

) | [ M $ t + h
2

1 

假定时间和空间剖分参数满足限制性条件:

  $ t = O( h
2
) 1 ( 33)

对式( 32) 乘以 F m+ 1
ijk $ t , 作内积并分部求和可得

  3 Fm+ 1
- F

m
, F

m+ 1
4 + $ t 3Dp ( T

m+ 1
h ) DxF

m+ 1
,

    Dx [ ( 1+ ( h/ 2) | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
] 4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, Dy [ ( 1+ ( h/ 2) | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
]4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DzF

m+ 1
, Dz [ ( 1 + ( h/ 2) | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
] 4 =
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- $ t3 DE
m

1h
F

m+ 1
+ DE

m

2h
F

m+ 1
+ DE

m

3h
F

m+ 1
, F

m+ 1
4 -

    ( $ t )
2
3 ( 1 + ( h / 2) Lp | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�z ( Dp( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ) ) + , , F

m+ 1
4 +

    ( $ t )
3
3 ( 1 + ( h / 2) | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dy( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�x ( Dp( T

m+ 1
h ) DxF

m+ 1
) ) ) ) ) , F

m+ 1
4 +

    $ t3[ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m+ 1
1 | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�x ( Dp ( T

m+ 1
) Dx p

m+ 1
) -

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�x ( Dp( T

m+ 1
h ) Dx p

m+ 1
) ] + , , F

m+ 1
4 -

    $ t3[ DE
m+ 1

1
p

m+ 1
- DE

m

1h
p

m+ 1
] + , , F

m+ 1
4 -

    ( $ t )
2
3 [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m+ 1
3 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
ijkD�z ( Dp( T

m+ 1
) Dz( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m+ 1
2 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�y ( Dp ( T

m+ 1
) Dyp

m+ 1
) ) ) -

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1 +

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) Dyp

m+ 1
) ) ) ] + , , F

m+ 1
4 +

    ( $ t )
3
3 ( 1 + ( h / 2) Lp | E

m+ 1
1 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�z ( Dp ( T

m+ 1
) Dz ( ( 1 +

    ( h / 2) Lp | E
m+ 1
2 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�z ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m+ 1
1 | D

- 1
p ( T

m+ 1
) )

- 1
D�x ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dx p

m+ 1
) ) ) ) -

    , , F
m+ 1

4 + , + $ t3E
m+ 1
3 , F

m+ 1
4 1 ( 34)

首先对误差方程( 34) 的左端进行估计可得

  3 Fm+ 1
- F

m
, F

m+ 1
4 + $ t 3Dp ( T

m+ 1
h ) DxF

m+ 1
,

    Dx [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
] 4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, Dy [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
]4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DzF

m+ 1
, Dz [ ( 1 + ( h/ 2) Lp | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
] 4 \

    ( 1/ 2) + F
m+ 1

+
2
- + F

m
+

2
+

    $ t 3Dp( T
m+ 1
h ) DxF

m+ 1
, ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DxF

m+ 1
4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DyF

m+ 1
4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DzF

m+ 1
, ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DzF

m+ 1
4 +

    $ t 3Dp( T
m+ 1
h ) DxF

m+ 1
, Dx( 1 + ( h/ 2) Lp | E

m
1h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, Dy ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DzF

m+ 1
, Dz ( 1 + ( h / 2) Lp | E

m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
4 \

    ( 1/ 2) + F
m+ 1

+
2
- + F

m
+

2
+ D0$ t + ¨ hF

m+ 1
+

2
-

    E+ ¨ hF
m+ 1

+
2

$ t - M + F
m+ 1

+
2

$ t , ( 35a)

此处 D0 为某一确定的正常数1 

对于式( 34) 的右端逐项依次估计, 对第 1 项由归纳假定式( 30) 得知 + Em
h + 0, ] 是有界的,

则可推出

  - $ t3 DE
n

1h
F

m+ 1
+ DE

n

2h
F

m+ 1
+ DE

n

3h
F

m+ 1
, F

m+ 1
4 [

    E + ¨ hF
m+ 1

+
2

$ t + M + F
m+ 1

+
2

$ t 1 ( 35b)

对于式( 34) 右端的其他诸项, 虽然- D�x ( DpDx) , - D�y ( DpDy ) , - D�z ( DpDz ) 是自共轭的、正定
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有界算子, 区域为正立方体, 但它们的乘积是不可交换的, 利用 Dy Dz = Dz Dy , Dy D�z = D�z Dy 对右

端第 2 项的第 1部分进行详细分析, 其余部分是类似的1 

  - ( $ t)
2

3 ( 1 + ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1 +

    ( h/ 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ) ) , F

m+ 1
4 =

    ( $ t )
2
3 Dp( T

m+ 1
h ) Dz( ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y( Dp ( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ) ,

    Dz [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
]4 =

    ( $ t )
2
3 Dp( T

m+ 1
h ) ( 1 + ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�yDz( Dp ( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) +

    Dp( T
m+ 1
h ) Dz ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y( Dp ( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ,

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DzF

m+ 1
+

    Dz ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
F

m+ 1
4 =

    - ( $ t )
2

3 Dp ( T
m+ 1
h ) Dy DzF

m+ 1
, ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
( 1+

    ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DyDzF

m+ 1
4 +

    3 DzDp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, ( 1 + ( h / 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
( 1+

    ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DyDzF

m+ 1
4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) Dy DzF

m+ 1
, Dy [ ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
( 1+

    ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
] DzF

m+ 1
+ , 4 +

    3 DzDp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, Dy [ ( 1 + ( h / 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
( 1 +

    ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
] DzF

m+ 1
+ , 4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
@

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
DyDzF

m+ 1
4 +

    3Dp ( T
m+ 1
h ) DyF

m
, Dy [ Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
@

    ( 1+ ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
] DzF

m+ 1
+ , 4 1 ( 35c)

对于上述估计式( 35c) 的第 1 项, 利用正定性条件( C) 和归纳法假定式( 29) , 可得

  - ( $ t)
2

3 Dp( T
m+ 1
h ) DyDzF

m+ 1
, ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
Dy DzF

m+ 1
4 [

    - ( $ t)
2
D1 + Dy DzF

m+ 1
+

2
1 ( 35d)

此处 D1 为某一确定的正常数1 对式( 35c) 中某余诸项有

  - ( $ t)
2

3 DzDp ( T
m+ 1
h ) DyF

m+ 1
, ( 1+ ( h/ 2) Lp | E

m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
Dy DzF

m+ 1
4 + , [

    ( $ t )
2
( D1/ 2) + DyDz F

m+ 1
+

2
+ M + F

m+ 1
+

2
$ t1 ( 35e)

于是对式( 34) 右端的第 2 项有下述估计式:

  - ( $ t)
2

3 ( 1 + ( h/ 2) Lp | E
m
3h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�z ( Dp ( T

m+ 1
h ) Dz ( ( 1+

    ( h / 2) Lp | E
m
2h | D

- 1
p ( T

m+ 1
h ) )

- 1
D�y ( Dp( T

m+ 1
h ) DyF

m+ 1
) ) ) + , , F

m+ 1
4 [

    - ( $ t)
2
( D1/ 2) + Dy Dz F

m+ 1
+

2
+ + Dx DzF

m+ 1
+

2
+ + Dx DyF

m+ 1
+

2
+

    M + F
m+ 1

+
2

$ t1 ( 35f )

对式( 34) 右项其余诸项可以进行类似的分析, 并综合式( 35a) ~ ( 35f) 经整理可得估计式:

  + Fm+ 1
+

2
- + F

m
+

2
+ + ¨ hF

m+ 1
+

2
$ t [
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M + F
m+ 1

+
2
+ + N

m
+

2
+ + F

m
+

2
+ ( $ t)

2
+ h

4
$ t1 ( 36)

对上式关于时间 t 求和( 0 [ m [ L ) 可得

  + F
L+ 1

+
2
+ 6

L

m= 0
+ ¨ hF

m+ 1
+

2
$ t [

    M 6

L

m= 0

+ F
m+ 1

+
2
+ + N

m+ 1
+

2
$ t + ( $ t )

2
+ h

4
1 ( 37)

对电子浓度方程( 23) , 经同样的估计过程和复杂的计算, 可得下述误差估计式:

  + N
L+ 1

+
2
+ 6

L

m= 0
+ ¨ hN

m+ 1
+

2
$ t [

    M 6

L

m= 0

+ N
m+ 1

+
2

+ + F
m+ 1

+
2

$ t + ( $ t )
2
+ h

4
1 ( 38)

对式( 30) 关于时间 t 求和( 0 [ m [ L ) , 并组合式( 37) 和( 38) 可得

  + FL+ 1
+

2
+ + N

L+ 1
+

2
+ + R

L+ 1
+

2
+

    6

L

m= 0

+ ¨ hF
m+ 1

+
2
+ + ¨ hN

m+ 1
+

2
$ t [

    M 6

L

m= 0

+ F
m+ 1

+
2
+ + N

m+ 1
+

2
+ + R

m+ 1
+

2
$ t + ( $ t )

2
+ h

4
1 ( 39)

应用 Gronwall 引理可得

  + F
L+ 1

+
2
+ + N

L+ 1
+

2
+ + R

L+ 1
+

2
+

    6

L

m= 0

+ ¨ hF
m+ 1

+
2
+ + ¨ hN

m+ 1
+

2
$ t [

    M ( $ t)
2
+ h

4
1 ( 40)

归纳法假定式( 29) 满足是显然的1 

定理 假定问题( 5) ~ ( 11) 的精确解满足正则性条件( R) , 采用修正迎风分数步格式( 13)

~ ( 23) 逐层并行计算, 若剖分参数满足条件( 33) , 则下述最佳阶 l
2 误差估计式成立:

  + p - p h + L
]

(J , l
2
) + + n - nh + L

]
( J , l

2
) + + E - Eh + L

]
(J , l

2
) +

    + T - Th + L
]

( J , l
2
) + + p - p h + �L

2
(J , h

1
) + + n - nh + �L

2
(J , h

1
) [

    M
*

$ t + h
2

, ( 41)

此处常数 M
*
依赖于 p , n , T , E 及其导函数1 

3  数值模拟结果

经计算得到, 不同激光辐照功率密度下, 光生电子密度随光照时间的变化情况如图 2 所

示, 从中可看出在稳定功率的激光辐照下, 电子密度很快达到稳定分布, 其大小与辐照光的功

率密度成正比1 载流子寿命对载流子密度的影响情况如图 3 所示, 可看出达到稳定分布所需

的时间与载流子寿命成正比1 光生空穴密度有着同样的变化规律1 

图 4表示激光辐照时载流子密度的空间分布, 图 5 表示不同掺杂密度下探测器内电子密

度随光照时间的变化1 从对探测器温度的计算得知, 在激光辐照密度较小或辐照时间较短的

情况下, 探测器的温度并不升高1 引起温度升高的时间为毫秒量级, 所以当计算时间小于温升

时间时, 计算出的载流子密度的变化是指光生电子( 光生空穴) 密度的变化1 

从上述计算结果指明
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图 2  不同激光功率密度下探测器内 x = 0. 1 Lm    图 3  载流子寿命对载流子密度的影响

处光生电子密度随光照时间的变化 ( pK= 50 W/ cm2, B, C , D 分别对应

( pK= ( 20, 50, 100, 150) W/ cm2) S = (4 @ 10- 8, 10- 7, 4 @ 10- 7 ) s)

  图 4  光照时间 t = 1 Ls 时探测器内载流子  图 5 不同掺杂密度下探测器内 x = 0. 1 Lm

密度的分布 ( pK= 50 W/ cm2 ) 处电子密度随光照时间的变化

( C, B 分别对应N D = 0, 8 @ 1014 cm- 3 )

1) 在稳定功率的激光辐照下, 探测器内光生载流子密度经过一段时间后达到稳定分布,

达到稳定分布所需的时间与载流子寿命成正比1 

2) 光照时光生载流子产生的数量与激光辐照功率密度成正比, 与载流子寿命也成正比1 

3) 材料掺杂质密度的大小只影响探测器内载流子的数量, 不影响其分布规律1 
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M e c h a n i c s f o r P h o t o e l e c t r i c S e m i c o n d u c t i n g D e t e c t o r

YUAN Y-i r ang
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,  L I C h a n g- f e n g
1
,  L I U Y u n- x i n
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Abst ra ct : For computational fluid mechanics simulations of a thr ee- dimensional pho toelectric sem-i

conducting detector , a modified upwind finite difference fractional step scheme was propo sed. The op-

timal err or estimated by using techniques including calculus of v ar iations, energy method, induction hy-

pothe sis, and a prior e stimates were obtained. The propo sed scheme has been applied to simulate the

photoelectric semiconducting detector.

Key wo rds: pho toelectric detector; fluid mechanics model; upwind fractional step; theo retical analy-

sis; actual application
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