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二阶非线性脉冲微分方程边界值问题
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摘要:  研究二阶非线性脉冲微分方程边界值问题 ( BVPI) 1 构造了 BVPI 的 Green 函数, 并将非线

性的 BVPI 转化为不动点问题,利用 Banach 不动点定理和 Lipschitz 条件,证明了该非线性 BVPI解的

唯一性,最后证明了 BVPI 解的存在性定理1 
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引   言

脉冲微分方程是研究过程状态发生突然变化动力学的基本工具1 许多应用问题的研究推

动了脉冲微分方程理论的发展, 我们可以给出一些典型实例的名称, 控制理论
[ 1-2]
、人口动力

学[ 3]、医学中的化学疗法[ 4] ,以及一些物理问题[ 5] 1 近 20年来,脉冲微分方程方面的数学理论

取得了重大的进展, 参见文献[ 6-9] 1 另一方面,为微分方程构成了一个有趣且有用的领域,在

经济学、社会科学、生物学、物理学、工程学、神经网络等有着它们的应用[ 10- 11] 1 在数值分析

中,微分方程是研究的基本手段,近年来开始了脉冲微分方程的研究[ 12-16] 1 
令 Z表示全体整数 1 对于任意 l , m I Z, l [ m,离散区间[ l , m] 表示集合 l , l + 1, ,,

m , 半无限区间(- ] , l ] 和[ l , ] ) 分别表示离散的集合 ,, l - 2, l - 1, l 和 l , l + 1, l+ 2,

, 1 本文的所有区间均为离散区间1 
本文中,我们研究下面的脉冲边值问题( BVPI) :

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = f ( n, y ( n) ) ,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , ( 1)

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 2)

  Ay ( a - 1) - By [$] ( a - 1) = L, Cy ( b) + Dy [ $] ( b ) = M, ( 3)

其中 y ( n) 是一个定义于 n I [ a - 1, b + 1] 上的期望解, $表示向前微分算子,由下式定义:

  $y ( n) = y ( n + 1) - y ( n) ,

y
[$]
( n) = p ( n) $y ( n) 表示 y ( n)的准$-导数, a , b, c I Z, a < c < b , b- c \2;系数 p ( n) ,
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q ( n) 为复数函数, 分别定义于[ a - 1, c - 1] G [ c + 1, b] 和[ a, c - 1] G [ c + 2, b ] ,且对于

任意的 n, p ( n ) X 0; f ( n , N) 为复数函数,定义于( [ a, c - 1] G [ c + 2, b] ) @ C; d 1, d2, A, B,

C, D, L, M是给定的复数, d1 X 0, d2 X 0, | A| + | B | X 0, | C| + | D| X 01 

条件( 3)是边界条件,而条件( 2)可以看作在 c 处的一个脉冲现象1 
问题( 1) ~ ( 3)是作者在文献[ 17]中研究的连续脉冲 BVP 的一个对等的离散模型1 我们

的初步分析(见下文定理 1的证明)表明, 形式( 2)的脉冲条件对二阶微分方程情形更为合适1 

本文由如下诸节构成:

在第 1节中,作为辅助问题,我们分析线性脉冲齐次微分方程:

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = 0,

  n I (- ] , c - 1] G [ c + 2, ] ) ,

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) 1 

这里,提出了唯一性和存在性定理,并给出了相应的非齐次方程系数公式的变化1 
在第 2节中,构造了下列 BVPI 的Green函数:

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = h ( n) ,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , ( 4)

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 5)

  Ay ( a - 1) - By [$] ( a - 1) = 0, Cy ( b ) + Dy [$] ( b) = 01 ( 6)

在第 3节中, 利用线性问题( 4) ~ ( 6)的 Green函数将非线性 BVPI( 1) ~ ( 3)简化成不动点

问题1 这里,用到了压缩映射定理( Banach不动点定理) ,当 f ( n, N) 满足 Lipschitz条件时, BVPI

( 1) ~ ( 3)存在唯一解1 
最后,第 4节的定理证明了,除了解必然唯一外,还给出的解结果的存在性1 

1  线性脉冲微分方程

设 c为整数, d1, d2 为非零复数1 考虑脉冲二阶线性齐次微分方程
  - $[ p ( n - 1) $y ) ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = 0,

  n I (- ] , c - 1] G [ c + 2, ] ) , ( 7)

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 8)

其中系数 p ( n) , q ( n) 分别为定义在(- ] , c - 1] G [ c+ 1, ] ) 和(- ] , c - 1] G [ c + 2, ] )

上的复数函数, 且对任意 n, p ( n) X 01 
利用 $-导数的定义,将问题( 7)、( 8)改写为下面形式:

  - p ( n - 1) y ( n - 1) + q1( n) y ( n) - p ( n) y ( n + 1) = 0,

  n I (- ] , c - 1] G [ c + 2, ] ) , ( 9)

  
y ( c - 1) = d1y ( c + 1) ,

p ( c - 1) [ y ( c) - y ( c - 1) ] = d2p ( c + 1) [ y ( c + 2) - y ( c + 1) ] ,
( 10)

其中

  q1( n) = q ( n) + p ( n - 1) + p ( n) ,   n I (- ] , c - 1] G [ c + 2, ] )1 

定理 1  设 n0为 Z中的一个不动点, c0, c1为给定的复数,则问题(7)、(8) 有唯一解 y ( n) ,

n I Z, 且

  y ( n0) = c0, y
[$]
( n0) = c11 ( 11)
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证明  首先,假设 n0 I (- ] , c - 1] 1 在初始条件(11) 下,在(- ] , c - 1] 上求解方程

(9) ,当 n I (- ] , c ] 时, y ( n) 是唯一的 1 于是,由式(10) , y ( c + 1) 和 y ( c + 2) 是唯一的,

则方程(9) 在[ c + 2, ] ) 上解唯一1 
现设 n0 I [ c + 1, ] ) 1 在[ c + 2, ] ) 上求解方程(9) ,满足初始条件(11) ,当 n I [ c + 1,

] ) 时, y ( n) 是唯一的 1 于是, 由式(10) , 确定 y ( c - 1) 和 y ( c) 是唯一的, 则解方程(9) 在

(- ] , c - 1] 上解唯一1 
最后,如果 n0 = c,那么由初始条件(11) ,发现 y ( c) 和 y ( c + 1) 是唯一的 1 再由脉冲条

件( 10) ,确定 y ( c- 1) 和 y ( c + 2) 1 接着,首先在(- ] , c- 1] 上求解方程( 9) ,当 n I (- ] ,

c - 2] 时, y ( n ) 是唯一的;然后,在[ c + 2, ] ) 上求解方程(9) ,当 n I [ c + 3, ] ) 时, y ( n) 是

唯一的1 t

定义 2  对于函数 y 和z :当 Z y C时,定义它们的Wronskian形式如下:

  Wn ( y , z ) = y ( n) z
[$]
( n) - y

[$]
( n ) z ( n) =

    p ( n) [ y ( n) z ( n + 1) - y ( n + 1) z ( n) ] ,   n I Z1 
定理 3  问题( 7)、( 8)任意两个Wronskian解 y ( n) 和 z ( n) ,在任一区间 (- ] , c- 1]和[ c

+ 1, ] ) 上是常数1 

  Wn ( y , z ) =
M ,   n I (- ] , c - 1] ,

N,   n I [ c + 1, ] ) 1 
( 12)

另外

  M = d1d2N ( 13)

和

  Wc ( y , z ) = -
p ( c)

p ( c - 1)
d2N 1 ( 14)

证明  假设 y ( n) 和 z ( n) 是方程(7)、(8) 的解,其中 n I Z1 计算 Wn( y , z ) 的 $-导数:

对 $-导数利用乘法法则

  $[ f ( n) g( n ) ] = [$f ( n) ] g( n ) + f ( n + 1)$g ( n) =

    f ( n )$g( n) + [ $f ( n) ] g ( n + 1) ,

有

  $Wn( y , z ) = $[ y ( n) z [ $] ( n ) - y
[ $]
( n) z ( n) ] =

    [ $y ( n) ] z [$] ( n) + y ( n + 1)$z [$] ( n) -

    y
[$]
( n)$z ( n) - [$y [$] ( n) ] z ( n + 1) =

    y ( n + 1) $z [ $] ( n) - [$y [$] ( n) ] z ( n + 1)1 
进一步地,因为 y ( n) 和 z ( n) 是方程( 7)、( 8)的解,

  $y [ $] ( n) = q ( n + 1) y ( n + 1) ,   n I (- ] , c - 2] G [ c + 1, ] ) ,

  $z
[$]
( n) = q( n + 1) z ( n + 1) ,   n I (- ] , c - 2] G [ c + 1, ] ) 1 

因此

  $Wn( y , z ) = 0,   n I (- ] , c - 2] G [ c + 1, ] ) 1 
这意味着 Wn ( y , z ) 在(- ] , c - 1] 和[ c + 1, ] ) 是常数 1 因此, 得到式(12) , 其中 M 和N 是

常数(由解 y ( n) 和 z ( n ) 决定) 1 
接着,对 y ( n) 和 z ( n) 利用式( 12)和脉冲条件( 8) ,有

  M = W c- 1( y , z ) = y ( c - 1) z [$] ( c - 1) - y
[ $]
( c - 1) z ( c - 1) =
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    d1d 2[ y ( c + 1) z [$] ( c + 1) - y
[$]
( c + 1) z ( c + 1) ] =

    d1d 2Wc+ 1( y , z ) = d1d2N 1 

因此,式( 13)证毕1 
最后,由脉冲条件( 8) , 得到

  y ( c) = d1 - d2
p ( c + 1)
p ( c - 1)

y ( c + 1) + d 2
p ( c + 1)
p ( c - 1)

y ( c + 2)1 

将 y ( c) 和 z ( c) 代入

  Wc ( y , z ) = p ( c) [ y ( c) z ( c + 1) - y ( c + 1) z ( c) ] ,

得到

  Wc ( y , z ) = - d 2
p ( c)

p ( c - 1) Wc+ 1( y , z ) = - d2
p ( c)

p ( c - 1) N 1 

因此式( 14)得证1 t

推论 4  如果 y ( n ) 和 z ( n) 是方程(7)、(8) 的两个解, 那么, 对于所有的 n I Z, 不是

Wn( y , z ) = 0,就是 Wn( y , z ) X 01 

利用定理 1,当方程( 7)不包含任何脉冲条件[ 8]时,下面的两个定理可以采用相同的方法

证明是正确的1 
定理 5  方程( 7)、( 8)任意两个解是线性无关的,当且仅当它们的Wronskian不等于 01 
定理 6  方程( 7)、( 8)有两个线性无关的解, 则方程( 7)、( 8)的其它任一个解是这两个解

的线性组合1 
设 y1( n) 和 y 2( n) 为方程( 7)、( 8)产生的一组基础解集,证明它们是方程( 7)、( 8)的解,且

Wronskian不等于 01 
考虑非齐次方程

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = h ( n) ,

  n I (- ] , c - 1] G [ c + 2, ] ) , ( 15)

有脉冲条件

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 16)

其中 h( n) 是定义在(- ] , c - 1] G [ c + 2, ] ) 上的复数函数 1 通过下式将函数 h( n) 延拓

到点 n = c和n = c + 1:

  h( c) = h( c + 1) = 01 ( 17)

定理7  假设 y 1( n)和 y 2( n) 为齐次方程( 7)、( 8)的一组基础解集1 那么相应的非齐次方
程( 15)、( 16)的通解给出如下:

  y ( n) = c1y 1( n) + c2y 2( n) + y0( n) ,   n I Z,

其中 c1, c2 为任意常数,且

  y 0( n) =

- 6
c

s = n

y 1( n) y 2( s ) - y 1( s) y 2( n)

Ws ( y 1, y 2)
h( s) ,   n [ c,

6
n

s= c+ 1

y 1( n) y 2( s) - y 1( s) y 2( n )

Ws ( y 1, y 2)
h( s ) ,   n \ c + 11 

( 18)

证明  考虑到式( 17) ,这不难验证,由式( 18)定义的函数 y 0( n) 是方程(15)、(16) 的一个

特解,也就是说, y 0( n) 满足方程( 15)和条件

  y 0( c - 1) = y
[ $]
0 ( c - 1) = 0, y 0( c + 1) = y

[$]
0 ( c + 1) = 01 
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定理 7证毕1 t

2  脉冲线性边值问题及其 Green函数

设点 a, b , c I Z,满足 a < c < b 和 b- c \21 考虑下列脉冲线性边值问题( BVPI) :

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = h ( n) ,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , ( 19)

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 20)

  Ay ( a - 1) - By [$] ( a - 1) = 0, Cy ( b ) + Dy [$] ( b) = 0, ( 21)

其中 y ( n ) 是定义在 n I [ a - 1, b+ 1] 的期望解, p ( n) 和 q( n) , h( n) 分别是定义在[ a - 1,

c - 1] G [ c + 1, b ] 和[ a, c - 1] G [ c+ 2, b] 的复数函数,且对于任意 n, p ( n) X 0, d1, d2和

A, B, C, D为复数,且分别有 d1 X 0, d2 X 0,和 | A| + | B| X 0, | C| + | D| X 01 
U( n) 和 W( n) 为下列齐次方程:

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = 0,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , ( 22)

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) ( 23)

的解,且满足边界条件:

  U( a - 1) = B, U[ $] ( a - 1) = A ( 24)

和

  W( b) = D, W[$] ( b) = - C, ( 25)

因此, U( n) 满足式(21) 的第 1个条件, W( n) 满足其第 2个条件1 
根据定理 3和条件( 24)、( 25) ,当 n I [ a - 1, c - 1] 时,有

  Wn ( U, W) = U( a - 1) W
[ $]
( a - 1) - U

[$]
( a - 1) W( a - 1) =

    BW[$] ( a - 1) - AW( a - 1) ;

当 n I [ c + 1, b] 时, 有

  Wn ( U, W) = U( b) W[$] ( b) - U[$] ( b) W( b ) = - CU( b) - DU[$] ( b)1 
因此,考虑式( 13) , 得到

  Wn ( U, W) =
- d1d2[ CU( b) + DU[$] ( b) ] ,   n I [ a - 1, c - 1] ,

- CU( b) - DU
[$]
( b) ,   n I [ c + 1, b] ,

( 26)

还有

  Wn ( U, W) =
BW[$] ( a - 1) - AW( a - 1) ,   n I [ a - 1, c - 1] ,

1
d1d 2

[ BW[$] ( a - 1) - AW( a - 1) ] ,   n I [ c + 1, b ] 1 
( 27)

注意到,由式( 26)、( 27)有

  BW[$] ( a - 1) - AW( a - 1) = - d1d 2[ CU( b) + DU[$] ( b) ] 1 ( 28)

根据定理 5,由式( 26)可知, 当且仅当 U( n) 和 W( n) 线性无关时, CU( b ) + DU[$] ( b) X 01 

下面的定理从另外一个角度来阐述条件 CU( b ) + DU[ $] ( b ) X 01 

定理 8  CU( b) + DU[ $] ( b) X 0, 当且仅当齐次方程( 22)、( 23)仅有满足边界条件( 21)时

的平凡解1 

证明  如果 CU( b) + DU[ $] ( b ) = 0, 根据式(24) , U( n) 将是齐次方程(22)、(23) 满足边界
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条件(21) 的一个非平凡解 1 现在假设 CU( b) + DU[ $] ( b ) X 0, 则 U( n) 和 W( n) 为方程( 22)、

( 23)解的一组基础解,所以方程( 21) ~ ( 23)的一个任意解将由以下形式组成:

  y ( n) = c1 U( n) + c2W( n) ,

其中 c1, c2 为常数 1 将该 y ( n) 表达式代入边界条件( 21) , 并考虑式( 24)、( 25) ,得到

  c2[ AW( a - 1) - BW[ $] ( a - 1) ] = 0 和 c1[ CU( b ) + DU[ $] ( b ) ] = 01 

因为 CU( b ) + DU[$] ( b) X 0,又由式(28) 得 AW( a - 1) - BW[ $] ( a - 1) X 0,只有 c1 = c2 = 0,

也就是说,解 y ( n) 是平凡解1 t

定理 9  如果 CU( b) + DU
[$]
( b) X 0, 那么,非齐次的 BVPI( 19) ~ ( 21)有唯一解 y ( n ) ,

  y ( n) = 6
b

s = a

G ( n, s) h ( s) ,   n I [ a - 1, b + 1] , ( 29)

其中,函数 G( n, s) 被称为 BVPI( 19) ~ ( 21)的 Green函数, ( n, s ) I [ a - 1, b + 1] @ [ a - 1,

b] 时, 由下式定义

  G( n, s) = -
1

Ws ( U, W)
U( s ) W( n) ,   s [ n,

U( n ) W( s ) ,   n [ s1 
( 30)

证明  在条件 CU( b ) + DU[$] ( b) X 0下,齐次方程(22)、( 23) 的解 U( n) 和 W( n) 线性无

关,因此, 根据定理 7,非齐次方程( 19)、( 20)的通解有以下形式:

  y ( n) =

c1 U( n) + c2W( n) - 6
c

s= n

y 1( n) y 2( s) - y 1( s) y 2( n )

Ws( y 1, y 2)
h( s ) ,

  n [ c,

c1 U( n) + c2W( n) + 6
n

s= c+ 1

y 1( n) y 2( s ) - y 1( s) y 2( n)

Ws ( y 1, y 2)
h( s) ,

  n \ c + 1,

( 31)

其中 c1, c2 为任意常数 1 将该 y ( n) 表达式代入边界条件( 21) , 不难发现

  c1 = - 6
b

s = c+ 1

W( s)
Ws ( U, W)

h ( s) , c2 = - 6
c

s = a

U( s )
W s( U, W)

h( s )1 

将 c1 和 c2 的值代入式( 31) ,得到式( 29)、( 30) 1 t

不难证明下面的定理1 

定理 10  如果 CU( b) + DU[$] ( b) X 0, 那么,对脉冲条件( 20)和非齐次边界条件

  Ay ( a - 1) - By [$] ( a - 1) = L, Cy ( b) + Dy [ $] ( b ) = M

的非齐次方程( 19)的解 y ( n) 有下列公式:

  y ( n) = w ( n) + 6
b

s= a

G( n, s) h( s ) ,   n I [ a - 1, b + 1] ,

其中,函数 G( n, s) 由式( 30)定义,并且有

  w ( n) = -
M

Wb( U, W)
U( n) -

L
Wa( U, W)

W( n) ,   n I [ a - 1, b + 1] 1 ( 32)

3  Lipschitz条件

在本节中, 考虑非线性 BVPI:

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = f ( n, y ( n) ) ,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , ( 33)
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  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 34)

  Ay ( a - 1) - By
[$]
( a - 1) = L, Cy ( b) + Dy

[ $]
( b ) = M1 ( 35)

假设以下条件全都满足:

(H1) p ( n) 和 q ( n) 分别是定义在 n I [ a - 1, c - 1] G [ c + 1, b ] 和 n I [ a, c - 1] G
[ c + 2, b] 上的复数函数,且对于所有的 n, p ( n ) X 01 

(H2) d 1, d2, A, B, C, D, L和M为复数,且有 d1 X 0, d2 X 0, | A| + | B| X 0, | C| + | D| X
01 

(H3) f ( n, N) 是定义在( [ a, c - 1] G [ c+ 2, b] ) @ C上的复数函数,通过下式延拓到值 n

= c和n = c + 11 
  f ( c , N) = f ( c + 1, N) = 0,   N I C1 
(H4) 下列线性齐次的 BVPI有唯一平凡解 y ( n) S 0:

  - $[ p ( n - 1) $y ( n - 1) ] + q ( n) y ( n) = 0,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , ( 36)

  y ( c - 1) = d1y ( c + 1) , y [$] ( c - 1) = d2y
[ $]
( c + 1) , ( 37)

  Ay ( a - 1) - By
[$]
( a - 1) = 0, Cy ( b ) + Dy

[$]
( b) = 01 ( 38)

设 U( n) 和 W( n) 为方程( 36)、( 37)的解,它们分别满足初始条件( 24)和( 25) 1 那么, 由式

( 26)和定理 8,条件(H4)的等效条件为: 对所有的 n I [ a - 1, b ] ,有 Wn( U, W) X 01 当( n, s )

I [ a - 1, b + 1] @ [ a - 1, b] 时, G ( n, s) 由式(30) 定义, w ( n) 由式(32) 定义 1 因此,定理

10意味着, 方程(33) ~ ( 35) 的解 y ( n) 为

  y ( n) = w ( n) + 6
b

s= a

G( n, s) f ( s , y ( s) ) ,   n I [ a - 1, b + 1] 1 ( 39)

方程( 39)对 n I [ a, b] 成立,有

  y ( n) = w ( n) + 6
b

s= a

G( n, s) f ( s , y ( s) ) ,   n I [ a , b] 1 ( 40)

事实上,若 y ( n) , n I [ a, b] 满足式(40) ,并且分别定义 y ( a - 1) 和 y ( b + 1) 为

  y ( a - 1) = w ( a - 1) + 6
b

s= a

G( a - 1, s )f ( s , y ( s ) )

和

  y ( b + 1) = w ( b + 1) + 6
b

s= a

G( b + 1, s) f ( s , y ( s) ) ,

则 y ( n ) , n I [ a - 1, b+ 1] 是BVPI( 33) ~ ( 35)的解1 即方程( 40)的解和 BVPI( 33) ~ ( 35)的解

之间存在着一一对应的关系1 在这个意义上, BVPI( 33) ~ ( 35)等效于方程( 40) 1 
在 b- a + 1维 Banach空间

  B = y | y = y ( n)
b
n= a, y ( n) I C, n I [ a, b ] ,

  +y + = max
a [ n [ b

| y ( n) |

中研究方程( 40) 1 如果定义算子 A : B y B :

  ( Ay ) ( n) = w ( n) + 6
b

s= a

G( n , s) f ( s , y ( s) ) =

    w ( n) + 6
c- 1

s= a

G( n, s )f ( s, y ( s ) ) + 6
b

s= c+ 2
G( n, s) f ( s, y ( s) ) ,   n I [ a, b] ,

( 41)
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则式( 40)可以写为

  y = Ay ,   y I B 1 

因此,求解方程( 40)相当于寻找算子 A 的不动点1 
利用下面众所周知的压缩映射定理,亦被称为Banach不动点定理:设 B 为 Banach空间, S

为B 的一个非空的闭子集 1 假定 A: S y S 为一个压缩映射,即存在一 K, 0 < K< 1,使得 S

中所有的 u, v, 有 +Au - Av + [ K+u - v +,则 A 为S中唯一的不动点,也就是说, S中存在

唯一的 u0,使得 Au0 = u01 
定理 11  假定条件( H1) ~ ( H4)能够满足1 设函数 f ( n , N) 满足下列 Lipschitz条件: 存在

常数 K > 0, 使得

  | f ( n, N1) - f ( n, N2) | [ K | N1 - N2 | ,

  n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b ] ; N1, N2 I C1 ( 42)

如果

  K# max
a [ n [ b 6

s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G ( n, s ) | < 1, ( 43)

那么 BVPI( 33) ~ ( 35)有唯一解1 
证明  显然,由式( 41)定义的算子 A: B y B 为一个压缩映射 1 对于 y , z I B 和n I [ a ,

b] , 利用Lipschitz条件( 42) ,由式( 43)得到

  | ( Ay ) ( n) - ( Az ) ( n) | =

    6
s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

G ( n, s) [ f ( s, y ( s ) ) - f ( s , z ( s ) ) ] [

    6
s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G ( n, s ) | | f ( s, y ( s) ) - f ( s, z ( s) ) | [

    K 6
s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G ( n, s ) | | y ( s ) - z ( s ) | [

    K max
a [ s [ b

| y ( s) - z ( s ) | 6
s I [ a , c- 1] G [ c+ 2, b]

| G( n , s) | =

    K +y - z + 6
s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G ( n, s ) | [

    K +y - z + max
a [ n [ b 6

s I [ a , c- 1] G [ c+ 2, b]

| G( n, s) | 1 

因此

  +Ay - Az + [ K+y - z +,

其中

  K= K# max
a [ n [ b

6
s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G( n, s) | < 1,

所以, A 为一个压缩映射,定理得证1 t

在下面的定理中,函数 f ( n, N) 不在整个 C上,但在某个子集上满足Lipschitz条件1 
定理 12  除了条件( H1) ~ ( H4)外, 在离散集 N I C, | N| [ R 中, 对于所有的 n I

[ a, c - 1] G [ c + 2, b] 及所有的 N1, N2, 进一步假定

  | f ( n, N1) - f ( n, N2) | [ K | N1 - N2 | , ( 44)

其中 K > 0为一个与 R 相关的常数1 因为

  max
a [ n [ b

| w ( n) | + max
a [ n [ b 6

s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]
| G( n, s ) |# max

( s , N) I 8
R

| f ( s, N) | [ R , ( 45)

其中 8R = ( s, N) : s I [ a, c - 1] G [ c + 2, b ] , N I C, | N| [ R , 又因为
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  K# max
a [ n [ b 6

s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G ( n, s ) | < 1, ( 46)

那么, BVPI( 33) ~ ( 35)有唯一解 y ( n) , 使得

  | y ( n) | [ R ,   n I [ a, b ] 1 
证明  记集合 S = y I B : +y + [ R 1 显然, S为B 的一个闭子集1 设 A: B y B 为

由式(41) 定义的算子1 对 S 中的y 和z ,有 | y ( s) | [ R , | z ( s) | [ R ,其中所有的 s属于[ a ,

b] 1 因此,考虑式(44) 和式( 46) ,采用定理 11证明完全相同的方法,对 S中所有的y 和z ,可以

得到 +Ay- Az + [ K+y - z + ,其中0 < K< 11 表明A: S y S,也就是说, A 变为集合S和

其自身之间的一个映射 1 对 S 中的 y 来说,由式( 45)有

  | ( Ay ) ( n) | [ | w ( n) | + 6
s I [ a , c- 1] G [ c+ 2, b]

| G( n, s) | | f ( s , y ( s ) ) | [

    max
a [ n [ b

| w ( n) | + max
( s, N) I 8

R

| f ( s , N) |# max
a [ n [ b 6

s I [ a , c- 1] G [ c+ 2, b]

| G( n, s) | [ R,

因此, +Ay + [ R 及Ay I S 1 现在,可以应用压缩映射定理来获得 S 中A 的唯一不动点,定

理得证1 t

4  解的存在性

本节将给出除了唯一性外解的存在性定理1 要用到下面 Brouwer不动点定理: 设 B 为有

限维线性赋范空间, S 为B 的一个非空有界的闭凸子集1 假定A: B yB 是一个连续(通常是非

线性的) 算子 1 如果算子 A 没有越出集合 S ,即 A ( S ) < S ,则在 S 中, A 至少有一个不动点1 
引理 13  假如对于任意的 n I [ a, c - 1] G [ c+ 2, b] ,函数 f ( n, N) 关于 N I C是连续

的,则由式(41) 定义的算子 A: B y B 是连续的1 
证明  取任意不动元 y 0 I B ,且 A 在 y 0连续,记

  M 1 = max
a [ n [ b 6

s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]
| G ( n, s) | 和 M2 = max

a [ n [ b
| y0( n ) | 1 

因为对于任意的 s I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , 函数 f ( n, N) 在 N中是连续的,它在如下有界闭

离散集中一致连续,

  D = N I C: | N| [ M 2+ 1 1 
因此,当给定的 E> 0, 存在 D> 0,使得 N1, N2 I D和 | N- N2 | [ D,意味着对所有的 s I [ a ,

c - 1] G [ c + 2, b] , 有

  | f ( s, N1) - f ( s , N2) | [ E
( b - a - 1)M 1

1 

设 D1 = min 1, D ,并取 y I B , +y - y 0 + [ D1, 则有

  +y + [ +y 0 ++ D1 = M2+ D1 [ M2+ 1,

所以,对所有的 s I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , 有

  y ( s) , y 0( s) I D , | y ( s) - y 0( s ) | [ D1 [ D1 
因此,对所有的 s I [ a, c - 1] G [ c + 2, b] , 有

  | f ( s, y ( s ) ) - f ( s , y 0( s) ) | [ E
( b - a - 1)M 1

1 

那么,对所有的 n I [ a, b ] , 有

  | ( Ay ) ( n) - ( Ay 0) ( n) | [

    6
s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

| G ( n, s ) | | f ( s, y ( s) ) - f ( s, y 0( s) ) | [
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    M1
E

( b - a - 1) M1
6

s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]

1 = E1 

也就是说, +Ay - Ay 0 + [ E1 这说明 A 在y 0 处连续1 t

定理 14  除了假定( H1) ~ ( H4)之外,假定对于任意不动点 n I [ a, c - 1] G [ c+ 2, b] ,

f ( n, N) 关于 N I C连续 1 存在一个数 R > 0, 使得

  max
a [ n [ b

| w ( n) | + max
a [ n [ b 6

s I [ a, c- 1] G [ c+ 2, b]
| G( n, s ) |# max

( s , N) I 8
R

| f ( s, N) | [ R , ( 47)

其中 8R = ( s, N) : s I [ a , c - 1] G [ c + 2, b] , N I C, | N| [ R 1 那么 BVPI( 33) ~ ( 35)

至少存在一个解 y ( n) , 使得

  | y ( n) | [ R ,   n I [ a, b ] 1 
证明  设 A: B y B为由式(41) 定义的算子 1 根据引理13, A 是连续的 1 利用式(47) ,如

定理 12的证明那样,我们发现, A 映射集合S I y I B , +y + [ R 到其自身 1 另一方面,

集合 S 显然是有界、闭合的凸子集1 因此,可以应用 Brouwer不动点定理得出 A 是S 中的一个

不动点1 证毕1 t

备注 15  显然, 如果函数 f ( n, N) 对于所有的 n I [ a, c - 1] G [ c + 2, b ] 和 N I C满足

| f ( n , N) | [ c1+ c2 | N|
r
,其中 c1和 c2为正常数,则对 r < 1及足够大的 R , 条件( 47)得以

满足1 
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Boundary Value Problems for Nonlinear Second

Order Difference Equations With Impulse

Huseyin Bereketoglu,  Aydin Huseynov

( Depar tm ent of Mathem atics , Anka ra Univer sity , T andogan 06100, Ankara , Turkey )

Abstract: A boundary value problem with impulse (BVPI) for nonlinear second order difference equa-

tions is considered. Green. s function of the BVPI was constructed and then the nonlinear BVPI was re-

duced to a fixed point problem. Banach fixed point theorem and Lipschitz condition were applied to

show the uniqueness of solutions for the nonlinear BVPI. Finally, the theorem existence of solutions for

the nonlinear BVPI was proved.

Key words: impulse conditions; Green. s function; fixed point theorems; Lipschitz condition; exis-

tence; uniqueness
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