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摘要：　应用同伦分析方法（ＨＡＭ）解决强非线性多自由度系统在谐波激振力下的主共振问题．同

伦分析方法的有效性独立于所考虑的方程中是否含有的小参数．同伦分析方法提供了一个简单的

方法，通过一个辅助参数ｈ－ 来调节和控制级数解的收敛区域．两个具体算例表明，同伦分析方法得

出的结果与修正Ｌｉｎｓｔｅｄｔ－Ｐｏｉｎｃａｒé法、增量谐波平衡法的解决方案得出的结果相吻合．
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引　　言

对于大多数的非线性微分方程来说，都没有一个确切的解析解，这些非线性微分方程应该

使用近似方法来解决．很多种近似方法已经制定，以确定（获得）非线性方程组的解．经典的摄

动技术，如Ｌｉｎｓｔｅｄｔ－Ｐｏｉｎｃａｒé法［１］、多 尺 度 法［２］、平 均 法［３］和 Ｋｒｙｌｏｖ－Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ－Ｍｉｔｒｏｐｏｌｓｋｙ
技术［４］以及等同的Ｇａｌｅｒｋｉｎ法，通常仅限于小参数非线性方程组的分析．对于具有多个自由

度的大型参数非线性方程组来说，这些方法是不够准确的．因此，已经提出对现有方法进行修

正，例如，修正Ｌｉｎｓｔｅｄｔ－Ｐｏｉｎｃａｒé法［５］、增量谐波平衡法［６］等等．许多非线性问题不能使用摄动

方法来解决，但我们可以使用非摄动方法，如人工小参数法［７］、δ－展开法［８］以及Ａｄｏｍｉａｎ的分

解法［９］．然而，摄动和非摄动方法都不能提供一个简单的方式来调节和控制给定近似级数的收

敛区域和收敛速度．
１９９２年，廖世俊教授利用拓扑学中同伦的基本思路对非线性问题提出了一般分析方法，

即同伦分析方法（ＨＡＭ）．基于拓扑学中的同伦方法，同伦分析方法的有效性独立于所考虑的

方程中是否含有的小参数［１０］．同伦分析方法始终提供了一类含有辅助参数ｈ－ 的解答公式，利

用辅助参数ｈ－，收敛区域和收敛速度被很方便的确定．此方法已经成功的应用于解决许多种工

程和科学方面的非线性问题，如边界层流动渗透延伸板［１１］、Ｂｌａｓｉｕｓ粘性流动问题［１２］和非定常

边界层的流动伸展平板［１３］．冯和陈［１４］应用同伦方法研究了Ｄｕｆｆｉｎｇ谐振子．此外，许多类型的

９２２１

　应用数学和力学，第３１卷 第１０期
　２０１０年１０月１５日出版 　　　　　　　　　　　　　　　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　　　 Ｖｏｌ．３１，Ｎｏ．１０，Ｏｃｔ．１５，２０１０

＊ 收稿日期：　２０１０－０６－０４；修订日期：　２０１０－０９－０３
基金项目：　中央高校基本科研业务费专项资金资助项目（９０４０５００９）

作者简介：　原培新（１９５３—），男，辽宁营口人，教授，硕士（联系人．Ｅ－ｍａｉｌ：ｎｅｕｙｐｘ＠ｖｉｐ．１６３．ｃｏｍ）．



非线性问题也用同伦分析方法解决［１５－２１］．
作为一个同伦分析方法的扩展，这种方法被推广到强非线性多自由度动力系统的主共振

研究．为了叙述方便，这里只有对立方项非线性系统的处理．平方项非线性系统也可按类似方

法进行．显然，同样的步骤可以适用于该系统的其他非线性类型．为了论证同伦分析方法的应

用，这里提出了两个主共振实例．所有的例子表明，同伦分析方法得出的结论与修正Ｌｉｎｓｔｅｄｔ－
Ｐｏｉｎｃａｒé法［２２］和增量谐波平衡法［２３］很好地吻合．

１　同伦法的基本原理

立方非线性多自由度系统的振动微分方程为

　　ｘ″ｎ（ｔ）＋２ηｎｘ
′
ｎ（ｔ）＋ω２ｎｘｎ（ｔ）＋∑

Ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ

ｐ＝１
∑
Ｎ

ｑ＝１
Γｎｋｐｑｘｋ（ｔ）ｘｐ（ｔ）ｘｑ（ｔ）＝ｆｎｃｏｓ（Ωｔ），

　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （１）
其中，ｘｎ（ｔ），ｘｋ（ｔ），ｘｐ（ｔ），ｘｑ（ｔ）是未知实函数，ηｎ 是阻尼系数，ωｎ 是线性固有频率，Гｎｋｐｑ 是非

线性的常系数，ｆｎ 是激励力幅值，Ω是激励力频率，″表示关于ｔ的导数．
定义新变量

　τ＝Ωｔ，ｘｎ（ｔ）＝Ａｎｕｎ（τ）， （２）
其中Ａｎ 是未知振幅．将方程（２）代入方程（１），我们可得

　　Ω２　Ａｎｕｎ（τ）＋２ηｎＡｎｕ
·
ｎ（τ）＋ω２ｎＡｎｕｎ（τ）＋

　　　　∑
Ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ

ｐ＝１
∑
Ｎ

ｑ＝１
ΓｎｋｐｑＡｋＡｐＡｑｕｋ（τ）ｕｐ（τ）ｕｑ（τ）＝ｆｎｃｏｓτ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （３）

其中，上标点表示关于τ的导数．
主共振的周期解可以表示为

　　ｕｎ（τ）＝∑
∞

ｍ＝１

ｃｎ，ｍ
２ ｅｘｐ　ｉ　ｍ τωｎωｊ

＋β（ ）（ ）ｎ ＋ｅｘｐ －ｉ　ｍ τωｎωｊ
＋β（ ）（ ）［ ］｛ ｝ｎ ， （４）

其中，ｃｎ，ｍ 是未知实数，ωｊ是ωｎ 根据所需的基本强迫响应选择的一个值．例如，当发生主共振Ω
≈ω１ 时，有必要让ωｊ ＝ω１，当Ω≈ω２ 时，那么，ωｊ ＝ω２ ．βｎ 是相位角．

根据方程（３），我们定义非线性算子

　　Ｎｎ［Φ１（τ；ｑ），Φ２（τ；ｑ），…，ΦＮ（τ；ｑ），Λ１（ｑ），Λ２（ｑ），…，ΛＮ（ｑ）］＝
　　　　Ω２Λｎ（ｑ）Φ″ｎ（τ；ｑ）＋２ηｎΛｎ（ｑ）Φ

′
ｎ（τ；ｑ）＋ω２ｎΛｎ（ｑ）Φｎ（τ；ｑ）＋

　　　　∑
Ｎ

ｋ＝１
∑
Ｎ

ｐ＝１
∑
Ｎ

ｑ＝１
ΓｎｋｐｑΛｋ（ｑ）Λｐ（ｑ）Λｑ（ｑ）Φｋ（τ；ｑ）Φｐ（τ；ｑ）Φｑ（τ；ｑ）－

　　　　ｆｎｃｏｓτ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （５）
其中，ｑ∈ ［０，１］是一个嵌入参数，Φｎ（τ；ｑ）是未知函数ｕｎ（τ）的一种映射，Λｎ（ｑ）是未知振幅

Ａｎ 的一种映射．通过推广传统的同伦方法，Ｌｉａｏ教授［１０］构建了所谓的零阶变形方程

　　 （１－ｑ）ｎ［Φｎ（τ；ｑ）－ｕｎ，０（τ）］＝
　　　　ｑｈ－Ｈ（τ）Ｎｎ［Φ１（τ；ｑ），Φ２（τ；ｑ），…，ΦＮ（τ；ｑ），Λ１（ｑ），Λ２（ｑ），…，ΛＮ（ｑ）］，

　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （６）
其中，ｈ－ 是一个非零辅助参数，Ｈ（τ）是一个辅助函数，ｎ 是一个辅助线性算子，ｕｎ，０（τ）是ｕｎ（τ）
的一个初始猜测．重要的是，在同伦分析法中，我们有很大的自由去选择辅助线性算子和辅助

参数．显然，当ｑ＝０和ｑ＝１时，分别有

　　Φｎ（τ；０）＝ｕｎ，０（τ），Φｎ（τ；１）＝ｕｎ（τ），Λｎ（１）＝Ａｎ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （７）
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因此，当ｑ从０增加到１时，解Φｎ（τ；ｑ）从初始猜测解ｕｎ，０（τ）连续变化到方程（３）的未知解

ｕｎ（τ）（ｎ＝１，２，…，Ｎ）．同样，Λｎ（ｑ）从初始猜测Ａｎ，０ 连续变化到未知振幅Ａｎ ．
根据方程（４），我们应该选择辅助线性算子

　　ｎ［Φｎ（τ；ｑ）］＝Ω２ ２Φｎ（τ；ｑ）
τ２ ＋ ωｎ

ω（ ）ｊ
２

Φｎ（τ；ｑ［ ］），　　ｎ＝１，２，…，Ｎ ． （８）

ｕｎ（τ）的初始猜测可以表示为

　　ｕｎ，０（τ）＝ １２ ｅｘｐ　ｉ
ωｎτ
ωｊ
＋β（ ）［ ］ｎ ＋ｅｘｐ －ｉωｎτωｊ

＋β（ ）［ ］｛ ｝ｎ ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ ．（９）

将Φｎ（τ；ｑ）和Λｎ（ｑ）（ｎ＝１，２，…，Ｎ）展开成关于ｑ的Ｔａｙｌｏｒ级数，我们得到

　　Φｎ（τ；ｑ）＝ｕｎ，０（τ）＋∑
＋∞

ｍ＝１
ｕｎ，ｍ（τ）ｑｍ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （１０）

　　Λｎ（ｑ）＝Ａｎ，０＋∑
＋∞

ｍ＝１
Ａｎ，ｍｑｍ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （１１）

其中

　　ｕｎ，ｍ（τ）＝ １
ｍ！
Φｍｎ（τ；ｑ）
ｑｍ ｑ＝０

， （１２）

　　Ａｎ，ｍ ＝ １
ｍ！
Λｍｎ（ｑ）
ｑｍ ｑ＝０

． （１３）

如果辅助参数ｈ－ 和辅助函数Ｈ（τ）选择正确，当ｑ＝１时，级数（１０）和（１１）收敛，那么我们

有

　　ｕｎ（τ）＝ｕｎ，０（τ）＋∑
＋∞

ｍ＝１
ｕｎ，ｍ（τ），　　ｎ＝１，２，…，Ｎ， （１４）

　　Ａｎ ＝Ａｎ，０＋∑
＋∞

ｍ＝１
Ａｎ，ｍ， ｎ＝１，２，…，Ｎ ． （１５）

由Ｌｉａｏ教授证明，其必定为原始非线性方程组的其中一个解［１０］．
定义矢量

　　Ｕｍ ｛＝ Ｕ
－
１，ｍ，Ｕ

－
２，ｍ，Ｕ

－
３，ｍ，…，Ｕ

－
ｎ， ｝ｍ ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝０，１，２，…，∞，

　　Ａｍ ｛＝ Ａ
－
１，ｍ，Ａ

－
２，ｍ，Ａ

－
３，ｍ，…，Ａ

－
ｎ， ｝ｍ ，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝０，１，２，…，∞，

其中　　Ｕ
－
ｎ，ｍ ｛＝ ｕｎ，０（τ），ｕｎ，１（τ），ｕｎ，２（τ），…，ｕｎ，ｍ（τ ｝），Ａ

－
ｎ，ｍ ｛＝ Ａｎ，０，Ａｎ，１，Ａｎ，２，…，Ａｎ， ｝ｍ ．

将零阶形变方程（６）对嵌入参数ｑ求ｍ阶导数，然后令ｑ＝０，并除以阶乘ｍ！，我们得所谓

的ｍ阶变形方程

　　ｎ［ｕｎ，ｍ（τ）－χｎ，ｍｕｎ，ｍ－１（τ）］＝ｈ
－Ｈ（τ）Ｒｎ，ｍ（Ｕｍ－１，Ａｍ－１），

　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２，…，∞， （１６）
其中

　　Ｒｎ，ｍ（Ｕｍ－１，Ａｍ－１）＝

　　　　 １
（ｍ－１）！

ｄｍ－１　Ｎｎ［Φ１（τ；ｑ），Φ２（τ；ｑ），…，ΦＮ（τ；ｑ），Λ１（ｑ），Λ２（ｑ），…，ΛＮ（ｑ）］
ｄｑｍ－１ ｑ＝０

＝
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ｉ＝０

［Ａｎ，ｉｕｎ，ｍ－１－ｉ（τ）］＋

　　　　∑
Ｎ
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∑
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ｍ－１
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０
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∑
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Ａｋ，ｊＡｐ，ｒＡｑ，ｉ－ｊ－ ］ｒ ×
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［　　　　 ∑
ｍ－１－ｉ

ｌ＝０
∑

ｍ－１－ｉ－ｌ

ｓ＝０
ｕｋ，ｌ（τ）ｕｐ，ｓ（τ）ｕｑ，ｍ－１－ｉ－ｌ－ｓ（τ ］｝） －

　　　　 １
（ｍ－１）！

ｄｍ－１　ｆｎｃｏｓτ
ｄｑｍ－１ ｑ＝０

，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２，…，∞， （１７）

并且

　　χｎ，ｍ ＝
０，　　ｍ≤１，

１，　　ｍ＞１｛ ．
　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２，…，∞ ．

为了遵循解表达原则和系数遍历性原则［１０］，相应的辅助函数可以被特定为

　　Ｈ（τ）＝１． （１８）
结果表明，方程（１７）包含了所谓的长期项．方程（１７）可表示为

　　Ｒｎ，ｍ（Ｕｍ－１，Ａｍ－１）＝ｇｎ，０（Ａ１，ｍ－１，Ａ２，ｍ－１，…，ＡＮ，ｍ－１）ｅｘｐ（±ｉωｎτ／ωｊ）＋

　　　　∑
Ｋｍ

ｋ＝１
ｇｎ，ｋ（Ａｍ－１）ｅｘｐ（±ｉηｋωｎτ／ωｊ），　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２，…，∞， （１９）

其中，Ｋｍ 是一个取决于阶数ｍ 的正整数，ηｋ 是不等于１的实数．为了避免长期项，我们必须强

迫ｅｘｐ（±ｉωｎτ／ωｊ）的系数等于０，

　　ｇｎ，０（Ａ１，ｍ－１，Ａ２，ｍ－１，…，ＡＮ，ｍ－１）＝０，　　ｎ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２，…，∞， （２０）
这样就能提供给我们一组关于Ａｎ，ｍ－１（ｎ＝１，２，…Ｎ）的代数方程．

解出Ａｎ，ｍ－１ 后，ｕｎ，ｍ（τ）可以由ｍ阶变形方程（１６）解得．
例如，当Ｎ ＝２，ω２ ＝３ω１，Ω＝ω１，ｍ＝１时，ωｊ ＝ω１ ．根据方程（１７），我们得

　　Ｒｎ，１（Ｕ０，Ａ０）＝Ω２　Ａｎ，０ｕ″ｎ，０（τ）＋２ηｎＡｎ，０ｕ
′
ｎ，０（τ）＋ω２ｎＡｎ，０ｕｎ，０（τ）＋

　　　　∑
２

ｋ＝１
∑
２

ｐ＝１
∑
２

ｑ＝１
ΓｎｋｐｑＡｋ，０Ａｐ，０Ａｑ，０ｕｋ，０（τ）ｕｐ，０（τ）ｕｑ，０（τ）－ｆｎｃｏｓτ，　　ｎ＝１，２． （２１）

将方程（９）代入方程（２１），有

　　Ｒ１，１（Ｕ０，Ａ０）＝

　　　　 １２ｅｘｐ
（ｉτ）ｅｘｐ（ｉβ１）（ω

２
１－Ω２）Ａ１，０＋ｉ２η１Ａ１，０＋

１
４β１１１１Ａ

３
１，０［｛ ＋

　　　　１２β１２１２Ａ１，０Ａ
２
２， ］０ ＋１４β１１２１Ａ２１，０Ａ２，０ｅｘｐ［ｉ（－２β１＋β２）］－ｆ ｝１ ＋

　　　　 １２ｅｘｐ
（ｉ３τ）１１２β１１１１Ａ

３
１，０ｅｘｐ（ｉ３β１）＋

１
４β１２２２Ａ

３
２，０ｅｘｐ（ｉβ２）［ ＋

　　　　１２β１１２１Ａ
２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ（ｉβ２ ］）＋１２ｅｘｐ（ｉ５τ）１４β１１２１Ａ２１，０Ａ２，０ｅｘｐ［ｉ（２β１＋β２）］｛ ＋

　　　　１４β１２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｅｘｐ［ｉ（－β１＋２β２ ｝）］＋１４β１２１２Ａ１，０Ａ２２，０ｅｘｐ［ｉ（７τ＋β１＋２β２）］＋

　　　　 １１２β１２２２Ａ
３
２，０ｅｘｐ［ｉ（９τ＋３β２）］＋ｃｃ， （２２）

　　Ｒ２，１（Ｕ０，Ａ０）＝

　　　　 １２ｅｘｐ
（ｉτ）ｅｘｐ（ｉβ１）

１
４β２１１１Ａ

３
１，０＋１２β２２１２Ａ１，０Ａ

２
２，［ ］０｛ ＋

　　　　１４β２１２１Ａ
２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ［ｉ（－２β１＋β２）］－ｆ ｝２ ＋１２ｅｘｐ（ｉ３τ）ｅｘｐ（ｉβ２）１４β２２２２Ａ３２，０［｛ ＋

　　　　１２β２１２１Ａ
２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ（ｉβ２）＋（ω

２
２－９Ω２）Ａ２，０＋ｉ２η２Ａ２， ］０ ＋１１２β２１１１Ａ３１，０ｅｘｐ（ｉ３β１ ｝）＋
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　　　　 １４β２２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｅｘｐ［ｉ（７τ＋β１＋２β２）］＋

１
１２β２２２２Ａ

３
２，０ｅｘｐ［ｉ（９τ＋３β２）］＋

　　　　 １２ｅｘｐ
（ｉ５τ）１４β２１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ［ｉ（２β１＋β２）］｛ ＋

　　　　１４β２２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｅｘｐ［ｉ（－β１＋２β２ ｝）］＋ｃｃ， （２３）

其中，βｎｍｐｑ ＝Γｎｍｐｑ＋Γｎｍｑｐ ＋Γｎｐｍｑ，ｃｃ表示前面各项的共轭．
为了避免长期项，我们必须强迫方程（２２）中ｅｘｐ（ｉτ）的系数和方程（２３）中ｅｘｐ（ｉ３τ）的系

数等于０，这样方程（２０）可表示为

　　ｇ１，０（Ａ１，０，Ａ２，０）＝

　　　　ｅｘｐ（ｉβ１）（ω
２
１－Ω２）Ａ１，０＋ｉ２η１Ａ１，０＋

１
４β１１１１Ａ

３
１，０＋１２β１２１２Ａ１，０Ａ

２
２，［ ］０ ＋

　　　　 １４β１１２１Ａ
２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ［ｉ（－２β１＋β２）］－ｆ１ ＝０， （２４）

　　ｇ２，０（Ａ１，０，Ａ２，０）＝

　　　　ｅｘｐ（ｉβ２）
１
４β２２２２Ａ

３
２，０＋１２β２１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ（ｉβ２）＋（ω

２
２－９Ω２）Ａ２，０＋ｉ２η２Ａ２，［ ］０ ＋

　　　　 １１２β２１１１Ａ
３
１，０ｅｘｐ（ｉ３β１）＝０， （２５）

Ａ１，０，Ａ２，０，β１ 和β２ 可由方程（２４）和方程（２５）求出．
消除长期项后，方程（１６）变为

　　ｕ″１，１（τ）＋ｕ１，１（τ）＝ ｈ
－

Ω２
１
２ｅｘｐ

（ｉ３τ）１１２β１１１１Ａ
３
１，０ｅｘｐ（ｉ３β１）［｛ ＋

　　　　１４β１２２２Ａ
３
２，０ｅｘｐ（ｉβ２）＋

１
２β１１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ（ｉβ２ ］）＋

　　　　 １２ｅｘｐ
（ｉ５τ）１４β１１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ（ｉ２β１＋ｉβ２）［ ＋

　　　　１４β１２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｅｘｐ（－ｉβ１＋ｉ２β２ ］）＋１４β１２１２Ａ１，０Ａ２２，０ｅｘｐ［ｉ（７τ＋β１＋２β２）］＋

　　　　１１２β１２２２Ａ
３
２，０ｅｘｐ［ｉ（９τ＋３β２）］＋ ｝ｃｃ ， （２６）

　　ｕ″２，１（τ）＋ｕ２，１（τ）＝ ｈ－

４Ω２ ｅｘｐ（ｉτ ［）ｅｘｐ（ｉβ１）１２β２１１１Ａ３１，０＋β２２１２Ａ１，０Ａ２２，（ ）０｛ ＋

　　　　β２１２１Ａ
２
１，０Ａ２，０ｅｘｐ（－ｉ２β１＋ｉβ２）－ｆ ］２ ＋１２ｅｘｐ（ｉ５τ）［β２１２１Ａ２１，０Ａ２，０ｅｘｐ（ｉ２β１＋ｉβ２）＋

　　　　β２２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｅｘｐ（－ｉβ１＋ｉ２β２）］＋β２２１２Ａ１，０Ａ

２
２，０ｅｘｐ［ｉ（７τ＋β１＋２β２）］＋

　　　　１３β２２２２Ａ
３
２，０ｅｘｐ［ｉ（９τ＋３β２）］＋ ｝ｃｃ ， （２７）

ｕ１，１（τ）和ｕ２，１（τ）可由方程（２６）方程（２７）求出．用这种方法，我们成功地得到Ａｎ，ｍ－１ 和ｕｎ，ｍ（τ）
（ｎ＝１，２；ｍ＝１，２，３，…）．

已经证明，只要由同伦分析方法得到的解的级数收敛，则它一定是精确解中的一个．请注

意，解的级数（１４）和（１５）包含辅助参数ｈ－，它为我们提供了一个简单的方法来调整和控制的级

数解收敛．一般情况下，通过Ｌｉａｏ教授［１０］指出的所谓的ｈ－ 曲 线，ｈ－ 的 有 效 区 域 是 一 条 水 平 线

段．我们可以绘制Ａｎ 的ｈ－ 曲线，来确定ｈ－ 的有效区域．
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２　具 体 算 例

在这一部分，同 伦 分 析 法 应 用 于 一 个 典 型 的 立 方 非 线 性 二 自 由 度 系 统．控 制 方 程 可 写

为［１９］

　　ｘ″１（ｔ）＋ω２１ｘ１（ｔ）＋ｋ１１ｘ３１＋ｋ１２ｘ２１ｘ２＋ｋ１３ｘ１ｘ２２＋ｋ１４ｘ３２ ＝ｆ１ｃｏｓ（Ωｔ）， （２８）

　　ｘ″２（ｔ）＋ω２２ｘ２（ｔ）＋ｋ２１ｘ３１＋ｋ２２ｘ２１ｘ２＋ｋ２３ｘ１ｘ２２＋ｋ２４ｘ３２ ＝ｆ２ｃｏｓ（Ωｔ）， （２９）
其 中，ω１＝１．０，ω２＝３．０，ｋ１１＝０．２７８　８，ｋ１２＝－０．３１１　１，ｋ１３＝１．１１６，ｋ１４＝－０．３８６　４，ｋ２１＝
ｋ１２／３，ｋ２２ ＝ｋ１３，ｋ２３＝３ｋ１４，ｋ２４＝３．８７０　３．分别考虑Ω≈ω１ 和Ω≈ω２ 时的两个主共振．为了

显示同伦 分 析 法 的 精 确 性，将 结 果 与 改 进 的 Ｌｉｎｓｔｅｄｔ－Ｐｏｉｎｃａｒé（ＭＬＰ）和 增 量 谐 波 平 衡 法

（ＩＨＢ）［２１－２２］进行比较．

图１　Ω＝ω１，ｆ１ ＝１．０，ｆ２ ＝０时，由６阶

近似解给出的Ａ１ 和Ａ２ 的ｈ－ 曲线

２．１　Ω接近ω１ 的情况

在这个实例中，我们让Ω接近ω１，相当于ωｊ
＝ω１ ．这样方程（９）变为

ｕ１，０（τ）＝ｃｏｓ（τ），ｕ２，０（τ）＝ｃｏｓ（３τ）．（３０）
在图１中，我们绘制了Ω＝ω１，ｆ１＝１．０，ｆ２

＝０时，由６阶近似解给出的Ａ１ 和Ａ２ 的ｈ－ 曲线．
其结果是，在这种情况下，ｈ－ 的有效区域为－１．０

＜ｈ－ ＜０．
表１列出 了ｈ－ ＝－０．５时，对 于 各 阶 近 似 的

Ａ１和Ａ２的级数．显然，当近似的阶数等于６时，Ａ１
和Ａ２ 的级数收敛．在下面的计算中，我们取近似

阶数为６．
表１ Ω＝ω１，ｆ１ ＝１．０，ｆ２ ＝０时Ａ１ 和Ａ２ 的近似

近似阶数 Ａ１ Ａ２

１　 １．６９１　２８５　２６１　 ０．０７７　７２４　１８４　２

２　 １．６８４　２８３　４０６　 ０．０９２　３８３　６１５　６６

３　 １．６８１　３４４　７４２　 ０．０８３　６３８　１５７　６５

４　 １．６８０　１９９　４６１　 ０．０８６　０５６　１８６　１２

５　 １．６７９　８４８　６５７　 ０．０８３　２３２　１４３　０８

６　 １．６７９　８４８　６０７　 ０．０８３　２３１　１０６　８６

７　 １．６７９　８４８　６００　 ０．０８３　２３１　０８７　６３

８　 １．６７９　８４８　５８４　 ０．０８３　２３１　０７６　６５

９　 １．６７９　８４８　５７３　 ０．０８３　２３１　０６３　１６

１０　 １．６７９　８４８　５４３　 ０．０８３　２３１　０５４　５４

　　图２和图３显示了在ｆ１＝１．０和ｆ２＝０的激励下，主共振曲线Ω－Ａ１ 和Ω－Ａ２ ．显然，同伦

分析法给出的解与ＩＨＢ法的解一致，但在整个区域上与 ＭＬＰ方法的解有细小的差别．
２．２　Ω接近ω２ 的情况

在这个实例中，我们应该让Ω接近于ω２，相当于ωｊ ＝ω２ ．这样方程（９）变为

　　ｕ１，０（τ）＝ｃｏｓ（τ／３），ｕ２，０（τ）＝ｃｏｓ（τ）． （３１）
当ｍ＝１时，将方程（３１）代入方程（１７），有
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图２　Ω＝ω１，ｆ１ ＝１．０，ｆ２ ＝０时 图３　Ω＝ω１，ｆ１ ＝１．０，ｆ２ ＝０时

主共振曲线Ω－Ａ１ 主共振曲线Ω－Ａ２

　　Ｒ１，１（Ｕ０，Ａ０）＝

　　　　 ω２１－Ω
２

（ ）９ Ａ１，０＋１４β１１１１Ａ
３
１，０＋１４β１１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０＋１２β１２１２Ａ１，０Ａ

２
２，［ ］０ ｃｏｓ τ（ ）３ ＋

　　　　 １
１２β１１１１Ａ

３
１，０＋１４β１２２２Ａ

３
２，０＋１２β１１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０－ｆ（ ）１ ｃｏｓ（τ）＋

　　　　 １
４β１１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０＋１４β１２１２Ａ１，０Ａ

２
２，（ ）０ ｃｏｓ５τ（ ）３ ＋

　　　　 １４β１２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｃｏｓ７τ（ ）３ ＋１１２β１２２２Ａ

３
２，０ｃｏｓ（３τ）， （３２）

　　Ｒ２，１（Ｕ０，Ａ０）＝ １
４β２１１１Ａ

３
１，０＋１２β２２１２Ａ１，０Ａ

２
２，０＋１４β２１２１Ａ

２
１，０Ａ２，（ ）０ ｃｏｓ τ（ ）３ ＋

　　　　 １
１２β２１１１Ａ

３
１，０＋１４β２２２２Ａ

３
２，０＋１２β２１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０＋（ω２２－Ω２）Ａ２，０－ｆ［ ］２ ｃｏｓ（τ）＋

　　　　 １
４β２１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０＋１４β２２１２Ａ１，０Ａ

２
２，（ ）０ ｃｏｓ５τ（ ）３ ＋

　　　　 １４β２２１２Ａ１，０Ａ
２
２，０ｃｏｓ７τ（ ）３ ＋１１２β２２２２Ａ

３
２，０ｃｏｓ（３τ）， （３３）

这里　　βｎｍｐｑ ＝Γｎｍｐｑ＋Γｎｍｑｐ ＋Γｎｐｍｑ ．
为了避免长期项，我们必须强迫方程（３２）中ｃｏｓ（τ／３）的系数和方程（３３）中ｃｏｓτ的系数等

于０，这样方程（２０）可以表示为

　　ｇ１，０（Ａ１，０，Ａ２，０）＝

　　　　 ω２１－Ω
２

（ ）９ ＋１４β１１１１Ａ
２
１，０＋１４β１１２１Ａ１，０Ａ２，０＋

１
２β１２１２Ａ

２
２，［ ］０ Ａ１，０ ＝０， （３４）

　　ｇ２，０（Ａ１，０，Ａ２，０）＝

　　　　 １１２β２１１１Ａ
３
１，０＋１４β２２２２Ａ

３
２，０＋１２β２１２１Ａ

２
１，０Ａ２，０＋（ω２２－Ω２）Ａ２，０－ｆ２ ＝０， （３５）

Ａ１，０ 和Ａ２，０ 可由方程（３４）和方程（３５）解得．
在图４中，我们绘制了Ω＝ω２，ｆ１＝０，ｆ２＝１．０时，６阶近似解给出的Ａ２ 的ｈ－ 曲线．其
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图４　Ω＝ω２，ｆ１ ＝０，ｆ２ ＝１．０时６阶 图５　Ω＝ω２，ｆ１ ＝０，ｆ２ ＝１．０时，在

近似给出的Ａ２ 的ｈ－ 曲 线 Ａ１，０ ＝０的 条 件 下 主 共 振 曲 线

Ω－Ａ２

图６　Ω＝ω２，ｆ１ ＝０，ｆ２ ＝１．０时，在 图７　Ω＝ω２，ｆ１ ＝０，ｆ２ ＝１．０时，在

Ａ１，０≠０的条件下主共振曲线Ω－Ａ１ Ａ１，０≠０的条件下主共振曲线Ω－Ａ２

结果是，在这种情况下ｈ－ 的有效区域为－２．０＜ｈ－ ＜１．０．
显然，Ａ１，０ 的解是在Ａ１，０＝０或Ａ１，０≠０时由方程（３４）得到的．当Ａ１，０＝０时，方程（３５）

变为

　　ｇ２，０（Ａ１，０，Ａ２，０）＝ １４β２２２２Ａ
３
２，０＋（ω２２－Ω２）Ａ２，０－ｆ２ ＝０． （３６）

图５表示了在ｆ１ ＝０和ｆ２ ＝１．０激励下，Ａ１，０ ＝０时主共振曲线Ω－Ａ２ ．
当Ａ１，０ ≠０时，方程（３４）变为

　　 ω２１－Ω
２

（ ）９ ＋１４β１１１１Ａ
２
１，０＋１４β１１２１Ａ１，０Ａ２，０＋

１
２β１２１２Ａ

２
２，０ ＝０． （３７）

图６和图７表示了在ｆ１＝０和ｆ２＝１．０激励下，Ａ１，０≠０时主共振曲线Ω－Ａ１ 和Ω－Ａ２ ．
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展示这些图像的目的是为了证明同伦分析法的准确性，并说明同伦分析法的结果非常接

近 ＭＬＰ和ＩＨＢ的计算结果．因此，同伦分析法适合于强非线性多自由度系统的主共振．

３　结　　论

在本文中，用同伦分析方法（ＨＡＭ）来获得强非线性多自由度系统的主共振的周期解．同

伦分析方法为我们提供了一个方便的方法来控制渐进级数的收敛，这是同伦分析方法和其他

方法根本性的区别．显然看出，同伦分析方法对得出强非线性多自由度系统的解析解是非常强

大和有效的．

致谢　作者衷心感谢廖世俊教授的宝贵建议．
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