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精确解和动力屈曲分析

*

H·S·阿尔乔姆, 摇 L·艾登

(伊兹密尔理工大学 机械工程系,乌拉鄄伊兹密尔 35430,土耳其)

(陈立群推荐)

摘要:摇 当梁鄄柱体系两端铰支时,在随时间周期变化的椭圆型轴向压力的作用下,给出了其动力稳

定性问题的一个闭合解. 采用 Fourier 正弦级数形式,以及解析地求解由此产生的常微分方程,求得

控制方程的解. 找到动力屈曲问题精确的解析解是有困难的,然而该体系的物理特性,为精确解的

存在提供了充分的依据. 另外,还研究了体系的频率响应特性,静力、驱动力和频率比对临界屈曲

荷载的影响.
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引摇 摇 言

在结构工程设计中,梁鄄柱体系的动力学特性分析非常重要. 当结构的部件受到动荷载作

用时,就可能遇到动力学屈曲问题. 动力学稳定问题取决于作用力以及结构的几何形状. 本文

考虑梁鄄柱体系在椭圆型脉动荷载作用下的精确解. 脉动荷载[1]常用来近似结构柱上的旋转机

械,如涡轮机和发电机.
有一些研究者对动力学稳定问题的解析解进行过研究. 文献[2]在一般边界条件下,对

2D 剪切梁鄄柱体系的稳定性和动力学分析进行了研究. 分析结果表明,剪切梁和剪切梁鄄柱体

系的稳定性和动力学性能,由弯矩方程控制. Pavlovic 等[3]考虑了轴向荷载和端点弯矩的共同

作用下,薄壁梁的动力学稳定性问题,得到了简支边界条件下闭合形式的解析解. 利用 Lia鄄
punov 直接法,作为随机过程方差、阻尼系数和梁的几何物理参数的函数,得到了几乎可靠的

渐近稳定性条件和一致随机的稳定性条件. Sampaio 和 Hundhausen[4] 建立起的斜梁鄄柱体系理

论,同时考虑了分布重量和倾斜的梁鄄柱体系. 他们用能量法,得到了体系的微分方程,并且得

到了超几何函数形式的闭合解. Zuniga[5]研究了两端铰支的梁鄄柱体系在受椭圆型轴向脉动力

acn2(子,k2) 作用时的动力响应问题. 得到了由两端铰支梁鄄柱体系建立的方程(即著名的 Lam佴
方程)的一般精确解.
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本文研究的目的是:蚵 找出 Lam佴 方程

摇 摇
d2u1

d子2 + u1(子)[d1 + d2ccn2(子,k2) + d2ssn2(子,k2) + d2ddn2(子,k2)] = 0

的解析解;蛎 研究梁鄄柱体系两端铰支时,在随时间变化的椭圆型荷载 a1cn2(子,k2) + a2sn2(子,
k2) + a3dn2(子,k2) 作用下的动力响应特性.

1摇 受随时间变化的轴向荷载作用的两端铰支弹性梁鄄柱体系

考虑等截面梁鄄柱体系两端铰支时的动力稳定性(见图 1). 体系的两端承受随时间变化的

轴向压力

图 1摇 梁鄄柱体系受随时间变化荷载的作用

摇 摇 P( t) = P0 + P1( t), (1)
其中, P0 为静力, P1( t) 为随时间椭圆型变化的

力. 梁鄄柱体系的控制方程为

摇 摇 籽A 鄣2w
鄣t2

+ P( t) 鄣2w
鄣x2 + EI 鄣

4w
鄣x4 = 0, (2)

必须与以下的边界条件一起求解:
摇 摇 w(0,t) = w(L,t) = 0, (3)

摇 摇 鄣2

鄣x2 w(0,t) = 鄣2

鄣x2 w(L,t) = 0, (4)

其中, w(x,t) 为横向挠度,籽为单位长度的密度,E, I和 A分别表示弹性模量、惯性矩和横截面

面积. 该问题的解,可以方便地将 w(x,t) 表示成 Fourier 正弦级数

摇 摇 w(x,t) = 鄱
肄

n = 1
un( t)sin

n仔x( )L
. (5)

将方程(5)代入方程(2),得到关于 un( t) 的线性微分方程组如下:

摇 摇 鄱
肄

n = 1
籽Aun( t) - P( t) n仔( )L

2
un( t) + EI n仔( )L

4
un( t[ ]) sin n仔x( )L

= 0. (6)

在屈曲问题中,由于只有最小特征值才有物理意义,故应将方程(6)改写为如下基频模式 (n =
1):

摇 摇 籽Au1( t) - P( t) 仔( )L
2
u1( t) + EI 仔( )L

4
u1( t[ ]) sin 仔x( )L

= 0. (7)

方程(7)要有非平凡解,方括号里面的式子必须等于 0:

摇 摇 籽Au1( t) - P( t) 仔( )L
2
u1( t) + EI 仔( )L

4
u1( t) = 0. (8)

从而,问题被简化为一个二阶的常微分方程. 为了数值分析方便,引入无量纲变量 子 = 赘 t,
并定义 Euler 荷载 Pc = 仔2EI / L2,圆频率 棕2

0 = 仔4EI / (籽AL4), 则可以得到如下形式的变系数微

分方程:

摇 摇
d2u1

d子2 + u1(子)[d1 + d
摇 -

1P1(子)] = 0, (9)

其中

摇 摇 d1 =
棕2

0

赘 2 1 -
P0

P
æ
è
ç

ö
ø
÷

c

, d
摇 -

1 =
- 棕2

0

赘 2Pc
. (10)
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2摇 方 程 的 解

假定方程(9)中周期变化的荷载 P1(子) 为 Jacobi 椭圆函数 cn(子,k2), sn(子,k2) 和 dn(子,
k2) 平方项的线性组合(关于椭圆函数的基本定义见文献[6]),形式如下:

摇 摇 P1(子) = a1cn2(子,k2) + a2sn2(子,k2) + a3dn2(子,k2), (11)
其中, a1,a2,a3 为任意的实常数,定义了驱动力的大小,k为模数. 注意到 k应该在0 ~ 1之间取

值,否则椭圆函数变复杂,将使得方程(11) 给出的荷载失去物理意义. 图 2 给出了荷载参数

a1,a2,a3 取不同值时 P1(子) 的变化. 当 a1 = 1,a2 = a3 = 0 时,P1(子) 对应于文献[5]所研究的荷

载.

图 2摇 当静力 P0 = 2, 模数 k = 2 / 2 时,不同 a1,a2,a3 下 P1(子) 的变化

现在,将 P1(子) 代入方程(9),得到

摇 摇
d2u1

d子2 + u1(子)[d1 + d2ccn2(子,k2) + d2ssn2(子,k2) + d2ddn2(子,k2)] = 0, (12)

其中

摇 摇 d2c = d
摇 -

1a1, d2s = d
摇 -

1a2, d2d = d
摇 -

1a3 . (13)
当 d2s = d2d = 0 时,方程(13)简化为文献[5]研究的 Lam佴 方程.

为了求得方程(12)的一般解,可以利用文献[7]给出的公式. 在这个公式中,对于二阶线

性常微分方程

摇 摇 f2(x)
d2u
dx2 + f1(x)

du
dx + f0(x)u(x) = 0, (14)

若已知非平凡特解 up
[7], 可得到其一般解

摇 摇 u(x) = up c1 + c2乙 e -F

u2
p
d( )x , (15)

其中

摇 摇 F = 乙 f1(x)f2(x)
dx . (16)

因此,方程(15)能作为方程(12)的一般解,必须找到一个特解. 为了求得特解,以下的准则要

满足:蚵 必须是一个 Jacobi 椭圆函数 cn,sn 和 dn 的函数,因为这些函数的导数,总是可以用同

样的椭圆函数项来表达;蛎 为了显式地表达一般解,方程(15)给出的被积函数应是可解析的.
考虑到上述的准则,通过反复尝试,可以得到方程(12)的一个特解,形式如下:

摇 摇 u1p(子) = cn(子,k2) + dn(子,k2) . (17)
注意到,尽管 Zuniga[5]给出的特解也满足这些准则(蚵和蛎),但无法解出由方程(12)产生的
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代数方程.
将 u1p(子) 代入方程(12),并利用关系式

摇 摇 sn(子,k2) = 1 - cn2(子,k2) , dn(子,k2) = 1 - k2 + k2cn2(子,k2) (18)
得到的方程(12)呈如下 cn2(子,k2) 项形式:

摇 摇 ( - 1 + 4d1 + 4d2s + 4d2d + 2k2 - 4d2dk2 + 4d2ccn2(子,k2) - 4d2scn2(子,k2) -
摇 摇 摇 摇 3k2cn2(子,k2) + 4d2dk2cn2(子,k2))(1 - k2 + cn2(子,k2)) + k2cn2(子,k2) +

摇 摇 摇 摇 2cn(子,k2) 1 - k2 + k2cn2(子,k2) / (4cn(子,k2) +

摇 摇 摇 摇 4 1 - k2 + k2cn2(子,k2) ) 3 / 2 = 0. (19)
若以下条件满足:
摇 摇 - 1 + 4d1 + 4d2s + 4d2d + 2k2 - 4d2dk2 = 0, (20)
摇 摇 4d2c - 4d2s - 3k2 + 4d2dk2 = 0, (21)

则上述代数方程对所有 子 值有效. 于是,现在可以给出满足条件(20)和(21)的一般解:

摇 摇 u1(子) = u1p c1 + c2乙 e -m

u2
1p(子)

d( )子 , (22)

其中 m 为任意常数.
根据文献[8]给出方程(22)中的积分,从而,一般解为

摇 摇 u1(子) = cn(子,k2) + dn(子,k2) c1 + c0
sn(子,k2)

cn(子,k2) + dn(子,k2( ))
, (23)

其中 c0 = e -mc2 .
对于初始条件

摇 摇 u1(0) = u1c,
du1(0)

d子 = 軈u1c, (24)

其中 u1c 和 軈u1c 为任意常数,可以得到精确解

摇 摇 u1(子) = cn(子,k2) + dn(子,k2) u1c

2
+ 軈u1c 2 sn(子,k2)

cn(子,k2) + dn(子,k2
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
. (25)

方程(25)包括了有界项和无界项. 为了使解在物理上有意义,无界项需要趋于 0. 为此,引入适

当的边界条件

摇 摇 u1(0) = u1c,du1(0) / d子 = 0.
从而,Lam佴 方程的解有界,且可表达为

摇 摇 u1b =
u1c

2
cn(子,k2) + dn(子,k2) . (26)

本文的第 1 节讨论了该体系的频率响应特性. 为此,利用方程(10)、(13)、(20)和(21),
通过冗长的代数运算,可以得到 Euler 荷载 Pc,驱动力 a1,a2,a3,静力P0 和频率比棕0 / 赘之间的

关系如下:

摇 摇
3P 2

c + 4(2a1 + a2 + 4a3)Pc(棕0 / 赘) 2 + 16a3(a1 + a3)(棕0 / 赘) 4

4Pc(3Pc + 4ac(棕0 / 赘) 2)
=

摇 摇 摇 摇 棕0æ
è
ç

ö
ø
÷

赘

2

1 -
P0

P
æ
è
ç

ö
ø
÷

c

. (27)

为了显示荷载参数对频率比的影响,将上述方程重新整理:
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摇 摇 3P 2
c / (4a1Pc + 2a2Pc + 8a3Pc + 6P0Pc - 3P 2

c +

摇 摇 摇 摇 2 ((2a1 + a2 + 4a3 + 3P0 - 3Pc) 2 - 12a3(a1 + a3 + P0 - Pc))P 2
c ) =

摇 摇 摇 摇 (棕0 / 赘) 2 / ((棕0 / 赘) 2 - 1) . (28)
为了便于在图表中更好地表示,将方程(28)的左边,用 F(Pc, P0, a1, a2, a3) 表示. 表 1 列出

了不同 a1, a2, a3 值所对应的频率响应特性. 表中第 1 行,正是文献[5]讨论的频率响应特性.
注意到本文和 Zuniga[5]的频率响应特性之间的差别,是因为解析解的不同.

表 1 频率响应特性 F(Pc, P0, a1, a2, a3) 的特例

a1 a2 a3 摇 摇 摇 摇 摇 摇 F(Pc,P0,a1,a2,a3)

a1 0 0 3Pc / (8a1 + 12P0 - 9Pc) (Zuniga[5] )

0 a2 a3 3P 2
c / (2a2Pc + 8a3Pc + 6P0Pc - 3P 2

c + 2 ((a2 + 4a3 + 3P0 - 3Pc) 2 - 12a3(a3 + P0 - Pc))P 2
c )

a1 0 a3 3P 2
c / (4a1Pc + 8a3Pc + 6P0Pc - 3P 2

c + 2 ((2a1 + 4a3 + 3P0 - 3Pc)2 - 12a3(a1 + a3 + P0 - Pc))P 2
c )

a1 a2 0 3Pc / (8a14a2 + 12P0 - 9Pc)

3摇 结果和讨论

图 3 给出了两端铰支的梁鄄柱体系,承受椭圆型周期可变轴向压力时的频率响应特性(由
方程(28)给出). 当频率比 棕0 / 赘 在(0,1) 区间内,F(Pc,P0,a1,a2,a3) 渐近地增加,并趋于无

穷. 当棕0 / 赘 = 1时,产生共振. 随着棕0 / 赘的增加,F(Pc,P0,a1,a2,a3) 又渐近地逼近于1. 图4给

出了当频率比棕0 / 赘 = 0. 6,静力P0 = 1时,驱动力 a1,a2,a3 对Pc 的影响. 可以看出,Pc 随 a1,a2,
a3 的增加而线性地增加. 显然可见,Pc 随 a3 的变化,远大于另外两个驱动力 a1,a2 .

摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 3摇 频率鄄响应图 图 4摇 当频率比 棕0 / 赘 = 0. 6, 静力

P0 =1 时, Pc 随 a1,a2,a3 的变化

从图 5 可以看出,静力 P0 和驱动力 a3 对 Pc 的影响是一致的. 更进一步地,正如所预料的

一样,P0 和 a3 取最大值时,Pc 达到最大值. 从图 6 可以看出,随着频率比的增加,Pc 出现下降,
而当 a3 增加时,Pc 亦增加. 还可以看出,当频率比最小且 a3 最大时,Pc 达到最大值.

为了显示系统参数对稳定性的影响,利用方程(12)的数值解,当 k = 0. 5时,图7 ~ 图9给

出了静力参数 d1 和驱动力参数 d2c, d2s, d2d 相关的稳定 鄄不稳定区域图. 图中的阴影区域代表

方程(12) 的解是稳定的. 图9中的稳定区域与图7和图8有着明显的差别,因为参数 a3 的影响

最大. 在这种情况下,a3 的影响增大,从而扩大了稳定区域. 同时注意到,稳定区域与文献[5]
给出的结果稍有差异,这是因为本文假定的驱动力是椭圆型函数 cn(子,k2), sn(子,k2) 和

dn(子,k2) 平方项线性组合的缘故.
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图 5摇 当驱动力 a1 = a2 = 1,棕0 / 赘 = 1 时, 图 6摇 当 a1 = a2 = 1 时,频率比 棕0 / 赘

P0 和 a3 对 Pc 的变化 和驱动力 a3 对 Pc 的变化

图 7摇 方程(12)的稳定鄄不稳定 图 8摇 方程(12)的稳定鄄不稳 图 9摇 方程(12)的稳定鄄不稳

区域图 (d2s = d2d = 1, 定区域图 (d2c = 1, 定区域图 (d2c = 1,

k = 0. 5) d2d = 1, k = 0. 5) d2s = 1, k = 0. 5)

4摇 结摇 摇 论

本文就受椭圆型轴向力作用的梁鄄柱体系,给出了其动力稳定性问题的闭合解. 得到了不

同情况下体系的频率响应特性. 讨论了静力、驱动力和频率比对 Euler 荷载的影响. 研究了

Lam佴 方程(方程(12))的稳定-非稳定区域图. 可以看出,文献[5]的特解只能用在 a2 = a3 = 0
的情况,相应的 Lam佴 方程为

摇 摇
d2u1

d子2 + u1(子)[d1 + d2ccn2(子,k2)] = 0;

而本文给出的特解,可同时应用于

摇 摇
d2u1

d子2 + u1(子)[d1 + d2ccn2(子,k2) + d2ssn2(子,k2) + d2ddn2(子,k2)] = 0

和

摇 摇
d2u1

d子2 + u1(子)[d1 + d2ccn2(子,k2)] = 0

两类 Lam佴 方程. 还可以发现, a3 是本文所研究问题影响最大的荷载参数.
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Exact Solution and Dynamic Buckling Analysis of a
Beam鄄Column System Having the

Elliptic Type Loading

H. Secil Artem,摇 Levent Aydin
(Department of Mechanical Engineering, Izmir Institute of Technology,

Gulbahce Koyu, 35430 Urla鄄Izmir, Turkey)

Abstract: A closed form solution of the dynamic stability problem of a beam鄄column system
with hinged ends loaded by an axial periodically time varying compressive force of an elliptic
type was presented. Solution of the governing equation was obtained in the form of Fourier sine
series and the resulting ordinary differential equation was solved analytically. Finding the exact
analytical solutions of the dynamic buckling problems were difficult. However, availability of
exact solutions provided adequate understanding about the physical characteristics of the sys鄄
tem. The frequency鄄response characteristics of the system, the effects of static load, driving
forces and frequency ratio on the critical buckling load were also investigated.

Key words: dynamic buckling; exact solution; Jacobi elliptic functions; stability鄄instability
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