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有限挠度下 Timoshenko 梁中的非线性
弯曲波及其混沌行为
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摘要:摇 以 Timoshenko 梁理论为基础,引入了有限挠度和轴向惯性,建立了支配梁运动的非线性偏

微分方程组,采用行波法求解,通过某些积分技巧,将其转化为一个非线性常微分方程. 常微分方

程的定性分析表明,在一定条件下,系统存在异宿轨道,预示着有冲击波解存在. 借助 Jacobi 椭圆

函数展开求解,得到了非线性波动方程的准确周期解及其当模数 m 寅 1 退化情况下的冲击波解.
进而考虑阻尼和外加横向载荷对系统的摄动,利用 Melnikov 函数给出了横截异宿点出现的阈值条

件,从而表明系统具有 Smale 马蹄意义下的混沌性质.
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引摇 摇 言

上世纪 60 年代,孤子和混沌等复杂现象被揭示,意味着横跨自然学科各分支学科的非线

性科学已成为现代科学发展的重要标志. 半个世纪以来,孤子和混沌在许多领域开展了广泛地

研究,并获得了一些重要应用. 从数学上来看,两者都是非线性的产物,然而孤子和混沌分处完

全可积分和不可积系统的两个极端,它们的运动形态呈现出截然不同的行为. 孤子解是一种稳

定的行波解,两孤子间的作用表现出犹如粒子碰撞一样的守恒性质. 而混沌解却对初始条件表

现出极度的敏感性,以至系统的长期行为不可预测. 一般孤子解是在 Hamilton 系统讨论的,如
果该系统受到摄动(如阻尼、外力等的作用),运动将如何演化? 这是一个很自然的问题. 另
外,在这两类问题的定性分析中,在一定条件下都可能出现同宿或异宿轨道,在非线性波的问

题中,同宿轨道对应着孤立波,异宿轨道对应着冲击波,而在混沌研究中同(异)宿轨道的破裂

将是通向混沌运动的一个途径. 由此可以得到启示,两类貌似截然不同的非线性运动现象,将
有可能在某些方面有所关联,这正是本文工作的一个基本出发点.
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混沌动力学问题通常是处理时域上的初值问题,即所谓的时域混沌( temporal chaos),似
乎空间域上的边值问题被排除在混沌之外. 然而,上世纪 80 年代,Thompson 等[1],Hunt 等[2]

和 El Naschie[3]等一批学者考虑静力、动力之间的对偶,将描述一个细长弹性结构的空间坐标

x 代替时间变量 t, 将结构屈曲中的局部化变形与非线性动力系统中的同宿轨道相联系,再引

入正弦分布的缺陷作为外部激励,通过同宿轨道的破裂讨论了弹性静力混沌(elastostatic cha鄄
os),这属于空间混沌(spatial chaos)的一类. 该类问题最简单的例子是屈曲梁的弹性线与无阻

尼单摆运动之间的对偶. 另一个重要例子是受拉伸和扭转细杆的变形与自旋陀螺之间的对偶.
由此表明,混沌现象不是时域问题中所独有的,在其它非线性问题中出现的内禀随机性也可以

借用混沌研究中发展起来的一些概念和方法.
许多实际的物理系统其演化方程常常是非线性偏微分方程,同时涉及时间和空间变量,在

某些条件下将会出现时间和空间上的无序,即时空混沌(spatiotermporal chaos) [4] . 在处理非线

性偏微分方程的初值、边值问题时,有时假定运动的空间分布或模态的形式,即所谓的 Galer鄄
kin 法,将问题简化为时域上的混沌问题. 近年来,非线性演化方程孤子解的混沌行为引起了许

多研究者的兴趣,通过对 KdV 方程、KdV鄄Bergers 方程、Sine鄄Gorden 方程和 Schr觟dinger 方程等

已知有孤子解的非线性方程进行摄动,讨论非线性周期波和孤立波的混沌运动[5鄄7] . 容易想到,
在非线性波动问题中,如用相位 孜 = x - ct代替时间 t作为独立变量,对演化方程引入某种摄动,
将可能揭示孤立波与混沌两类非线性现象之间的联系. 本文将沿着这个思路,研究固体结构中

非线性波的传播特性及其受到摄动后的混沌行为.
同流体动力学、等离子物理现象以及光学领域相比,固体结构中非线性波的研究工作相对

要少得多,而且集中于一维非线性纵波的研究[8鄄12] . 本文首先讨论有限挠度梁中非线性弯曲波

的传播特性. 有限挠度梁中的非线性源来自于梁中面伸长,中面伸长意味着梁的运动除有横向

挠度 w(x,t) 外,尚需考虑轴向位移 u(x,t) . 此外,按照 Timoshenko 梁理论,同时考虑平动惯

性、转动惯性和剪切变形建立梁的动力学方程组. 文中采用行波法,巧妙地将偏微分方程组转

化为一个非线性常微分方程. 对常微分方程的定性分析,证明在一定条件下有异宿轨道,预示

着系统有冲击波解存在. 进而用 Jacibo 椭圆正弦函数展开得到了准确的周期解,并给出了冲击

波解存在的条件.
一个实际的梁结构,或多或少会有阻尼耗散,同时常常受到外加载荷的激励. 容易想到,阻

尼和外加载荷的引入,会导致异宿轨道的破坏,甚至到一定程度有可能出现横截异宿点. 文中

用 Melnikov 函数方法给出了横截异宿点出现的阈值条件,从而表明系统具有 Smale 马蹄意义

下的混沌. 为了得到 Melnikov 函数的一个明确表达式,揭示冲击波进入混沌运动的机制,我们

取外部激励为 q(x,t) = q(x - ct) 的特殊形式. 这并不改变问题固有的性质.

1摇 动力学平衡方程

Timoshenko 梁理论认为梁的挠度 w 由两部分组成,即
摇 摇 w = wb + ws, (1)

其中, wb 和 ws 分别是由弯曲变形和剪切变形产生的挠度. 式(1) 对 x 求偏导,为方便起见记其

为
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摇 摇 鄣w
鄣x =

鄣wb

鄣x +
鄣ws

鄣x 圯 渍 = 鬃 + 酌, (2)

此处, 渍 = 鄣w / 鄣x 是总的挠度曲线的切线对变形前梁轴的倾角,鬃 = 鄣wb / 鄣x 是弯曲变形引起的

转角,酌 = (鄣w / 鄣x - 鬃) 是剪切变形角. 在研究 Timoshenko 梁有限挠度问题时,需要考虑弯曲变

形、剪切变形与梁中面伸长变形的耦合. 考虑图 1(a)所示横截面积为 A,截面惯性矩为 I,材料

的弹性模量、剪切模量和质量密度分别为 E,G和 籽的均匀无限长梁. 梁中面上任意点 P的轴向

位移和横向总挠度分别为 u(x,t) 和 w(x,t) . 图 1(b)给出了初始构形中的微分单元 dx 在 t时
刻的现时构形中的位移及受力情况,图中的 M,Q 和 N 分别为横截面上的弯矩、剪力和轴力.

(a) 梁的初始构形与现时构形 (b) 梁的微分单元段受力分析

图 1摇 有限挠度梁的变形与内力

考虑图 1(b)所示的梁的微元段的动力平衡,可得以下动力学方程组:

摇 摇 (N + dN) - N = 籽Adx 鄣2u
鄣t2

圯 鄣N
鄣x = 籽A 鄣2u

鄣t2
, (3)

摇 摇 (Q + dQ) - Q + qdx = 籽Adx 鄣2w
鄣t2

圯 鄣Q
鄣x = 籽A 鄣2w

鄣t2
- q, (4)

摇 摇 (M + dM) - M - Q(dx + du) + Ndw =- 籽Idx 鄣2渍
鄣t2

圯

摇 摇 摇 摇 Q = 鄣M
鄣x + N 鄣w

鄣x + 籽I 鄣
2渍
鄣t2

. (5)

在得到以上方程时认为梁是保守系统,没有考虑阻尼力的作用. 在实际问题中,阻尼是不

可避免的,然而准确地考虑阻尼作用是一件复杂的事情,这里我们假定阻尼力与横向运动速度

成正比,即在式(4)右端增加一项 淄鄣w / 鄣t,淄 是阻尼系数.
梁的几何方程除式(2)以外,尚包括梁的曲率鄄挠度关系

摇 摇 资 = -
鄣2wb

鄣x2 (6)

和中面伸长鄄位移关系

摇 摇 着0 = 鄣u
鄣x + 1

2
鄣w
鄣( )x

2
= 鄣u
鄣x + 1

2 渍2 . (7)

梁的本构关系假定为线性的,即
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摇 摇 M = EI资 = - EI
鄣2wb

鄣x2 = - EI 鄣鬃鄣x, (8)

摇 摇 N = EI着0 = EI 鄣u
鄣x + 1

2 渍( )2 , (9)

摇 摇 Q = 滋GA(渍 - 鬃), (10)
式中 滋 是与截面形状有关的因子且 滋 < 1.

将本构关系(8)、(9)和(10)代入动力平衡方程组(3)、(4)和(5),便得到用位移表示的

支配有限挠度 Timoshenko 梁中弯曲波的非线性偏微分方程组

摇 摇

c20
鄣2u
鄣x2 + 渍 鄣渍

鄣( )x = 鄣2u
鄣t2

, (11)

滋c2s
鄣2渍
鄣x2 - 鄣2鬃

鄣x( )2 = 鄣2渍
鄣t2

- 鄣q
鄣x - 淄 鄣渍

鄣( )t
1
籽A, (12)

滋c2s(渍 - 鬃) = - c20 r2
鄣2鬃
鄣x2 + c20

鄣u
鄣x + 1

2 渍( )2 渍 + r2 鄣2鬃
鄣t2

, (13

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )

此处, c20 = E / 籽,c2s = G / 籽,r2 = I / A . 在得到方程(12) 时计入了阻尼的作用,并进行过一次对 x 的

求导运算.

2摇 行波法求解与方程的简化

假定方程(11)、(12)和(13)有行波解 u(x,t) = u(孜),渍(x,t) = 渍(孜),鬃(x,t) = 鬃(孜),并取

q = q(孜),孜 = k(x - ct),其中 k 和 c 为常数,k 为波数,c 为波速. 注意到 鄣 / 鄣t = - ckd / d孜,鄣 / 鄣x =
kd / d孜, 则方程(11)、(12)和(13)变成

摇 摇

k d2u
d孜2 =

c20
g 渍 d渍

d孜, (14)

(滋c2s - c2) d2渍
d孜2 = 滋c2s

d2鬃
d孜2 - dq

d孜 + 淄c d渍d( )孜
1
籽Ak, (15)

滋c2s(渍 - 鬃) = gr2k2 d2鬃
d孜2 + c2 k du

d孜 + 1
2 渍( )2 渍, (16

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

式中 g = c2 - c20,式(14) 对 孜积分一次,并取积分常数为0(考虑到当 孜寅0 时,u(孜) 寅0,du / d孜
寅0,渍(孜) 寅 0,d渍 / d孜 寅0), 则有

摇 摇 k du
d孜 =

c20
2g 渍2 . (17)

将式(17)代入式(16),又得到

摇 摇 滋c2s(渍 - 鬃) = gr2k2 d2鬃
d孜2 +

c20
2

c20
g +æ

è
ç

ö
ø
÷1 渍3 . (18)

于是问题已变成求解关于未知函数 渍和 鬃 的两个常微分方程(15)和(18). 从方程(15)可以直

接得到

摇 摇 d2鬃
d孜2 =

滋c2s - c2

滋c2s
d2渍
d孜2 + 1

籽Ak滋c2s
d
d孜(q + 淄c渍), (19)

从式(15)尚可写出
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摇 摇 滋c2s
d2

d孜2(渍 - 鬃) = c2 d2渍
d孜2 - 1

籽Ak
d
d孜(q + 淄c渍),

积分上式两次,且取积常数为 0,便得到

摇 摇 滋c2s(渍 - 鬃) = c2渍 - 1
籽Ak乙(q + 淄c渍)d孜 . (20)

将式(19)和(20)代入式(18),我们有

摇 摇
gr2k2(滋c2s - c2)

滋c2s
d2渍
d孜2 - c2渍 +

c20
2

c20
g +æ

è
ç

ö
ø
÷1 渍3 =

摇 摇 摇 摇 - gr2k2

籽Ak滋c2s
d
d孜(q + 淄c渍) - 1

籽Ak乙(q + 淄c渍)d孜

或写成

摇 摇 k2 d2渍
d孜2 + 啄1渍 + 啄3渍3 = 啄4

d
d孜(q + 淄c渍) + 啄5乙(q + 淄c渍)d孜, (21)

其中

摇 摇
啄1 =

滋c2s c2

r2(c2 - c20)(c2 - 滋c2s)
, 啄3 = -

滋c2s c20c2

2r2(c2 - c20) 2(c2 - 滋c2s)
,

啄4 = k
籽A(c2 - 滋c2s)

, 啄5 =
滋c2s

籽Akr2(c2 - c20)(c2 - 滋c2s)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(22)

3摇 定 性 分 析

如果略去阻尼和外部强迫力的作用,则方程(21)就简化为一个 Duffing 方程

摇 摇 k2 d2渍
d孜2 + 啄1渍 + 啄3渍3 = 0, (23)

我们称方程(23)为方程(21)的派生方程. 令 渍1 = 渍,渍2 = d渍1 / d孜, 则与式(23)等价的动力系统

可表示成

摇 摇

d渍1

d孜 = 渍2,

d渍2

d孜 = - 1
k2 渍(啄1 + 啄3渍2) = - V忆(渍)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(24)

系统有 3 个固定点

摇 摇 P(0,0), Q(琢,0), G(茁,0), (25)
其中

摇 摇 琢 = - -
啄1
啄3

, 茁 = -
啄1
啄3

. (26)

方程(24)右端的 Jacobi 矩阵为

摇 摇 J = 0 1
- V 义(渍)

é

ë
êê

ù

û
úú0
. (27)

相应的特征方程为

摇 摇 姿2 + V 义(渍) = 0, (28)
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其中

摇 摇 V 义(渍) = 1
k2 (啄1 + 3啄3渍2) . (29)

从式(26)看出,要使 琢 和 茁 为实数,则要求 啄1 和 啄3 异号,进而要求 滋cs < c0 < c . 在此条

件下,啄1 为正,啄3 为负. 对应于固定点 P(0,0),V忆(0) = 0,V 义(0) = 啄1 / k2 > 0,从方程(28) 可知

特征值 姿 为一对共轭虚根,表明不动点 P为中心. 对应于 Q(琢,0) 和 G(茁,0),V忆(琢) = V忆(茁) =
0,V 义(琢) = V 义(茁) = - 2啄1 / k2 < 0,从而相应的特征值 姿 为异号实根,说明不动点 Q 和 G 为鞍

点型固定点. 由此可判定方程组(24)在相平面上存在异宿轨道,预示着有冲击波解存在.

4摇 Jacobi 椭圆正弦函数展开法求解

以下采用 Jacobi 椭圆函数法求解方程(23),假定方程(23)的解为

摇 摇 渍(孜) = 移
n

j = 0
a j f j(孜), (30)

其中, f(孜) 可代表 sn孜,cn孜 和 dn孜 中的任何一个,a j 是常数. 注意到 sn孜,cn孜 和 dn孜 有以下关

系:
摇 摇 sn2孜 = 1 - cn2孜, dn2孜 = 1 - m2sn2孜, (31)

摇 摇 d
d孜sn孜 = cn孜dn孜, d

d孜cn孜 = - sn孜dn孜, d
d孜dn孜 = - m2sn孜cn孜, (32)

此处 m 为模数,满足 0 < m < 1. 式(30) 中的 渍(孜) 的最高阶次为 n, 记作

摇 摇 O(渍) = n . (33)
根据式(31)和(32)则有

摇 摇 O 渍 q dp渍
d孜( )p = (q + 1)n + p . (34)

于是在式(23)中最高阶线性项的阶次为

摇 摇 O d2渍
d孜( )2 = n + 2,

最高阶的非线性项的阶次为 O(渍3) = 3n, 根据齐次平衡原理[13],有
摇 摇 n + 2 = 3n 圯 n = 1. (35)

于是式(30)为
摇 摇 渍(孜) = a0 + a1 f 1(孜), (36)

采用 Jacobi 椭圆正弦函数展开,即 f 1(孜) = sn孜, 于是上式为

摇 摇 渍(孜) = a0 + a1sn孜, (37)
其中 a0,a1 为待定常数. 上式对 孜 求二次导数,得

摇 摇 d2渍
d孜2 = - a1sn孜(1 + m2 - 2m2sn2孜) . (38)

将式(37)和(38)代入方程(23),得
摇 摇 a1(啄3a2

1 + 2m2k2)sn3孜 + 3a0a2
1啄3sn2孜 -

摇 摇 摇 摇 a1[k2(1 + m2) - 啄1 - 3a2
0啄3]sn孜 + (啄1 + a2

0啄3)a0 = 0. (39)
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令式(39)中 sn3孜,sn2孜,sn孜 的系数及常数项为 0,得

摇 摇 a0 = 0, a1 = 依 - 2
啄3

km, k2 =
啄1

1 + m2 . (40)

将式(40)代入式(37),给出

摇 摇 渍(孜) = 依 - 2
啄3

mksn(孜,m) . (41)

上式(41)是方程(23)的准确周期解,显然当 啄3 < 0 时成立,这与定性分析一致. 当 m 寅0 时,
sn孜 寅 sin孜,得到的是线性解;当 m 寅1 时,sn孜 寅 tanh孜, 则式(41)退化为

摇 摇 渍(孜) = 依 - 2
啄3

k tanh孜 . (42)

显然这是个冲击波解. 将式(22)代入式(40),并令 m 寅1 便可得到

摇 摇
a0 = 0, a1 = 依

2r(c2 - c20)
cc0cs

c2 - 滋c2s
滋 k,

k =
啄1

2 =
ccs
r

滋
2(c2 - c20)(c2 - 滋c2s)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(43)

显然要求 滋c2s < c20 < c2 . 于是,我们可以将式(42)写为以下形式:

摇 摇 渍(孜) = Atanh x - ct( )撰
, (44)

其中波幅 A 和波宽 撰 由以下两式给出:

摇 摇 A = 依
2(c2 - c20)

c0
, (45)

摇 摇 撰 = r 2
滋

c20
c2

-æ

è
ç

ö

ø
÷1 滋 - c2

c2( )
s

. (46)

式(45)和(46)表明,随着波速 c 的增大,冲击波波幅增大,而冲击波的宽度变窄.

5摇 阻尼和强迫力对系统异宿轨道的摄动

现在我们讨论具有阻尼和强迫力扰动的方程(21). 注意到当 m 寅 1 时,k2 寅 啄1 / 2, 方程

(21)可以改写为

摇 摇 d2渍
d孜2 + 2渍 + 啄*

3 渍3 = 啄*
4

d
d孜(q + 淄c渍) + 啄*

5 乙(q + 淄c渍)d孜, (47)

其中

摇 摇
啄*
3 =

啄3

k2 = -
c20

c2 - c20
, 啄*

4 =
啄4

k2 = 1
籽Accs

2r2(c2 - c20)
滋(c2 - 滋c2s)

,

啄*
5 =

啄5

k2 =
8r2(c2 - c20)(c2 - 滋c2s)

滋 籽Acsc3

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(48)

令

摇 摇 q(孜) = psin赘 孜, (49a)
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则有

摇 摇 dq
d孜 = p赘cos赘 孜, 乙qd孜 = - p

赘 cos赘 孜,

摇 摇 啄*
4

d
d孜q + 啄*

5 乙qd孜 = 啄*
4 p赘cos赘 孜 - 啄*

5
p
赘 cos赘 孜 = 啄*

4 p赘 - 啄*
5

p( )赘
cos赘 孜 .

再令

摇 摇 着F** = 啄*
4 p赘 - 啄*

5
p( )赘

, 着啄**
4 = c淄啄*

4 , 着啄**
5 = c淄啄*

5 . (49b)

着 为一个小参数,式(47)可以写成

摇 摇 d2渍
d孜2 + 2渍 + 啄*

3 渍3 = 着 F**cos 赘 孜 + 啄**
4

d渍
d孜 + 啄**

5 乙渍d[ ]孜 (50)

或写成如下等价的动力系统(取 渍1 = 渍 )

摇 摇 d渍
d孜 = f(渍) + 着g(渍,t), (51a)

其展开形式为

摇 摇

d渍1

d孜 = 渍2,

d渍2

d孜 = - 2渍 - 啄*
3 渍3 + 着 F**cos 赘 孜 + 啄**

4
d渍
d孜 + 啄**

5 乙渍d[ ]孜

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(51b)

比较式(51a)和(51b),则有

摇 摇 渍 = [渍1,渍2] T, f = [ f1, f2] T = [渍2, - 渍1 - 啄**
3 渍3

1] T,

摇 摇 g = [g1,g2] T = 0,F**cos 赘 孜 + 啄**
4

d渍1

d孜 + 啄**
5 乙渍1d

é
ë
êê

ù
û
úú孜

T

.

相应的 Melnikov 函数为[14鄄15]

摇 摇 M(兹) = 乙肄
-肄

f(渍(孜)) 夷 g[渍(孜),孜 + 兹]d孜, (52)

其中, f 夷 g = f1g2 - f2g1,由于 g1 = 0, 于是上式变成

摇 摇 M(兹) = 乙肄
-肄

渍2 F**cos 赘 孜 + 啄**
4

d渍1

d孜 + 啄**
5 乙渍1d

é
ë
êê

ù
û
úú孜 d孜 . (53)

由式(42),有

摇 摇
渍1 = 渍 = 依 - 2

啄3
k tanh孜 = 依 btanh孜,

渍2 = 渍·1 = 依 - 2
啄3

k sech2孜 = 依 bsech2孜

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(54)

式中, b = k - 2 / 啄3 , 在式(54)中右端取负号,则式(53)可以写成

摇 摇 M(兹) = - 乙肄
-肄

bsech2 [孜 F**cos赘(孜 + 兹) - b啄**
4 sech2孜 - b啄**

5 乙tanh孜d ]孜 d孜 =

摇 摇 摇 摇 - bF**cos(赘 孜)乙肄
-肄

sech2孜cos(赘 孜)d孜 +

摇 摇 摇 摇 bF**sin(赘 兹)乙肄
-肄

sech2孜sin(赘 孜)d孜 +
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摇 摇 摇 摇 b2啄**
4 乙肄

-肄
sech4孜d孜 + b2啄**

5 乙肄
-肄

sech2 [孜 乙tanh孜d ]孜 d孜 . (55)

上式(55)中,第 1 个积分利用留数方法可以得到

摇 摇 I1 = 乙肄
-肄

sech2孜cos(赘 孜)d孜 = 赘仔csch 1
2 赘( )仔 ,

第 2 个积分由于被积函数为奇函数而得 0. 现在的任务主要是完成第 3 个积分和第 4 个积分.

摇 摇 I3 = 乙肄
-肄

sech4孜d孜 = 乙肄
-肄

sech2孜 d(tanh)孜
d孜 d孜 =

摇 摇 摇 摇 乙肄
-肄

(1 - tanh2孜)d(tanh孜) = 乙肄
-肄

d(tanh孜) - 乙肄
-肄

tanh2孜d(tanh孜) =

摇 摇 摇 摇 [ tanh孜]肄
-肄 - 1

3 [tanh3孜]肄
-肄 = 4

3 ,

摇 摇 I4 = 乙肄
-肄

sech2 [孜 乙tanh孜d ]孜 d孜 [= tanh孜乙tanh孜d ]孜
肄

-肄
- 乙肄

-肄
tanh2孜d孜 =

摇 摇 摇 摇 [ tanh孜ln(cosh孜)]肄
-肄 - [孜 - tanh孜]肄

-肄 = 2 + [tanh孜ln(cosh孜) - 孜]肄
-肄 =

摇 摇 摇 摇 2 + ln e孜 + e -孜

2 -[ ]孜
孜寅+肄

- - ln e孜 - e -孜

2 -[ ]孜
孜寅-肄

=

摇 摇 摇 摇 2 - 2ln2 + lim
孜寅肄

[ln(e孜 + e -孜) - 孜] - lim
孜寅-肄

[ - ln(e孜 - e -孜) - 孜] =

摇 摇 摇 摇 2(1 - ln2) > 0.
将 I1,I3 和 I4 的结果代入式(55),则

摇 摇 M(兹) = - bF**赘仔cos(赘兹)csch 赘仔( )2
+ 4

3 b2啄**
4 + 2b2啄**

5 (1 - ln2) . (56)

从式(48)和(49a),有

摇 摇 啄**
5 = 浊啄**

4 , 浊 =
2(c2 - 滋c2s)

c2
. (57)

于是

摇 摇 4
3 b2啄**

4 + 2b2啄**
5 (1 - ln2) = b2 4

3 + 2(1 - ln2)[ ]浊 啄**
4 .

从而式(56)变成

摇 摇 M(兹) = - bF**赘仔cos(赘兹)csch 赘仔( )2
+ b2 4

3 + 2(1 - ln2)[ ]浊 啄**
4 . (58)

根据 Melnikov 准则,当

摇 摇 F**

啄**
4

> [4 / 3 + 2(1 - ln2)浊]b
赘仔csch(赘仔 / 2) , (59)

M(兹) 有简单零点,由此表明系统在一定条件会出现 Smale 马蹄意义下的混沌.

6摇 结论与讨论

本文从多个层面研究了无限长有限挠度 Timoshenko 梁中非线性波的传播特性,得到了若

干有意义的结果:
1) 有限挠度引起的中面拉伸是产生冲击波和混沌的非线性源,弯曲变形、转动惯性和剪
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切变形导致波的几何弥散,非线性和弥散效应的相互作用的某种平衡会导致派生方程的冲击

波解.
2) 利用 Jacobi 椭圆函数法对无阻尼和无强迫力摄动的派生方程求解,得到了精确周期

解,在模数 m 寅1 退化的情况下得到了冲击波解,与定性分析的异宿轨道相对应,它们存在的

条件是 c > c0 .
3) 真实的力学系统阻尼和外加载荷总会存在,文中考虑阻尼和强迫力对异宿轨道的摄

动,利用 Melnikov 方法给出了横截异宿点出现的阈值条件,从而表明在一定条件下可能出现

Smale 马蹄意义下的混沌. 在对时域混沌问题研究时,利用 Melnikov 方法得到混沌条件后,通
常还要选择某些特定参数计算相轨迹图、时程曲线和 Poincar佴 映射,可以给出混沌运动的具体

信息. 本文不关心混沌运动的具体细节,没必要完成更多的数值计算,而重点是在揭示冲击波

和混沌两大类非线性现象之间的关联.
4) 利用异宿轨道的 Melnikov 函数研究了冲击波的混沌行为出现的条件. 在相平面上,异

宿轨道内部包含了一个周期轨道族,在求冲击波解过程中我们已得到了周期波解(41),由此

可以利用次谐轨道的 Melnikov 函数来研究周期波解受到摄动后混沌出现的条件.
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Nonlinear Flexural Waves and Chaos Behavior in
Finite鄄Deflection Timoshenko Beam

ZHANG Shan鄄yuan,摇 LIU Zhi鄄fang
(Institute of Applied Mechanics and Biomedical Engineering, Taiyuan University of Technology,

Taiyuan 030024, P. R. China)

Abstract: On the basis of the theory of Timoshenko beam, taking into account finite鄄deflection
and axial inertia, the nonlinear partial differential equations governing flexural waves in a beam
were derived. When employing the method of the traveling wave solution, the nonlinear partial
differential equations can be transformed into an ordinary differential equation by using certain
integral skills. The qualitative analysis indicates that the corresponding dynamic system has het鄄
eroclinic orbit under certain condition. The exact periodic solution of nonlinear wave equation
was obtained by means of Jacobi elliptic function expansion. When the modulus of Jacobi ellip鄄
tic function m 寅1 in the degenerate case, the shock wave solution was given. Further, small
perturbations arising from damping and external load to original Hamilton爷 s system are intro鄄
duced and the threshold condition of the existence of transverse heteroclinic point is obtained
by Melnikov爷s method. It is proved from this that the perturbed system has chaotic property
under Smale horseshoe transform.

Key words: Timoshenko beam; finite鄄deflection; shock wave; chaos motion; Jacobi elliptic
function expansion; Melnikov function
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