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摘要:摇 利用辛数学方法分析了质量鄄弹簧非线性周期结构链中弹性波的传播问题. 首先利用能量

方法得到频域动力方程,随后通过小量变换将非线性动力方程线性化,得到辛矩阵,进而通过求解

辛矩阵的本征值问题来研究波的传播性能. 质量鄄弹簧模型中的弹簧刚度非线性对结构链的传播特

性影响很大,研究发现非线性明显改变了周期结构的传播性能,而且不同于线性结构,非线性结构

的传播特性与入射波强度有关. 数值算例表明随着非线性强度及入射波强度的增大,传播通带宽

度逐渐减小,禁带宽度逐渐增大. 当入射波强度增大到一定值时,弹性波无法在结构中进行传播.
与一般递归方法的比较分析,验证了辛数学方法在非线性周期结构波传播问题中的有效性与优越

性.
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引摇 摇 言

研究波在周期性介质中传播的问题,不仅是物理学、光学、化学及声学等学科的重要基础

性问题,而且在力学中也有着重要的应用,如周期桁架及板、壳结构等,经常被应用于航空航

天、航海及土木工程中. 周期结构中波的传播问题引起了广泛的关注[1],当结构呈周期性时,
波在其中传播受周期性约束将形成 Bloch 波,其具有频率通带和禁带等特殊现象,周期材料的

这种特殊性质在滤波、导波、减振、降噪等方面具有重要的应用前景[2] . 然而目前关于线性周

期结构中弹性波传播问题的研究已经比较成熟,有大量的文献可供参考[3],但关于非线性周

期结构中弹性波传播特性的研究还很少. 非线性周期结构拥有延展的 Bloch 态,即周期结构中
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的非线性项只是对能带结构的分布产生一定影响,但整体的能带特征是不会改变的. 除此以

外,非线性周期结构还拥有局域的孤子解. Zhang 和 Wu 揭示了非线性周期系统中能隙孤子和

Bloch 波的对应关系[4] . 刘志芳等[5]研究了梁中非线性弯曲波的传播特性,证明了在考虑梁的

大挠度和转动惯性时梁中存在包络孤立波. Yagi 和 Kawahara[6] 的研究指出孤波中的能量集中

现象可通过引入外部弹簧的方法予以避免. Richoux 等[7] 比较分析了非线性与无序性在波传

播过程中的相互作用. 目前非线性周期结构中弹性波传播问题经常应用的研究方法有多尺度

方法[8]、不变流形法[9]及非线性图像法[10]等.
本文利用辛数学方法[11鄄12]对非线性周期结构中弹性波的传播特性进行了分析研究. 一切

耗散效应可以忽略不计的物理过程都可表示成能够保持辛几何结构不变的 Hamilton 系统的

形式[13],它在自然界中具有普适性,解 Hamilton 方程的离散算法就是辛算法. 其相对于非辛算

法具有一系列的优点,如高精度、保结构及长时间稳定性等. 1984 年冯康和秦孟兆[14] 指出动

力学方程积分的差分格式应当保辛,从而为辛数学的应用做出了重要的贡献. 在力学界,钟万

勰院士领导的课题组将辛算法引入应用力学领域,提出了精细积分算法并完善了几何积分算

法理论[11] . 张素英和邓子辰等将保结构的几何积分算法应用于非线性动力学问题的求解,取
得了一系列研究成果[15鄄17] . 值得一提的是,1997 年 Bridges[18] 从辛几何的角度提出了多辛算

法,2001 年 Reich[19],Marsden 等[20]从变分原理的角度提出了多辛积分的概念. 近年来这一算

法得到了迅猛的发展,它已经成功地解决了很多现实问题,模拟了各种物理现象.
在应用辛算法进行周期结构波动特性的研究方面,Williams 等[21] 利用 Wittrick鄄Williams

算法研究了周期支撑一维 Timoshenko 梁的频散关系,有效地将周期结构中波的传播问题等效

为特征值问题. Zhou 等[22]利用有限元与辛数学方法研究了周期支撑梁在简谐荷载作用下的

强迫振动,指出当荷载的频率在结构禁带范围内时会发生振动局域化现象,应予以避免. Zhong
等[12]利用辛数学方法对周期性电磁波导问题进行了研究. 张洪武等基于界带模型[23] 利用辛

数学方法研究了碳纳米管周期结构的弹性波频散关系[24鄄25] . 但以上研究的模型均为线性周期

结构. 就作者所知,将辛数学方法应用于非线性周期结构弹性波传播问题的研究还很少. 本文

利用辛数学方法研究了非线性周期结构的波动特性,对非线性结构区别于线性结构的传播特

性进行了比较分析,同时利用一般递归方法对辛数学方法的有效性及优越性进行了验证.

1摇 一维非线性周期结构模型

一维非线性质量鄄弹簧周期结构模型如图 1 所示,为了简单起见,非线性作用设为弹簧的

刚度非线性. 采用能量方法进行求解. 对于刚度非线性的质量鄄弹簧周期结构,动力势能为

摇 摇 U忆 = 移
n

j = 1
(U(l)

j + U(n)
j - T j), (1)

图 1摇 非线性质量鄄弹簧周期结构链

其中, n 代表结构链长度,即子结构的数目;U(l)
j = k(q j - q j -1) 2 / 2 为第 j 组与第 j - 1 组子结构
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之间的线性弹簧变形能,U(n)
j = 酌k1q4

j / 4 为第 j组子结构中非线性弹簧变形能,T j = mq2
j / 2 为第 j

组子结构的动能. 以上表达式中,q j 为第 j组子结构的位移,k 和 k1 分别代表线性弹簧及非线性

弹簧的刚度系数,酌 代表非线性强度,m 为每一组子结构的质量.
根据势能变分原理 啄U忆 = 0, 该周期结构的频域动力方程为

摇 摇 q j + a1(2q j - q j -1 - q j +1) + a2q3
j = 0, (2)

其中, a1 = k / m,a2 = 酌k1 / m .

2摇 频域动力方程的线性化

设该周期结构做频率为 棕 的简谐运动,则广义位移可表示为

摇 摇 q j = y jei棕t, (3)
将方程(3)代入方程(2),又知 z = eix 为周期函数,故 ei3棕t 可简化表示为 ei棕t, 则得

摇 摇 y j -1 + y j +1 = (2 - 棕2 / a1 + a2y2
j / a1)y j, (4)

其中, y j 是一个与时间无关的变量, 仅与结构链长度 n有关. 方程(4) 连接相邻节点 j - 1, j和
j + 1 的振幅,写成矩阵向量相乘的形式,即

摇 摇 P j +1 = S( j)P j, (5)

其中摇 摇 P j +1 =
y j +1

y
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引入矩阵

摇 摇 J = 0 1
-

æ

è
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ö

ø
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1 0
,

通过验算得

摇 摇 S( j)TJS( j) = J .
S( j) 是一个辛矩阵,但 S( j) 仍与状态向量 P j 有关,不能独立计算,因此需要将方程(4) 线性

化. 设 y j 抑 y0
j + 着 j( t),其中 着 j( t) 是小摄动量,代入方程(4),得

摇 摇 y0
j -1 + 着 j -1( t) + y0

j +1 + 着 j +1( t) =
摇 摇 摇 摇 (2 - 棕2 / a1 + a2 (y0

j + 着 j( t)) 2 / a1)(y0
j + 着 j( t)), (6)

整理得

摇 摇 [(y0
j -1 + y0

j +1) - (2 - 棕2 / a1 + a2 (y0
j ) 2 / a1)y0

j ] + (着 j -1( t) + 着 j +1( t)) =
摇 摇 摇 摇 (2 - 棕2 / a1 + 3a2y0

j (y0
j + 着 j( t)) / a1)着 j( t) + a2着3

j ( t) / a1, (7)
根据方程(4),方程(7)等式左侧方括号内的表达式为 0;同时,由于 着 j( t) 是小摄动量,则

着2
j ( t) 及 着3

j ( t) 项均很小,故做了以下 2 个小摄动量假设:蚵 在方程(7)等式右侧第 1 项中设

y0
j + 着 j( t) 抑 y0

j ;蛎 忽略了方程(7)等式右侧的第 2 项 着3
j ( t) 项. 根据以上假设,方程(6)可以

化简为

摇 摇 着 j -1 + 着 j +1 = (2 - 棕2 / a1 + 3a2 (y0
j ) 2 / a1)着 j, (8)

式中 (y0
j ) 2 作为 着 j 的系数,与 着 j 无关,故通过以上代换即实现了方程(4)的线性化.

同理,可将方程(8)表示为矩阵向量相乘的形式:
摇 摇 Q j +1 = TQ j, (9)

其中
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可以证明 TTJT = J .
传递矩阵 T 是一个辛矩阵,而且 T 与状态向量 Q j 无关,可以独立计算,故通过以上的小量

代换,有效地将非线性动力方程线性化,从而可利用已有的方法进一步计算弹性波的传播性

能.
利用分离变量的方法求解传递矩阵 T,取 Q j = 鬃·姿 j, 代入方程(9),得
摇 摇 T鬃 = 姿鬃, (10)

这就构成了辛矩阵的本征值问题, 姿 是本征值,鬃 是本征向量. 对于一个辛矩阵,若 姿 是本征

值,则 1 / 姿 也必为其本征值. 对于上述 2 伊 2 辛矩阵 T,有两个本征值 姿1,姿2,它们可能取复值,
且满足 det T = 1,即 姿1·姿2 = 1,姿2 = 姿 -1

1 . 姿1 臆1 对应于向右传播的弹性波, 姿2 逸1 对应于

向左传播的弹性波. 对应于两个本征值的本征向量为 鬃1,鬃2,它们相互间可以辛归一化为

鬃T
1J鬃2 = 1. 以本征向量 鬃1,鬃2 为列组成矩阵 鬃 = [鬃1 鬃2], 它必定也是一个辛矩阵.

对于波传播问题,线性动力方程(9)的本征值 姿 与传播常数 滋 之间存在以下关系[8]:
摇 摇 姿 = e 滋, (11)

其中 滋 是复数,且

摇 摇 姿 = Q
2 + Q2 - 4

2 , Q = 2 - 棕2

a1
+

3a2 (y0
j ) 2

a1
. (12)

因为质量鄄弹簧振子的振幅沿结构链长度呈周期性变化,故可将振子位移 y0
j 近似为初始位

移,即入射波强度 y0
0,故由方程(11) 可得传播常数随频率的变化关系(滋 寅 棕),即所谓的频散

关系. 在下面的求解过程中,为了简便起见,将 y0
j 中的上标舍去,即用 y j 表示 y0

j .

3摇 数值算例及结果讨论

3. 1摇 非线性响应轨道

方程(5)在二维实平面内定义了一个立方非线性辛矩阵 S( j), 可以由(y j,y j -1) 迭代求解

摇 图 2摇 质量鄄弹簧振子的辛矩阵响应曲线 S( j)

(滋 = 仔 / 3,酌 = 1,n = 100)

(y j +1,y j), 如图 2 所示. 设初始条件满足 [y0,y1]
= [1,exp(i 滋)], 系统参数取为 m = 5 kg, k = 10
N / m,k1 = 1 N / m,则 a1 = 2,a2 = 0. 2酌 . 传播常数

取为 滋 = 仔 / 3,非线性系数 酌 = 1. 图示的椭圆轨道

描述了 n = 100 组质量鄄弹簧振子响应的变化轨

迹.
3. 2摇 弹性波传播特性

在结构动力学中,传播常数 滋 一般可表示为

滋 = 琢 + i茁,其中 琢 代表波传播过程中子结构振幅

的衰减情况,被定义为传播衰减常数;而 茁 代表波

传播过程中子结构振动相位的变化情况,被定义

为传播相常数. 传播常数 滋 的实部及虚部随频率

的变化关系如图 3 ~ 图 5 所示,采用与 3. 1 节相同的系统参数,我们考虑了非线性强度 酌 及入

射波强度 y0 对传播性能的影响. 当 琢 = 0,0 < 茁 < 仔 时,相应的频率域被称为传播通带,而当 琢
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屹0,茁 = 0或仔 时,相应的频率域被称为传播禁带. 弹性波在非线性周期结构传播过程中,当传

播常数实部为 0 时,只是振动相位发生变化,而振子振幅不会发生改变;而当实部不为 0 时,振
子的振幅会发生连续的变化. 对于非线性结构,没有固定的振幅衰减常数.

由图 3 可知非线性参数的正负对弹性波传播特性影响很大. 当 酌 < 0 时,如图 3(a)所示,
传播通带的宽度为 驻棕 = 棕2 - 棕1 = 2. 249 + 2. 249 = 4. 498;

当 酌 = 0 时,如图 3(b) 所示,传播通带宽度为 驻棕 = 棕2 - 棕1 = 2. 828 + 2. 828 = 5. 656;
当 酌 > 0 时,如图 3(c)所示,传播通带宽度为

摇 摇 驻棕 = (棕2 - 棕1) + (棕4 - 棕3) = ( - 1. 715 + 3. 307) + (3. 307 - 1. 715) = 3. 184.

(a) 酌 = - 0. 1 (b) 酌 = 0 (c) 酌 = 0. 1
图 3摇 传播相常数 (Im(滋), 实线)及衰减常数 (Re(滋), 虚线)

随频率的变化关系(入射波强度 y0 = 7)

(a) 酌 = 0. 3 (b) 酌 = - 0. 3

(c) 酌 = 1 (d) 酌 = - 1
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(e) 酌 = 3 (f) 酌 = - 3
图 4摇 传播相常数 (Im(滋), 实线)及衰减常数 (Re(滋), 虚线)

随频率的变化关系(入射波强度 y0 = 1)

(a) y0 = 1 (b) y0 = 3

(c) y0 = 5 (d) y0 = 8

图 5摇 传播相常数 (Im(滋), 实线)及衰减常数 (Re(滋), 虚线)
随频率的变化关系(非线性强度 酌 = 0. 1)

通过对比可知,非线性情况下 (酌 屹0) 传播通带宽度明显小于线性情况(酌 = 0), 且 酌 >
0 时,原来(酌 = 0 及 酌 < 0 时)为传播通带的区域出现了传播禁带, 从而明显削弱了结构的传

播能力. 为了进一步研究非线性的作用, 我们比较了非线性强度的大小对传播性能的影响,如
图 4 所示,随着非线性强度 酌 的增大,传播通带逐渐演变为传播禁带,也就是说,非线性的

引入减小了通带的宽度,增大了禁带的宽度,且随着非线性强度的增大,通带宽度逐渐减小,最
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后当 酌 达到某一临界值时,通带完全消失,则整个结构对弹性波具有隔离作用,振动无法在

结构中传播.
与线性结构不同,对于非线性周期结构链,传播常数 滋 不仅与频率 棕 有关,而且也会随着

入射波强度 y0 的大小而变化,如图 5 所示. 与非线性强度对传播特性的影响类似,随着入射波

强度的增大,传播通带宽度逐渐减小,禁带宽度逐渐延长,同样存在一个临界值 y0 , 当入射

波强度高于这个临界值时,整个结构对弹性波是“隐形冶的,即不具备传播能力. 弹性波在非线

性结构中传播的振幅依赖性可以使传播通带转变为传播禁带,或者相反,使传播禁带转变为传

播通带.

4摇 辛数学方法有效性验证

为了验证辛数学方法的有效性,我们对离散非线性方程(4)进行迭代求解,采用与上节相

同的系统参数且设频率与传播常数间的关系为 棕(滋) = 2cos(滋) [26] . 设入射波强度满足[y0,
y1] = [1,exp(i 滋)],取 n = 103 组非线性弹簧振子,传输系数设为 T = yn

2 / y0
2,其中 yn 为

结构链末端的传播强度,y0 为入射波强度.

(a) 酌 = - 0. 1 (b) 酌 = 0. 1

(c) 酌 = 0 (d) 酌 = 0, (c)的局部放大图

图 6摇 传输系数随传播常数的变化关系(入射波强度 y0 = 7,

深色区域:通带;白色区域:禁带)

不同的非线性强度下传输系数 T 随传播常数 滋 的变化关系如图 6 及图 7 所示. 由图 6(a)
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~图 6(c)的比较分析可知非线性系数的正负对弹性波的传播性能影响很大. 线性条件下,整
个结构链几乎可以完整地传输入射波能量,只在 滋 空间的局部存在很窄的传播禁带. 而非线性

作用下,传播通带宽度逐渐减小,禁带宽度逐渐增大,且 酌 > 0 的传播通带宽度要明显小于 酌
< 0 的通带宽度. 当 酌 由负(图 6(a))转为正(图 6(b))时,第 1 个禁带消失了,第 2 个禁带到

第 4 个禁带之间的区域合并为一个禁带,从而大大地削弱了结构的传播能力.

(a) 酌 = 0. 1 (b) 酌 = 0. 3

(c) 酌 = 1. 0 (d) 酌 = 3. 0
图 7摇 传输系数随传播常数的变化关系(入射波强度 y0 = 1,

深色区域:通带;白色区域:禁带)

禁带的宽度取决于系数 酌 的大小,如图 7 所示,随着非线性强度 酌 的增大,传播禁带的

宽度逐渐增大,且原来的通带也随着 酌 的增大逐渐演化为禁带. 由此可推知,当非线性系数增

大到一定程度时,弹性波是无法在结构链中传播的. 通过观察图 7 亦可知,传播常数在 滋 =
N仔(N = 1,2,3,…) 等点附近取值时,整个结构链均处于传播通带,滋 = 0 除外,见图 6(d).

与上节相同,我们进一步分析了入射波强度对弹性波传播性能的影响. 由图 8 可知,传播

禁带的宽度随入射波强度的增大而增大,且存在一个临界值 ycri
0 , 当入射波强度超过这个临界

值时,相邻的传播通带合并入临近的禁带中,最后导致弹性波无法在整个结构链中传播[26] . 这
种临界值现象在线性结构中并不存在,是非线性结构特有的性质,在线性结构中总是存在传播

通带的,即使在一些特定情况下带宽会很小. 对于给定的传播常数 滋, 增大入射波强度会使原

来的传播通带转变为传播禁带,相反,减小入射波强度会使原来的传播禁带转变为传播通带.
即非线性周期结构中,入射波强度直接影响弹性波的传播性能.
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本节的研究与上节所得结果一致,故有效地证明了辛数学方法的有效性,即辛数学方法可

以准确地分析弹性波在非线性周期结构中的传播特性. 同时,辛数学方法充分利用结构的周期

性,采用子结构之间的传递矩阵求解其能带特性,结构链长度的增大不会增加计算量,故与迭

代方法相比,大大缩短了求解所需的时间,从而提高了计算效率.

(a) y0 = 1 (b) y0 = 3

(c) y0 = 5 (d) y0 = 8

图 8摇 传输系数随传播常数的变化关系(非线性强度 酌 = 0. 1,
深色区域:通带;白色区域:禁带)

5摇 结摇 摇 论

本文首次将辛数学方法应用到非线性周期结构弹性波的传播问题研究中,并对该方法的

有效性及优越性进行了验证. 质量鄄弹簧周期结构中的刚度非线性改变了整体结构的传播性

能. 首先,非线性系数的正负对弹性波传播性能影响很大;其次,随着入射波强度 y0 及非线

性强度 酌 的增大,结构的传播能力逐渐减弱,且当这两种强度高于某一临界值时,弹性波无

法在结构中传播. 这点与线性情况不同,在线性结构中总是存在传播通带的,即使带宽很小. 对
比线性结构与非线性结构的带隙特征,对于相同的传播常数 滋, 我们会发现非线性结构中的禁

带宽度会明显大于相应的线性结构,即弹性波的传播能力会明显减弱. 这种传播性能的变化对

工程实际应用具有一定的指导意义.
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Symplectic Analysis for Wave Propagation in
One鄄Dimensional Nonlinear Periodic Structures

HOU Xiu鄄hui1,摇 DENG Zi鄄chen1,2,摇 ZHOU Jia鄄xi3

(1. Department of Engineering Mechanics, Northwestern Polytechnical University,
Xi爷an 710072, P. R. China;

2. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, P. R. China;

3. College of Mechanical &Vehicle Engineering, Hunan University,
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Abstract: The wave propagation problem in nonlinear periodic mass鄄spring structure chain was
analyzed using the symplectic mathematical method. Firstly the energy method was applied to
construct the dynamical equation and then the nonlinear dynamical equation was linearized u鄄
sing the small parameter perturbation method. The eigen鄄solutions of the symplectic matrix
were applied to analyze the wave propagation problem in nonlinear periodic lattices. Nonlinear鄄
ity in the mass鄄spring chain, arising from the nonlinear spring stiffness effect, has profound
effects on the overall transmission of the chain. The wave propagation characteristics are not
only altered due to the nonlinearity but also related with the incident wave intensity, which is a
genuine nonlinear effect that is not present in the corresponding linear model. Numerical results
show how the increase of nonlinearity or incident wave amplitude leads to a closing of the
transmitting gaps. Comparison with the normal recursive approach demonstrates the effective鄄
ness and superiority of the symplectic method in wave propagation problem for nonlinear peri鄄
odic structures.

Key words: symplectic mathematical method; nonlinear periodic structure; elastic wave prop鄄
agation
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