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摘要:摇 针对纯位移平面弹性问题,构造了两个无闭锁非协调有限元,单元对于 Lam佴 常数 姿 一致

收敛,证明了能量模和 L2 模误差分别为 O(h2) 和 O(h3) . 最后给出了数值试验验证了理论分析的

正确性.
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引摇 摇 言

对于均匀介质、各向同性的平面弹性问题,当 Lam佴 常数 姿 寅 肄 时,即对于几乎不可压材

料,通常的低阶协调有限元格式的解往往不收敛于真解或达不到最优收敛,这就是所谓的 Loc鄄
king 现象[1-3] . 原因在于,离散散度空间的核太小,或标准有限元估计中的系数依赖于 Lam佴 常

数 姿,当 姿 寅 肄 时系数趋于肄 .
为了克服 Locking,已经提出了一些有效的有限元方法. 其中最直接的方法是采用高阶单

元[4],由此提出了 p鄄型和 hp鄄型方法(见文献[5鄄6]). 第 2 种方法是基于 Hellinger鄄Reissner 变分

原理的混合有限元方法[1鄄2,7] . 该方法通过选择合适的有限元空间,同时逼近应力和速度,得到

关于 姿 的一致收敛结果. 混合元的难点在于应力张量要求满足对称性,在文献[8鄄9]中已经提

出了一些解决方法.
第 3 种方法是非协调有限元法[10鄄13] . 不借助于混合元分析方法,采用非协调有限元方法,

可以保持标准的变分形式,并且最终求解的线性方程组是正定的,这给实际计算带来方便. 在
文献[10]中给出了 P1 非协调三角形元[14]对于纯位移平面弹性的逼近分析,并得到了能量模

误差的 O(h) 估计结果. 其他的非协调有限元分析见文献[13,15鄄16].
本文主要讨论纯位移平面弹性问题. 我们构造了一个非协调矩形元和一个三角形单元,证

明了这两个单元关于 姿有一致最优收敛阶. 由于单元形函数空间包含完整的二次多项式,且单

元在边上具有某种弱连续性,其能量模和 L2 模误差分别为O(h2) 和O(h3),比文献[10,15]中
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的结果高一阶. 最后给出了数值试验验证了理论分析的可靠性.
各向同性且均匀介质的纯位移平面弹性问题为

摇 摇 - 滋吟u - (滋 + 姿)grad(divu) = f, 在 赘 内,
u = 0, 在 鄣赘 上

{ .
(1)

相应的变分问题为

摇 摇 求 u 沂 V 使得

a(u,v) = ( f,v),摇 摇 坌v 沂 V{ ,
(2)

其中 V = (H1
0(赘)) 2, ( f,v) = 乙

赘
f·vdxdy,

摇 摇 a(u,v) = 乙
赘
[滋gradu:gradv + (滋 + 姿)(divu)(divv)]dxdy,

滋 沂 [滋1,滋2], 0 < 滋1 < 滋2, 姿 沂 (0,肄 ) 是 Lam佴 常数, 赘 奂 R2 为矩形区域. 因为双线性型

a(·,·) 是 V鄄椭圆的,所以问题(2)有唯一解[11] .
本文中,我们采用和文献[11]相同的记号. 为了简便,记 C 为广义的常数,不同地方可以

取不同的值. Pk(赘) 为赘上次数不超过 k的多项式空间,Qkj(赘) 表示赘上第 1、第 2 个分量分别

不超过 k 次和 j 次的多项式空间.

1摇 非协调矩形元

设 (孜,浊) 平面上的正方形参考元为 T,其顶点和边分别为 A1( - 1, - 1),A2(1, - 1),
A3(1,1),A4( - 1,1),e i = AiAi +1( i = 1,2,3,4,mod(4)) . 设

摇 摇 W1(T) = (Q32(T) {/ 孜浊2,孜2 }浊 ) {茌 浊 }3 ,
摇 摇 W2(T) = (Q23(T) {/ 浊3,孜浊 }2 ) {茌 孜 }3 .

定义有限元 (T,P,撞) 如下:
形函数空间为

摇 摇 P {= p:p 沂 W1(T) 伊 W2(T),divp 沂 P1(T }) . (3)
记 v = ( v1,v2) T, 自由度为

摇 摇 撞

{

=

1
| e i | 乙e iv jds,摇 摇 i = 1,2,3,4; j = 1,2;

1
| e i | 乙e iv j孜ds,摇 摇 i = 1,3; j = 1,2;

1
| e i | 乙e iv j浊ds,摇 摇 i = 2,4; j = 1,2;

1
| T | 乙T 孜divvd孜d浊,
1

| T | 乙T浊divvd孜d浊

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(4)

显然单元形函数空间 P 的维数和自由度个数都为 18. 经过简单计算可得,该有限元是适

定的,且 坌p = (p1,p2) T 沂 P 可以表示为

摇 摇 p = 移
4

i = 1

1
| e i | 乙e ip1dsq1,i + 移

4

i = 1

1
| e i | 乙e ip2dsq2,i +
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摇 摇 摇 摇 移
i = 1,3

1
| e i | 乙e ip1孜dsq1,i +4 + 移

i = 2,4

1
| e i | 乙e ip1浊dsq1,i +4 +

摇 摇 摇 摇 移
i = 1,3

1
| e i | 乙e ip2孜dsq2,i +4 + 移

i = 2,4

1
| e i | 乙e ip2浊dsq2,i +4 +

摇 摇 摇 摇 1
| T | 乙T 孜divpd孜d浊渍1 + 1

| T | 乙T浊divpd孜d浊渍2, (5)

其中

摇 摇 q1,1 (= - 1
4 + 3

4 浊 + 3
4 浊2 - 5

4 浊3, )0
T
,

摇 摇 q1,2 (= 3
4 + 13

16孜 - 3
4 浊2 + 5

24孜
3 - 25

16孜
3浊2, - 5

16浊 - 5
8 孜2浊 + 25

16孜
2浊 )3

T
,

摇 摇 q1,3 (= - 1
4 - 3

4 浊 + 3
4 浊2 + 5

4 浊3, )0
T
,

摇 摇 q1,4 (= 3
4 - 13

16孜 - 3
4 浊2 - 5

24孜
3 + 25

16孜
3浊2, 5

16浊 + 5
8 孜2浊 - 25

16孜
2浊 )3

T
,

摇 摇 q1,5 (= 15
16孜 - 15

4 孜浊 - 5
8 孜3 + 15

4 孜3浊 + 75
16孜

3浊2,

摇 摇 摇 摇 - 5
8 + 15

16浊 + 15
8 孜2 + 15

8 浊2 + 15
8 孜2浊 - 45

8 孜2浊2 - 75
16孜

2浊 )3
T
,

摇 摇 q1,6 (= 15
4 浊 - 9

4 孜浊 - 15
4 浊3 + 15

4 孜3浊, 3
8 + 9

8 孜2 + 9
8 浊2 - 45

8 孜2浊 )2
T
,

摇 摇 q1,7 (= 15
16孜 + 15

4 孜浊 - 5
8 孜3 - 15

4 孜3浊 + 75
16孜

3浊2,

摇 摇 摇 摇 5
8 + 15

16浊 - 15
8 孜2 - 15

8 浊2 + 15
8 孜2浊 + 45

8 孜2浊2 - 75
16孜

2浊 )3
T
,

摇 摇 q1,8 (= 15
4 浊 + 9

4 孜浊 - 15
4 浊3 - 15

4 孜3浊, - 3
8 - 9

8 孜2 - 9
8 浊2 + 45

8 孜2浊 )2
T
,

摇 摇 q2,1 (= 5
16孜 - 5

24孜
3 - 5

16孜
3浊2, 3

4 - 13
16浊 - 3

4 孜2 + 5
8 孜2浊 + 5

16孜
2浊 )3

T
,

摇 摇 q2,2 (= 0, - 1
4 - 3

4 孜 + 3
4 孜2 + 5

4 孜 )3
T
,

摇 摇 q2,3 (= - 5
16孜 + 5

24孜
3 + 5

16孜
3浊2, 3

4 + 13
16浊 - 3

4 孜2 - 5
8 孜2浊 - 5

16孜
2浊 )3

T
,

摇 摇 q2,4 (= 0, - 1
4 + 3

4 孜 + 3
4 孜2 - 5

4 孜 )3
T
,

摇 摇 q2,5 (= - 3
8 - 9

8 孜2 - 9
8 浊2 + 45

8 孜2浊2, 15
4 孜 + 9

4 孜浊 - 15
4 孜3 - 15

4 孜浊 )3
T
,

摇 摇 q2,6 (= 5
8 + 15

16孜 - 15
8 孜2 - 15

8 浊2 - 5
8 孜3 + 45

8 孜2浊2 - 15
16孜

3浊2,

摇 摇 摇 摇 - 15
16浊 + 15

4 孜浊 + 15
8 孜2浊 - 15

4 孜浊3 + 15
16孜

2浊 )3
T
,

摇 摇 q2,7 (= 3
8 + 9

8 孜2 + 9
8 浊2 - 45

8 孜2浊2, 15
4 孜 - 9

4 孜浊 - 15
4 孜3 + 15

4 孜浊 )3
T
,
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摇 摇 q2,8 (= - 5
8 + 15

16孜 + 15
8 孜2 + 15

8 浊2 - 5
8 孜3 - 45

8 孜2浊2 - 15
16孜

3浊2,

摇 摇 摇 摇 - 15
16浊 - 15

4 孜浊 + 15
8 孜2浊 + 15

4 孜浊3 + 15
16孜

2浊 )3
T
,

摇 摇 渍1 (= - 2 + 3
2 孜2 + 3

2 浊2, )0
T
, 渍2 (= 0, - 2 + 3

2 孜2 + 3
2 浊 )2

T
.

设 Th 为 赘 的拟一致矩形剖分,对任一矩形 T 沂 Th,其顶点和边分别记为 A1(x0 - h1,y0 -
h2),A2(x0 + h1,y0 - h2),A3(x0 + h1,y0 + h2),A4(x0 - h1,y0 + h2),ei = AiAi +1( i = 1,2,3,4) .
摇 摇 记 hT = max(h1,h2),h = maxT沂 Th

hT,则仿射变换 FT: T 寅 T 如下:

摇 摇 æ

è
ç

ö

ø
÷

x
y

= FT
孜æ

è
ç

ö

ø
÷

浊
= B 孜æ

è
ç

ö

ø
÷

浊
+

x0

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

,摇 摇 B =
h1 0
0 h

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

. (6)

在 Piola 变换下, 对任意 v 沂 T, v 沂 T 定义如下:
摇 摇 v = Bv = (h1 v1 莓 F -1

T , h2 v2 莓 F -1
T ) T . (7)

那么一般单元 T 上的形函数空间定义为

摇 摇 P(T) {= p: p = Bp莓 F -1
T , p 沂 P } . (8)

设装和装T 分别为定义在 P和 P(T) 上的有限元插值算子,由变换(7) 知,divv = divv 莓F -1
T ,坌v

沂 (H1(T)) 2 . 则有限元是仿射等价的,即
摇 摇 装Tv = B -1装Tv 莓 F -1

T = 装v, (9)
并且算子 装T 满足如下性质:

摇 摇 1
| e | 乙e pvds = 1

| e | 乙e p装Tvds,摇 摇 p 沂 P1(e), e 是 T 的边; (10)

摇 摇 1
| T | 乙T pdivvdxdy = 1

| T | 乙T pdiv装Tvdxdy,摇 摇 p 沂 P1(T) . (11)

设 装h 为整体有限元插值算子,则定义非协调有限元空间为

摇 摇 Vh {= vh:vh | T 沂 P(T),乙
e
vh·qds = 0, q 沂 (P1(e)) 2, e 奂 鄣 }赘 , (12)

这里 P(T) 由式(8) 给出. 显然, 对于任意 vh 沂 Vh 有乙
e
[vh·q]ds = 0,坌q沂(P1(e)) 2,其中[v]

表示 v 跨过边 e 的跳跃值.

2摇 非协调三角形元

本节中,我们给出一个 14 自由度的无闭锁三角形单元.
设平面 (孜,浊) 上的三角形参考单元为 T, 其顶点和边分别为 A1(0,0),A2(1,0),A3(0,1),

e i = Ai +1Ai +2( i = 1,2,3,mod(3)) . 在 T 上定义有限元(T,P,撞) 如下:
自由度为

摇 摇 撞 {= 1
| e i | 乙e ivpds, 坌p 沂 P1( e i),

1
| T | 乙T qdivvd孜d浊, 坌q 沂 P1(T }) ; (13)

形函数空间为

摇 摇 P {= v:v 沂 (P3(T)) 2, divv 沂 P1(T), rotv 沂 P1(T }) . (14)
经过简单计算,容易推导出上述有限元是适定的.

7541杨摇 永摇 琴摇 摇 摇 肖摇 留摇 超摇 摇 摇 陈摇 绍摇 春



注 1摇 针对自由度式(13), 我们可以选取不同的形函数空间. 显然式(13)中有 14 个自由度,而式(14)中
dim(P3(T)) 2 = 20. 因此,为了使形函数空间的维数与自由度个数相等,必须添加 6 个约束条件. 由后面的误

差估计知,条件 divv沂P1(T) 是必需的,它保证了有限元插值算子和散度算子之间有某种可交换性,进而保证

有限元是无闭锁的. 而条件 rotv沂 P1(T) 不是必要的,我们也可以选取其他约束条件,但必须保证有限元 撞是

P 唯一可解的.

设 Th 为多边形区域 赘 的拟一致三角形剖分,对任一 T 沂 Th, 其顶点和边分别为 Ai(xi,
yi),ei = Ai +1Ai +2( i = 1,2,3,mod(3)) . 记 hT = max1臆i臆3 | ei | , h = maxT沂Th

hT .

仿射变换 FT:T 寅 T 定义如下:

摇 摇 æ

è
ç

ö

ø
÷

x
y

= B 孜æ

è
ç

ö

ø
÷

浊
+

x1

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

,摇 摇 B =
驻 b11 b12

b21 b
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

=
x2 - x1 x3 - x1

y2 - y1 y3 - y
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

. (15)

对 T 上任意的向量函数 v 采用 Piola 变换,则 v 在 T 上的对应向量为

摇 摇 v = Bv = ((b11 v1 + b12 v2) 莓 F -1
T , (b21 v1 + b22 v2) 莓 F -1

T ) T . (16)
一般单元 T 上的形函数空间定义为

摇 摇 P(T) {= v: v = Bv 莓 F -1
T , 坌v 沂 P } . (17)

设 装 和 装T 分别为 P 和 P(T) 上的插值算子,同样地该单元是仿射等价的,即
摇 摇 装Tv = B -1装Tv 莓 F -1

T = 装v,
并且满足类似于式(10)和(11)的性质.

对任意 v 沂 (H1(赘)) 2,令 装hv | T = 装Tv . 定义有限元空间 Vh 如下:

摇 摇 Vh {= vh: vh | T 沂 P(T),乙
e
vh·qds = 0, q 沂 (P1(e)) 2, e 奂 鄣 }赘 , (18)

其中 P(T) 由式(17)确定. 与第 1 节中矩形元的性质类似,

摇 摇 乙
e
[vh·q]ds = 0,摇 摇 坌vh 沂 Vh, q 沂 (P1(e)) 2 .

该性质保证了相容误差项有二阶收敛结果.

3摇 误 差 分 析

令

摇 摇 ah(uh,vh) = 移
T
乙
T
[滋graduh:gradvh + (滋 + 姿)(divuh)(divvh)]dxdy

为空间 Vh 上的双线性形,则问题(2)的逼近形式为

摇 摇
求 uh 沂 Vh 满足

ah(uh,vh) = ( f,vh),摇 摇 坌vh 沂 Vh
{ ,

(19)

显然, 椰vh椰h = ah(vh,vh) 1 / 2 是 Vh 上的模,因此, 逼近问题(19)有唯一解[11] .
由于算子 装 对空间(P2(T)) 2 中的多项式精确成立,可以得到下面的插值误差估计.
引理 1摇 存在与 hT 和 T 无关的正常数 C 使得

摇 摇 椰v - 装Tv椰0,T + hT | v - 装Tv | 1,T 臆 Ch3
T | v | 3,T,摇 摇 坌v 沂 (H3(T)) 2 . (20)

令 酌 T 表示 L2(T) 到 P1(T) 上的 L2 投影算子,根据式(10)和(11)、插值理论和仿射等价技

巧[17],我们有如下结果.
引理 2摇 存在与 hT 和 T 无关的正常数 C 使得
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摇 摇 div装Tv = 酌 Tdivv,摇 摇 坌v 沂 (H1(T)) 2, 坌T 沂 Th, (21)
摇 摇 椰w - 酌 Tw椰L2(T) 臆 ChT

2 | w | 2,T,摇 摇 坌w 沂 H2(T), 坌T 沂 Th . (22)
定理 1摇 设 u 沂 (H3(赘) 疑 H1

0(赘)) 2 和 uh 沂 Vh 分别为问题(2) 和(19) 的解, 则存在与

h 无关的正常数 C 使得

摇 摇 椰u - uh椰h 臆 Ch2( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘) . (23)
证明摇 由第二 Strang 引理[17],我们有

摇 摇 椰u - uh椰h 臆 {C inf
vh沂Vh

椰u - vh椰h + sup
0屹wh沂Vh

| ah(u,wh) - ( f,wh) |
椰wh椰

}
h

. (24)

利用引理 1 和 2,可得到逼近误差估计结果:
摇 摇 inf

vh沂Vh
椰u - vh椰h 臆 椰u - 装hu椰h =

(摇 摇 摇 摇 滋移
T

| u - 装Tu | 2
1,T + (滋 + 姿)移

T
椰divu - div装Tu椰2

0, )T

1 / 2
臆

(摇 摇 摇 摇 Ch4移
T

| u | 2
3,T + (滋 + 姿)移

T
椰divu - 酌 Tdivu椰2

0, )T

1 / 2
臆

摇 摇 摇 摇 Ch2( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘) . (25)
下面给出相容误差估计. 由 Green 公式有

摇 摇 Eh(u,wh) = ah(u,wh) - ( f,wh) =

摇 摇 摇 摇 滋移
T
乙
鄣T
鄣淄u·whds + (滋 + 姿)移

T
乙
鄣T
wh·淄divuds, (26)

其中 淄 是边 鄣T 的单位外法向向量.
令

摇 摇 Pe
0(w) = 1

| e | 乙ewds .
对区域 赘的矩形(三角形) 剖分Th,设 Ih(w) 为w沂H2(赘) 定义在单元上的分片双线性(线性)
插值,显然 Ih(w) 沂 C0(赘) . 记 U = 鄣淄u . 由式(10)、迹定理和插值理论[17]有

摇 摇 移
T
乙
鄣T
鄣淄u·vds =

摇 摇 摇 摇 移
T
移
e奂鄣T
乙
e
(U - Ih(U))·(wh - Pe

0(wh))ds 臆

摇 摇 摇 摇 C移
T
移
e奂鄣T

hT椰BU - I h(BU)椰0, e 椰Bwh - Pe
0(Bwh)椰0, e 臆

摇 摇 摇 摇 C移
T
hT椰BU - I h(BU)椰1,T椰Bwh - Pe

0(Bwh)椰1,T 臆

摇 摇 摇 摇 C移
T
hT | BU | 2,T | Bwh | 1,T 臆 Ch2移

T
| U | 2,T | wh | 1,T 臆

摇 摇 摇 摇 Ch2 | u | 3,赘椰wh椰h, (27)
类似地

摇 摇 移
T
乙
鄣T
wh·淄divuds =

摇 摇 摇 摇 移
T
移
e奂鄣T
乙
e
(divu - Ih(divu))(wh - Pe

0(wh))·淄ds 臆

摇 摇 摇 摇 Ch2 | divu | 2,赘椰wh椰h . (28)
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将式(27)和(28)代入式(26)得到

摇 摇 | Eh(u,wh) | 臆 Ch2( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘)椰wh椰h . (29)
组合式(24)、(25)和(29)即得定理结论.

下面, 根据对偶技巧[17],我们给出 L2 模误差估计.
引理3摇 设 u沂(H3(T)) 2,v沂(H1(T)) 2,T沂Th,e奂鄣T,则存在与 hT 无关的正常数C 使

得

摇 摇 乙
e
v·(u - 装Tu)ds 臆 Ch3

T | v | 1,T | u | 3,T, (30)

摇 摇 乙
e
v·(u - 装Tu)ds 臆 Ch3

T | v | 2,T | u | 2,T . (31)

证明摇 设 e 奂 鄣T,e = FT( e),B 是从 T 到 T 变换矩阵. 定义

摇 摇 b(v,u) = 乙
e
Bv·B(u - 装u)ds .

由迹定理和插值定理[17],我们有

摇 摇 | b(v,u) | 臆 C椰B椰2椰v椰1,T椰u - 装u椰1,T 臆 C椰B椰2椰v椰1,T椰u椰2,T ,
即, b(·,·) 是(H1(T)) 2 伊 (H3(T)) 2 上的有界双线性型,并且 椰b椰 臆 C椰B椰2 . 根据插值算

子 装 的定义有

摇 摇 b(p,u) = 0,摇 摇 坌p 沂 (P1(T)) 2, u 沂 (H3(T)) 2 .
因为 装 对空间(P2(T)) 2 精确成立,可得

摇 摇 b(v,q) = 0,摇 摇 坌v 沂 (H1(T)) 2, q 沂 (P2(T)) 2 .
由双线性引理[17],我们有

摇 摇 | b(v,u) | 臆 C椰b椰 | v | 1,T | u | 3,T 臆 C椰B椰2 | v | 1,T | u | 3,T , (32)
摇 摇 | b(v,u) | 臆 C椰b椰 | v | 2,T | u | 2,T 臆 C椰B椰2 | v | 2,T | u | 2,T . (33)

利用式(32)、仿射变换技巧和剖分正则性可得

摇 摇 乙
e
v·(u - 装Tu)ds = | e |

| e | | b(v,u) | 臆

摇 摇 摇 摇 ChT椰B椰2 | v | 1,T | u | 3,T 臆 Ch3
T | v | 1,T | u | 3,T .

利用式(33),式(31)同样可证.

注 2摇 根据变分问题(2)的正则性结果(见文献[10])
摇 摇 椰u椰2,赘 + 姿椰divu椰1,赘 臆 C 椰f椰0,赘, (34)

采用和定理 1 相似的证明过程,可以得到:存在与 h 和 姿 无关的正常数 C 使得

摇 摇 椰u - uh椰h 臆 Ch, 椰u - 装hu椰h 臆 Ch . (35)

定理 2摇 设 u沂(H3(赘) 疑H1
0(赘)) 2 和 uh 沂 Vh 分别为问题(2) 和式(19) 的解,则存在与

h 和 姿 无关的正常数 C 使得

摇 摇 椰u - uh椰0,赘 臆 Ch3( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘) . (36)
证明摇 根据模的定义有

摇 摇 椰u - uh椰0,赘 = sup
0屹w沂(L2(赘))

(
2

乙
赘
(u - uh)·wdx 椰w椰0, )赘 . (37)

对 w 沂 (L2(赘)) 2, 设 灼 沂 (H2(赘) 疑 H1
0(赘)) 2 是下列方程的解:
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摇 摇 - 滋吟灼 - (滋 + 姿)grad(div灼) = w, 在 赘 内,
灼 = 0, 在 鄣赘 上

{ .
(38)

则 灼 满足如下变分方程:

摇 摇 a(灼,v) = 乙
赘
w·vdxdy,摇 摇 坌v 沂 V . (39)

假设 灼h 沂 Vh 是下面离散方程的解:

摇 摇 ah(灼h,v) = 乙
赘
w·vdxdy,摇 摇 坌v 沂 Vh . (40)

由式(34)和(35), 存在与 h 和 姿 无关的正常数 C 使得

摇 摇 椰灼椰2,赘 + 姿椰div灼椰1,赘 臆 C椰w椰0,赘, (41)
摇 摇 椰灼 - 灼h椰h 臆 Ch椰w椰0,赘, 椰灼 - 装h灼椰h 臆 Ch椰w椰0,赘 . (42)

利用式(39)和(40),我们有

摇 摇 乙
赘
(u - uh)·wdx =

摇 摇 摇 摇 | ah(灼 - 灼h,u - 装hu) + ah(灼 - 灼h,装hu) +
摇 摇 摇 摇 ah(灼h - 装h灼,u - uh) + ah(装h灼,u - uh) | 臆
摇 摇 摇 摇 椰灼 - 灼h椰h椰u - 装hu椰h + 椰灼h - 装h灼椰h椰u - uh椰h +
摇 摇 摇 摇 | ah(灼 - 灼h,装hu) | + | ah(装h灼,u - uh) | . (43)

根据式(25)和(42),可得

摇 摇 椰灼 - 灼h椰h椰u - 装hu椰h 臆 Ch3( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘)椰w椰0,赘, (44)
摇 摇 椰灼h - 装h灼椰h椰u - uh椰h 臆
摇 摇 摇 摇 (椰灼h - 灼椰h + 椰灼 - 装h灼椰h)椰u - uh椰h 臆

摇 摇 摇 摇 Ch3( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘)椰w椰0,赘 . (45)
对于式(43)的最后两项,运用引理 3 和式(41)有

摇 摇 | ah(灼 - 灼h,装hu) | = ah(灼,装hu) - 乙
赘
w·装hudx 臆

摇 摇 摇 摇 滋 移
T沂Th
乙
鄣T
(grad灼)淄·装huds + (滋 + 姿) 移

T沂Th
乙
鄣T
(div灼)淄·装huds =

摇 摇 摇 摇 滋 移
T沂Th
乙
鄣T
(grad灼)淄·(装hu - u)ds +

摇 摇 摇 摇 (滋 + 姿) 移
T沂Th
乙
鄣T
(div灼)淄·(装hu - u)ds 臆

摇 摇 摇 摇 C滋h3椰灼椰2,赘 | u | 3,赘 + C(滋 + 姿)h3椰div灼椰1,赘 | u | 3,赘 臆

摇 摇 摇 摇 Ch3 | u | 3,赘椰w椰0,赘 . (46)
类似地

摇 摇 | ah(装h灼,u - uh) | 臆 Ch3( | u | 3,赘 + 姿 | divu | 2,赘)椰w椰0,赘 . (47)
将式(43) ~ (47)代入式(37),定理可证.

注 3摇 本文中提出的单元满足离散的第二 Korn 不等式,因此还可以用于求解纯应力弹性问题,详见文献

[18].
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4摇 数 值 试 验

本节中,为了验证单元的无闭锁性和较高的收敛性,我们给出了文中构造的两个单元的

L2 模和能量模误差数值试验结果,并给出了著名的 C鄄R 元[14]的数值结果. 考虑纯位移平面弹

性问题如下:
令 赘 = [0,1] 2, 滋 = 1, f = ( f1,f2) T, 其中

摇 摇 f1 = 仔2 4sin2仔y( - 1 + 2cos2仔x) - cos仔(x + y) + 2
1 + 姿 sin仔xsin仔[ ]y ,

摇 摇 f2 = 仔2 - 4sin2仔x( - 1 + cos2仔y) - cos仔(x + y) + 2
1 + 姿 sin仔xsin仔[ ]y .

可得方程(1)的真解为

摇 摇 u = (u1,u2) T,

摇 摇 u1 = sin2仔y( - 1 + cos2仔x) + 1
1 + 姿 sin仔xsin仔y,

摇 摇 u2 = - sin2仔x( - 1 + cos2仔y) + 1
1 + 姿 sin仔xsin仔y .

将区域 赘 分为 n 伊 n 个正方形, 边长 h = 1 / n . 将每个正方形对分成两个三角形即得三角形剖

分. 下面我们分别给出各个单元的 L2 模和能量模误差结果,其中 琢 表示平均收敛阶.
表 1 18 自由度矩形元误差 椰u - uh椰0,赘

姿 h = 0. 125 h = 0. 062 5 h = 0. 031 25 h = 0. 015 625 琢

1E0 6. 142 651E-3 6. 186 388E-4 6. 985 179E-5 8. 333 317E-6 3. 175 3

1E4 6. 357 675E-3 6. 252 127E-4 6. 999 614E-5 8. 328 410E-6 3. 192 1

1E8 6. 357 833E-3 6. 252 387E-4 7. 003 371E-5 9. 280 637E-6 3. 140 0

摇 摇 表 2 18 自由度矩形元误差 椰u - uh椰h

姿 h = 0. 125 h = 0. 062 5 h = 0. 031 25 h = 0. 015 625 琢

1E0 3. 820 934E-1 8. 577 144E-2 1. 956 642E-2 4. 642 017E-3 2. 121 0

1E4 3. 880 816E-1 8. 588 486E-2 1. 950 425E-2 4. 620 000E-3 2. 123 3

1E8 3. 880 838E-1 8. 588 496E-2 1. 950 425E-2 4. 620 084E-3 2. 123 3

摇 摇 表 3 14 自由度三角形元误差 椰u - uh椰0,赘

姿 h = 0. 125 h = 0. 062 5 h = 0. 031 25 h = 0. 015 625 琢

1E0 3. 339 147E-3 4. 268 650E-4 5. 400 170E-5 6. 785 872E-6 2. 980 9

1E4 3. 304 267E-3 4. 217 711E-4 5. 330 773E-5 6. 705 549E-6 2. 981 6

1E8 3. 304 848E-3 4. 249 263E-4 5. 332 385E-5 6. 693 218E-6 2. 965 7

摇 摇 表 4 14 自由度三角形元误差 椰u - uh椰h

姿 h = 0. 125 h = 0. 062 5 h = 0. 031 25 h = 0. 015 625 琢

1E0 2. 571 391E-1 6. 523 671E-2 1. 638 598E-2 4. 102 980E-3 1. 989 9

1E4 2. 568 818E-1 6. 516 434E-2 1. 638 266E-2 4. 096 744E-3 1. 990 2

1E8 2. 568 629E-1 6. 514 451E-2 1. 644 392E-2 4. 080 437E-3 1. 992 0
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摇 摇 表 5 C鄄R元误差 椰u - uh椰0,赘

姿 h = 0. 125 h = 0. 062 5 h = 0. 031 25 h = 0. 015 625 琢

1E0 6. 950 815E-2 1. 790 365E-2 4. 516 291E-3 1. 131 893E-3 1. 980 1

1E4 7. 031 642E-2 1. 837 091E-2 4. 656 548E-3 1. 168 997E-3 1. 970 2

1E8 7. 053 239E-2 1. 837 119E-2 4. 656 432E-3 1. 168 650E-3 1. 971 8

摇 摇 表 6 C鄄R元误差 椰u - uh椰h

姿 h = 0. 125 h = 0. 062 5 h = 0. 031 25 h = 0. 015 625 琢

1E0 2. 382 238E-0 1. 207 121E-0 6. 057 565E-1 3. 031 701E-1 0. 991 4

1E4 2. 361 003E-0 1. 197 003E-0 6. 008 141E-1 3. 007 209E-1 0. 991 0

1E8 2. 361 002E-0 1. 197 003E-0 6. 008 137E-1 3. 007 206E-1 0. 991 0

图 1摇 椰u - uh椰0,赘 图 2摇 椰u - uh椰h

摇 摇 从表 1 ~ 6 中数据可以看出本文中构造的两个单元的 L2 模和能量模的收敛阶分别为 3 和

2,并且关于 姿 是一致收敛的. 显然,它们比 C鄄R 元的收敛阶都高. 图 1、2 也表明我们所构造的

单元比 C鄄R 元具有更好的逼近效果.
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Nonconforming Finite Elements for the
Equation of Planar Elasticity

YANG Yong鄄qin1,摇 XIAO Liu鄄chao2,摇 CHEN Shao鄄chun1

(1. Department of Mathematics, Zhengzhou University, Zhengzhou 450001, P. R. China;
2. College of Science, Henan University of Technology, Zhengzhou 450001, P. R. China)

Abstract: Two new locking鄄free nonconforming finite elements for the pure displacement pla鄄
nar elasticity problem were presented. Convergence rates of the elements were uniformly opti鄄
mal with respect to 姿. The energy norm and L2 norm errors were proved to be O(h2) and
O(h3), respectively. Lastly, numerical tests are carried out, which coincide with the theoreti鄄
cal analysis.

Key words: planar elasticity; locking鄄free; nonconforming finite element
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