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摘要:摇 以混合物理论为基础研究了非饱和土的热鄄水鄄力多场耦合问题. 将非饱和土视为由土骨

架、液态水、水蒸气、干燥气体及溶解气体共 5 种组分构成的混合物,在组分的质量、动量守恒方程

及整体能量守恒方程的基础上,引入了 37 个补充方程以形成封闭方程组. 其中,利用水与水蒸气

的化学势改变量相同,推导了在气压力变化条件下水与水蒸气相变平衡所满足的限制方程. 最终

控制方程以增量形式给出,6 个方程求解 6 个未知量(3 个土骨架位移、水压力、气压力及温度),充
分反映了热膨胀、热渗流、水的相变、气体溶解及土骨架变形等多种现象的耦合过程.
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引摇 摇 言

非饱和土是一种含固、液、气三相的多孔多组分介质. 在核废料深地质处置、地热存储与利

用等实际工程中,非饱和土将经受高温的考验[1鄄3] . 在非饱和土中,热过程与水(气)流动过程、
力学过程之间存在复杂的交叉影响作用. 为评价核废料处置库的安全性及地热利用的效率,有
必要建立非饱和土的热鄄水鄄力多场耦合模型. 近些年,这一领域得到了国内外学者越来越多的

关注.
由于气体的热膨胀,在非等温状态下气压力会发生改变. 气压力的变化会影响水蒸气的迁

移、土对水的吸持等多种物理过程[4鄄5] . 但为了简化问题,已有的非饱和热鄄水鄄力多场耦合模型

大多假设气压力始终保持不变[6鄄11] . 尽管在少数非饱和热鄄水鄄力多场耦合模型中考虑了气压力

的变化与气体的运动[12鄄20],但是对气压力变化及其对其它物理过程的影响的认识尚不全面.
土中水蒸气与液态水之间的相变是非等温条件下的一个重要物理过程[6],以往均是利用 Kel鄄
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vin 方程描述水蒸气与水之间的相变平衡关系[6鄄20] . 但是 Kelvin 方程仅适用于气压力不变的情

况[21] . 在过去的非饱和土热鄄水鄄力耦合分析中,尚未考虑气压力变化对水蒸气与水之间的相变

的影响. 另外,已有研究表明,非饱和土的饱和度是吸力、应力、温度的函数[22],而现有的非饱

和热鄄水鄄力耦合模型却很少考虑温度和应力对饱和度的影响.
基于混合物理论,陈正汉等人建立了一个用于分析非饱和土固结问题的水鄄力多场耦合模

型[23],并相继将非线性、弹塑性及弹塑性损伤本构模型融入到该水鄄力耦合模型[24鄄25] . 本文是

上述研究工作[23鄄25]在非等温条件下的拓展. 本文将非饱和土视为由土骨架、液态水、水蒸气、
干燥气体及溶解气体共 5 种组分构成的混合物,在组分的质量守恒方程、动量守恒方程及整体

能量守恒方程的基础上,再引入相变平衡条件、密度、内能、热流密度、内热源、扩散阻力、变形

及饱和度本构方程等 37 个方程以建立封闭方程组. 最终控制方程以增量形式给出,以土骨架

位移、孔隙水压力、孔隙气压力及温度为独立变量. 本文将重点考虑气压力变化对土中水与水

蒸气之间的相变平衡的影响以及温度与应力对土鄄水特征曲线的影响等.

1摇 基 本 假 设

本文将非饱和土视为由土骨架、液态水、水蒸气、干燥气体及溶于水的干燥气体共 5 种组

分构成的三相多孔介质. 液态水与溶解气体组成土中的液相,水蒸气与干燥气体组成土中的气

相. 液态水与水蒸气之间、干燥气体与溶解气体之间均存在相互转化.
为简化问题,特作如下基本假设:淤 满足热力学局部平衡; 于 土颗粒、孔隙水不可压缩;

盂 孔隙水视为理想流体,孔隙气体视为理想气体,且水、气各自连通、流动缓慢; 榆 土体各向

同性,小位移; 虞 土颗粒的矿物成分不发生改变,不考虑孔隙水中的溶质存在.
按土力学中的习惯,文中应力、应变均以压为正.

2摇 场 方 程

2. 1摇 质量守恒方程

根据混合物理论[26鄄27],土骨架、液态水、水蒸气、干燥气体及溶解气体的质量守恒方程可

分别表示为

摇 摇

鄣
鄣t(准s 籽s) + Ñ·(准s 籽svs) = 0, 鄣

鄣t(准w 籽w) + Ñ·(准w 籽wvw) = cw,

鄣
鄣t(准v 籽 v) + Ñ·(准v 籽 vvv) = cv,

鄣
鄣t(准a 籽 a) + Ñ·(准a 籽 ava) = ca,

鄣
鄣t(准aw 籽 aw) + Ñ·(准aw 籽 awvaw) = caw

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

(1)

其中, 准i, 籽 i, vi 分别表示组分 i 的体积分数、真密度、速度,c i 代表组分 i 的质量改变率,下标 i
取 s,w,v,a,aw,分别代表土骨架、液态水、水蒸气、干燥气体、溶解气体. 各组分的体积分数可

分别表示为

摇 摇 准s = 1 - n, 准w = ns, 准v = 准a = 准g = n(1 - s), 准aw = Hns, (2)
其中, n、s分别为土的孔隙率与饱和度,H为气体在水中的体积可溶性系数,下标 g 代表土中的

气相,包括干燥气体与水蒸气.
2. 2摇 动量守恒方程

本文将非饱和土视为 5 种组分构成的混合物,故只能给出 5 个相互独立的动量守恒方程,
选用混合物整体、液态水、水蒸气、气相及溶解气体的动量守恒方程,可分别表达为
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摇 摇
Ñ·滓 = 籽b, Ñ(准wPw) = 准w 籽wb + pw, Ñ(准vPv) = 准v 籽 vb + pv,

Ñ(准gPg) = 准g 籽 gb + pg, Ñ(准awPaw) = 准aw 籽 awb + paw
{

,
(3)

其中,滓为土的总应力张量,b为单位质量体力(本文中即为重力加速度),P i 代表流体组分 i的
压力(相对压力),pi 为组分 i 流动时所受的扩散阻力. 式(3)中忽略了惯性力作用.
2. 3摇 能量守恒方程

根据基本假设淤,可认为土中各组分的温度是相同的. 此时,只存在 1 个独立的能量守恒

方程,本文选用整体能量守恒方程如下:

摇 摇 鄣
鄣 [t 移

5

i
(准i籽 iui ]) =

摇 摇 摇 摇 - Ñ·q - Ñ [· 移
5

i
(准i籽 iuivi ]) + 移

5

i
(滓i:Di - Wi·Ñ·滓i) + Q, (4)

其中, ui 为组分 i 的内能密度,滓i 为组分 i 的应力张量,对于流体组分,滓i = P iI,I 为度量张量,
Di 为组分 i的应变率张量,Wi 为组分 i相对于整体的扩散速度,q为整体的热流密度矢量,Q 代

表分布内热源(如反应热等)对整体的热量供给量. 考虑到在实际岩土工程中应力做功与扩散

阻力做功产生的热效应是微乎其微的,在下文中将忽略式(4)中的

摇 摇 移
5

i
(滓i:Di - Wi·Ñ·滓i) .

另外,在推导过程中还需使用如下基本关系式:

摇 摇

籽 = 移准i 籽 i, 籽v = 移准i 籽 ivi, Wi = vi - v,

滓 = 移准i滓i, vi =
D
DtXi, 着 i = -

1
2 [ÑXi + (ÑXi) T],

Di =
D
Dt着 i

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(5)

其中, 籽 与 v 分别为混合物整体的密度与速度,Xi 与 着 i 分别为组分 i 的位移与应变张量,
D / (Dt) 表示物质导数,(ÑXi) T 为ÑXi 的转置张量.

考虑到式(2)、(5),在场方程(1)、(3)、(4)中,存在 籽 s, 籽w, 籽 v, 籽 a, 籽 aw,Xs,vw,vv,vg,vaw,
滓,Pw,Pv,Pg,Paw,us,uw,uv,ua,uaw,cw,cv,ca,caw,pg,pw,pv,paw,q,Q,n,s,T 共 58 个未知量,而
场方程只有 21 个,故还需 37 个补充方程.

3摇 热力学平衡限制条件与本构方程

3. 1摇 热力学平衡限制条件

液态水与水蒸气之间的转化、干燥气体与溶解气体之间的转化显然应满足质量守恒,故
摇 摇 cw + cv = 0, ca + caw = 0. (6)
考虑到基本假设淤,液态水与水蒸气之间的转化、干燥气体与溶解气体之间的转化还应满

足热动平衡条件[28],即
摇 摇 滋w = 滋 v, 滋 a = 滋 aw, (7)

其中, 滋w,滋 v,滋 a,滋 aw 分别为液态水、水蒸气、干燥气体及溶解气体的化学势.
根据基本假设盂,干燥气体视作理想气体. 对于理想气体,其状态可由两个独立的热力学

参量完全确定. 溶解部分与未溶部分干燥气体的温度是相同的,式(7)又限定两部分的化学势

相等,意味着两部分的其它热力学参量亦相等,故
摇 摇 籽 a = 籽 aw, Pa = Paw . (8)
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考察液态水与水蒸气组成的系统的两个不同平衡状态,分别用 A,B标识,且认为状态B代

表孔隙水与水蒸气共存的土中实际状态,状态 A 代表同温度、1 个标准大气压下自由水面及其

上方水蒸气构成的系统. 状态 A,B中液态水的化学势之差就是通常所说的状态B的土水势渍 .
由于假定状态 A,B 均已处于平衡,两个状态均应满足式(7),故

摇 摇 渍 = 滋B
w - 滋 A

w = 滋B
v - 滋 A

v , (9)
其中, 滋 A

w 与 滋 A
v 分别为状态 A 下液体水与水蒸气的化学势,滋B

w 与 滋B
v 分别为状态 B 下液体水与

水蒸气的化学势. 水蒸气(视为理想气体)的化学势改变量可表达为

摇 摇 滋B
v - 滋 A

v = 乙B
A

RT
pv

dpv, (10)

上式中, R为通用气体常数,T为绝对温度,pv 为水蒸气的绝对压力,即 pv = Pv + patm,patm 为 1 个

标准大气压.
前文所提土水势 渍是针对单位摩尔水而言,可变换为单位体积的土水势 灼,再利用式(9)、

(10),可得

摇 摇 灼 =
籽w

Mw
渍 =

RT籽w

Mw
ln pB

v

pA
æ

è
ç

ö

ø
÷

v

=
RT籽w

Mw
ln pv

p
æ
è
ç

ö
ø
÷

vs

, (11)

上式中, Mw 为水分子的克分子量,pB
v 为状态 B 下的水蒸气压力(即土中的水蒸气压力 pv),pA

v

为状态 A 下的水蒸气压力(即 1 个标准大气压、与土相同温度下自由纯水的蒸气压 pvs) .
在等温条件下,土水势可分为 4 个分量[29]:溶质势 灼仔、重力势 灼 g、基质势 灼 s 及压力势 灼 p .

溶质势代表水中溶质对土水势的贡献,根据基本假设虞,可不考虑溶质势 灼仔 的作用. 重力势代

表高差引起的土水势变化,本文中暂不考虑. 基质势 灼 s、压力势 灼 p 可分别表达为

摇 摇 灼 p = Pg, 灼 s = - 鬃 s = - (Pg - Pw), (12)
其中, Pg,Pw 分别为孔隙水、气压力,鬃 s 为基质吸力. 利用式(11)、(12),有

摇 摇 Pw =
RT籽w

Mw
ln pv

p
æ
è
ç

ö
ø
÷

vs

, (13)

上式即为根据水与水蒸气相变热动平衡条件得出的孔隙水压力 Pw 与孔隙水蒸气压力 pv 之间

的关系式. 若土中气压力 Pg 始终保持为 1 个标准大气压(即 灼 p = 0), 则式(13)可表达为

摇 摇 鬃 s = -
RT籽w

Mw
ln pv

p
æ
è
ç

ö
ø
÷

vs

, (14)

上式即为通常所说的 Kelvin 公式,是气压力不变条件下式(13)的特例.
1 个标准大气压下自由水面上方的饱和水蒸气压力 pvs 只是温度的函数,在 20 ~ 100 益的

范围内,存在如下经验拟合公式[30](单位:kPa):
摇 摇 pvs = 1. 974 5 伊 10 -4(T - 273. 16) 3 - 0. 015 8(T - 273. 16) 2 +
摇 摇 摇 摇 0. 686 5(T - 273. 16) - 7. 209 8. (15)

3. 2摇 密度本构方程

对于土颗粒,认为其密度 籽 s 只是温度 T的函数. 通常已知参考温度 T0 下的密度 籽 s0 与土颗

粒的热膨胀系数 琢 s,并考虑到土颗粒的热膨胀系数 琢 s 通常很小,有

摇 摇 籽 s(T) =
籽 s0

1 + 琢 s(T - T0)
抑 籽 s0 + 琢 sT籽 s0(T - T0), (16)

其中, 琢 sT = - 琢 s . 对于孔隙液态水的密度 籽w, 进行类似的讨论,可得

摇 摇 籽w(T) =
籽w0

1 + 琢w(T - T0)
抑 籽w0 + 琢wT 籽w0(T - T0), (17)
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其中, 籽w0 为参考温度 T0 下水的密度,琢w 为水的热膨胀系数,琢wT = - 琢w .
由基本假设盂,水蒸气应满足理想气体状态方程,并引入式(13),可得

摇 摇 籽 v =
pvsMw

RT exp PwMw

RT籽
æ
è
ç

ö
ø
÷

w

. (18)

对于干燥气体,同样应适用理想气体状态方程,并利用 Dalton 分压定律(即 pa = pg - pv) 及

式(13),可得

摇 摇 籽 a =
(Pg + patm)Ma

RT -
pvsMa

RT exp PwMw

RT籽
æ
è
ç

ö
ø
÷

w

, (19)

其中, Ma 为干燥气体的克分子量.
3. 3摇 内能本构方程

若取参考温度 T0 下的内能为 0,则土颗粒、水、水蒸气、干燥气体及溶解气体的内能密度可

分别表达为

摇 摇 us = 乙T
T0
csdT, uw = 乙T

T0
cwdT, uv = 乙T

T0
cvdT, ua = uaw = 乙T

T0
cadT, (20)

其中, cs,cw 分别为土颗粒、水的比热容,cv,ca 分别为水蒸气、干燥气体的比定容热容.
3. 4摇 热流密度与内热源本构方程

混合物整体的热流密度矢量可用如下典型本构方程加以描述[26]:

摇 摇 q = - 姿ÑT - 移
N-1

i = 1
资 i(vi - vN), (21)

其中, vN 为某一特定组分的速度. 式(21)说明,热流密度与温度梯度、扩散速度有关,扩散引起

热通量的特性称为 Dufour 效应. 考虑到土中的扩散速度很小,本文暂不考虑 Dufour 效应. 此
时,式(21)简化为 Fourier 热传导定律,即

摇 摇 q = - 姿ÑT, (22)
其中, 姿 为土的整体热传导系数,是其各组分体积分数的函数. 目前,已提出了不少关于土的

热传导系数的经验公式,其中 Johansen 公式[31]比较常用,如下:
摇 摇 姿 = (姿 sat - 姿 dry)姿 r + 姿 dry, (23)

其中, 姿 dry,姿 sat 分别为同一干密度下干土与饱和土的热传导系数,姿 r 是饱和度 s的函数,代表着

饱和度对热传导系数的影响,对于细粒土,有 姿 r = 1 + lgs .
在相变过程中,会产生或吸收热量,这些热量可视作混合物整体的内热源. 在本文中,考虑

到气体溶解过程基本不释放(或吸收)热量,认为内热源 Q 只与水和水蒸气之间的相变有关,
故内热源 Q 可表达为

摇 摇 Q =- Lcv, (24)
其中, L 为潜热(或称气化热),代表水向水蒸气转化所需的热量,在通常的温度范围内(20 ~
100 益), L 变化很小,可视为常数.
3. 5摇 扩散阻力本构方程与渗透定律

扩散阻力 pi 可用如下典型本构方程加以描述[26]:

摇 摇 pi = - 移
N-1

j = 1
孜 ij(v j - vs) - 谆i ÑT, (25)

其中, vs 为土骨架的速度. 式(25) 表明,扩散阻力与扩散速度、温度梯度相关. 以孔隙水的扩散

阻力pw 为例,若孔隙水扩散阻力pw 与其它组分的扩散速度无关,则pw 可表达为

摇 摇 pw = - 孜w(vw - vs) - 谆w ÑT . (26)
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将上式代入孔隙水的动量守恒方程式(3),并忽略重力的作用,可得

摇 摇 ns(vw - vs) = - (ns) 2

孜w
ÑPw -

ns谆w

孜w
ÑT, (27)

上式说明,孔隙水相对于土骨架的流动与孔隙水的压力梯度、温度梯度有关. 温度梯度引起流

动这一特性称为 Soret 效应(或热扩散现象). 在等温条件下,式(27)即等同于 Darcy 定律(不
考虑重力影响). 如果记

摇 摇 kww = (ns) 2

孜w
, kwT =

ns谆w

孜w
, (28)

则式(27)可写为

摇 摇 ns(vw - vs) = - kww ÑPw - kwT ÑT, (29)
其中, kww,kwT 分别为与压力梯度、温度梯度相关的渗水系数. kww 是土的孔隙率 n、饱和度 s及温

度 T 的函数,kww 通常可表达为

摇 摇 kww = kT
wks

wkws, (30)
其中, kws 为参考温度 T0 下同孔隙率饱和土的渗水系数,ks

w 代表饱和度对渗水系数的影响,kT
w

代表温度对渗水系数的影响. kT
w,ks

w,kws 可分别用如下公式计算[4]:

摇 摇 kT
w =

子0
w

子 T
w
, ks

w = s - sr
1 - s

æ
è
ç

ö
ø
÷

r

字

, kws = 琢·10 茁n, (31)

其中, sr 为残余饱和度,琢,茁, 字 为材料参数,子0
w,子 T

w 分别为参考温度 T0、当前温度 T 下水的粘滞

性系数. 水的粘滞系数有如下经验公式[32](单位:mN·s·m-2,适用于 0 ~ 100 益):

摇 摇 子 T
w = 1. 506 5exp - T - 273. 16

28.( )940 8
+ 0. 259 7. (32)

与温度梯度相关的渗水系数 kwT 亦应是孔隙率 n、饱和度 s 及温度 T 的函数,为了简化问

题,本文暂不考虑温度对 kwT 的影响,采用下式计算:
摇 摇 kwT = 子wnsk0

wT, (33)
其中, 子w 为孔隙水流动的曲折因子,k0

wT 为自由水的热扩散系数.
由上可知,扩散阻力本构方程与动量守恒方程相结合可导出渗透定律方程(或扩散定律

方程). 限于篇幅,下文将直接给出其它组分的渗透(或扩散)定律方程,并用其替代相应的扩

散阻力本构方程和动量守恒方程.
类似孔隙液态水,可给出孔隙气相(包括干燥气体与水蒸气)的渗透定律方程如下(替代

孔隙气相动量守恒方程式(3)与 pg 本构方程):
摇 摇 n(1 - s)(vg - vs) = - kgg ÑPg - kgT ÑT, (34)

其中, kgg,kgT 为与压力梯度、温度梯度相关的渗气系数. 类似式(30),可将 kgg 表达为

摇 摇 kgg = kT
g ks

gkg0, (35)
其中, kg0 为参考温度 T0 下同孔隙率干土的渗气系数,ks

g 代表饱和度对渗气系数的影响,kT
g 代

表温度对渗气系数的影响. kT
g ,ks

g,kg0 可分别表达为

摇 摇 kT
g =

子0
g

子 T
g
, ks

g = (1 - s) 淄, kg0 = 棕·10资n, (36)

其中, 淄,棕,资 为材料参数,子0
g,子 T

g 分别为参考温度 T0、当前温度 T下气体的粘滞性系数. 温度对

气体粘滞性的影响不大,且气体的粘滞性还与气压力、气体成分等因素有关,为了简化问题,本
文暂且将气相的粘滞性系数视为常数,即 kT

g = 1. 类似式(33),可给出与温度梯度相关的渗气
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系数 kgT 如下:
摇 摇 kgT = 子 gn(1 - s)k0

gT, (37)
其中, 子 g 为孔隙气相流动的曲折因子,k0

gT 为自由气体中的热扩散系数.
对于水蒸气在孔隙气相(由水蒸气与干燥气体两部分组成)中的扩散,可给出以下方程

(替代水蒸气动量守恒方程式(3)与 pv 本构方程):

摇 摇 n(1 - s)籽 v(vv - vg) = - Dvv Ñ
籽 v

籽
æ
è
ç

ö
ø
÷

g

- DvT ÑT, (38)

其中, Dvv,DvT 分别为与水蒸气浓度梯度、温度梯度相关的扩散系数. Dvv 可按下式计算:
摇 摇 Dvv = 籽 gD准

v DT
vD p

v Dv0, (39)
其中, Dv0 为参考温度 T0、参考气相压力 pg0 下水蒸气在水蒸气与干燥气体混合物中的扩散系

数,D准
v 代表气相体积分数对水蒸气扩散的影响,DT

v 代表温度对水蒸气扩散的影响,D p
v 代表气

相压力对水蒸气扩散的影响. D准
v ,DT

v ,D p
v 可表达为

摇 摇 D准
v = 子 vn(1 - s), DT

v = T
T0

, D p
v =

pg0

pg
, (40)

其中, 子 v 称为水蒸气扩散曲折因子. 为了简化问题,一般不考虑温度梯度引起的水蒸气扩散,
即 DvT = 0.

将式(18)、(19)代入式(38)后,可整理为

摇 摇 n(1 - s)(vv - vg) = - kvw ÑPw - kvg ÑPg - kvT ÑT, (41)
其中, kvw,kvg,kvT 与 Dvv,DvT 之间存在如下关系:

摇 摇 kvw =
籽 a琢 vw - 籽 v琢 aw

籽 v籽2
g

Dvv, kvg = -
琢 ag

籽2
g
Dvv, kvT =

籽 a琢 vT - 籽 v琢 aT

籽 v籽2
g

Dvv +
DvT

籽 v
, (42)

其中, 琢 vw,琢 vT,琢 aw,琢 ag,琢 aT 的具体表达式见附录.
对于溶解气体在孔隙水中的扩散,可给出类似式(38)的扩散定律方程(替代溶解气体动

量守恒方程式(3)与 paw 本构方程):
摇 摇 Hns籽 aw(vaw - vw) = - Dawa Ñ籽 aw - DawT ÑT, (43)

其中, Dawa,DawT 分别为与溶解气体密度梯度、温度梯度相关的扩散系数. 气体通过土中水的扩

散系数非常小,一般比在自由水中的扩散系数小几个量级[4],加之气体在水中的溶解能力有

限,因此本文忽略气体在孔隙水中扩散对气体迁移的贡献,即
摇 摇 vaw - vw = 0. (44)

3. 6摇 变形与饱和度本构方程

使用两个应力变量才可能全面描述非饱和土的行为已成为共识,但是具体使用哪两个应

力变量,目前不同的学者尚有不同的看法[33] . 本文使用净总应力 滓 - PgI、吸力 Pg - Pw 作为应

力变量,采用如下增量形式的非饱和热弹性本构模型:

摇 摇 d滓 = 2G td着 + K t -
2
3 G( )t d着 vI - K t

d(Pg - Pw)
Ht

- 琢 td
é
ë
êê

ù
û
úúT I + dPgI, (45)

其中, 着 为土骨架的应变张量,着 v 为土骨架的体应变,G t 为剪切模量,K t 为体积模量,Ht 为与吸

力相关的变形模量,琢 t 为土骨架的热膨胀系数(注意其与土颗粒的热膨胀系数 琢 s 不同) . 模型

参数 G t,K t,Ht,琢 t 是随净总应力、吸力、温度变化的,不是常数,因此式(45)是一个非线性模

型.
饱和度是净总应力、吸力及温度的函数,若不考虑剪应力对饱和度的影响,可将饱和度广
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义地表达为(即广义土鄄水特征曲线方程)
摇 摇 ds = 茁 s滓d滓m + 茁 swdPw + 茁 sgdPg + 茁 sTdT, (46)

其中, 滓m 为平均总应力,茁 s滓,茁 sw,茁 sg,茁 sT 分别为

摇 摇
茁 s滓 = 鄣s

鄣(滓m - Pg)
, 茁 sw = - 鄣s

鄣(Pg - Pw)
,

茁 sg = -
鄣s

鄣(滓m - Pg)
+ 鄣s

鄣(Pg - Pw)
, 茁 sT = 鄣s

鄣T

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(47)

综上,式(6)、(8)、(13)、(16) ~ (20)、(22)、(24)、(29)、(34)、(41)、(44) ~ (46)给出了

所需的 37 个补充方程,连同 21 个场方程(即式(1)、(3)及(4))构成封闭方程组,58 个方程求

解 58 个未知量.

4摇 增量形式的最终控制方程

上文所给出的一些本构方程(如式(45)、(46))是以增量形式描述,故最终控制方程亦只

能采用增量形式表达. 若用 R 广义地代表前文所涉及的各种物理量,则将相应的增量表示为

啄R . 由于 啄R 是小量,可认为 R 与 R + 啄R 满足相同的场方程和本构方程,将对应的方程相

减,即可得到增量形式的场方程和本构方程,限于篇幅,不再依次列出.
将式(16)的增量形式代入土骨架质量守恒方程的增量形式,有

摇 摇 鄣啄n
鄣t =

(1 - n)琢 sT

籽 s

鄣啄T
鄣t + (1 - n) Ñ·啄vs . (48)

同时,又存在如下关系式:

摇 摇 Ñ·啄vs = -
D啄着 v

Dt 抑-
鄣啄着 v

鄣t , (49)

其中,根据小位移假设,可不区分物质导数与局部导数. 利用式(48)、(49),有

摇 摇 鄣啄n
鄣t = - (1 - n)

鄣啄着 v

鄣t +
(1 - n)琢 sT

籽 s

鄣啄T
鄣t , (50)

上式建立了孔隙率与体应变及土颗粒的热膨胀之间的联系.
利用式(6),液态水与水蒸气质量守恒方程相加,并变换为增量形式,有

摇 摇 鄣
鄣

{
t 啄(ns籽w) + 啄[(1 - s)n籽 v }] + Ñ·[ns籽w·啄vw + (1 - s)n籽 v·啄vv] = 0, (51)

上式即为所有水分(包括液态水和水蒸气)所满足的质量守恒方程. 代入式(5)、(17)、(18)、
(29)、(34)、(41)、(45)、(46)及(50)的增量形式,式(51)可进一步化为

摇 摇 a1
鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] + a2

鄣啄Pw

鄣t + a3
鄣啄Pg

鄣t + a4
鄣啄T
鄣t +

摇 摇 摇 摇 a5 Ñ
2啄Pw + a6 Ñ

2啄Pg + a7 Ñ
2啄T = 0, (52)

其中,tr(*)表示二阶张量的第一不变量, a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7 具体表达式见附录.
利用式(6)、(8)及(44),干燥气体与溶解气体质量守恒方程相加,并变换为增量形式,有

摇 摇 鄣
鄣

{
t 啄[(1 - s)n籽 a] + 啄(Hsn籽 a }) + Ñ·[(1 - s)n籽 a·啄va + Hsn籽 a·啄vw] = 0, (53)

上式即为所有干燥气体(包括未溶部分与已溶部分)所满足的质量守恒方程. 代入式(5)、
(19)、(29)、(34)、(41)、(45)、(46)及(50)的增量形式,式(53)可进一步化为

摇 摇 b1
鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] + b2

鄣啄Pw

鄣t + b3
鄣啄Pg

鄣t + b4
鄣啄T
鄣t +
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摇 摇 摇 摇 b5 Ñ
2啄Pw + b6 Ñ

2啄Pg + b7 Ñ
2啄T = 0, (54)

其中, b1,b2,b3,b4,b5,b6,b7 的具体表达式见附录.
将式(1)、(2)、(5)、(8)、(16) ~ (20)、(22)、(24)、(29)、(34)、(41)、(44) ~ (46)及

(50)代入整体能量守恒方程式(4),并变换为增量形式,有

摇 摇 c1
鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] + c2

鄣啄Pw

鄣t + c3
鄣啄Pg

鄣t + c4
鄣啄T
鄣t +

摇 摇 摇 摇 c5 Ñ
2啄Pw + c6 Ñ

2啄Pg + c7 Ñ
2啄T = 0, (55)

其中, c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7 的具体表达式见附录.
将式(5)、(45)代入整体动量守恒方程的增量形式,并忽略重力的作用,有

摇 摇 Ñ· G t[Ñ啄Xs + (Ñ啄Xs) T] + K t -
2
3 G( )t tr(Ñ啄Xs)[ ]I -

摇 摇 摇 摇
K t

Ht
Ñ啄Pw - 1 -

K t

H
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

Ñ啄Pg - 琢 tK t Ñ啄T = 0. (56)

式(52)、(54)、(55)及(56)即构成了最终的增量形式控制方程组(6 个方程),包含 6 个

增量未知量 啄Xs,啄Pw,啄Pg,啄T ,方程数与未知量数相等. 最终控制方程以增量形式给出,在每

一次增量过程中,可将各方程中的系数视为常数,为融入更复杂的本构关系(如热弹塑性本构

模型、土鄄水特征曲线的滞后性)提供了便利.
如果不考虑温度的变化、水蒸气的存在及气体在水中的溶解,式(55)左端将恒为 0(即式

(55)退化为恒等式),式(52)、(54)及(56)可化为

摇 摇

( s - n茁 s滓K t)
鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] + n 茁 s滓

K t

Ht
+ 茁 s

æ
è
ç

ö
ø
÷

w

鄣啄Pw

鄣t +

摇 摇 n 茁 s滓 1 -
K t

H
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

+ 茁 s
é
ë
êê

ù
û
úúg
鄣啄Pg

鄣t = kww Ñ
2啄Pw,

(1 - s + n茁 s滓K t)
鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] - n 茁 s滓

K t

Ht
+ 茁 s

æ
è
ç

ö
ø
÷

w

鄣啄Pw

鄣t +

摇 摇 n - 茁 s滓 1 -
K t

H
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

- 茁 sg + 1 - s
p

é
ë
êê

ù
û
úú

g

鄣啄Pg

鄣t = kgg Ñ
2啄Pg,

Ñ· G t[Ñ啄Xs + (Ñ啄Xs) T] + K t -
2
3 G( )t tr(Ñ啄Xs)[ ]I -

摇 摇
K t

Ht
Ñ啄Pw - 1 -

K t

H
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

Ñ啄Pg = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(57)

除方程系数有所差别外,上式与文献[24]中非饱和土非线性固结理论的控制方程组相同,而
系数上的不同是由于使用了不同形式的变形与饱和度本构方程所致.

若考虑土体始终处于饱和状态,则式(54)左端恒为 0(即式(54)退化为恒等式),式(52)、
(55)及(56)又可化为

摇 摇 鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] + (1 - n)琢 sT

籽 s
+
n琢wT

籽
é
ë
êê

ù
û
úú

w

鄣啄T
鄣t - kww Ñ

2啄Pw - kwT Ñ
2啄T = 0, (58a)

摇 摇 鄣
鄣t[tr(Ñ啄Xs)] + (1 - n)琢 sT

籽 s
+
n琢wT

籽w
+

(1 - n)籽 scs
籽wuw

+
ncw
u

é
ë
êê

ù
û
úú

w

鄣啄T
鄣t -

摇 摇 摇 摇 kww Ñ
2啄Pw - 姿

籽wuw
+ kw( )T Ñ

2啄T = 0, (58b)
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摇 摇 Ñ· G t[Ñ啄Xs + (Ñ啄Xs) T] + K t -
2
3 G( )t tr(Ñ啄Xs)[ ]I -

摇 摇 摇 摇 Ñ啄Pw - 琢 tK t Ñ啄T = 0. (58c)
上式为饱和土热固结的控制方程,与文献[34]中所采用的饱和土热固结模型方程基本一致,
主要有 3 点不同:第 1,由于本文沿用土力学的假定,认为土颗粒与水不可压缩,故式(58)中不

含土颗粒及水的压缩性系数 Cs,Cw; 第 2,如前文所述,Dufour 效应对土中热传导的影响很小,
故式(58)中略去 Dufour 效应是一种合理的简化;第 3,式(58)是以增量形式出现,为工程应用

和数值计算提供了方便. 如果进一步再不考虑温度的变化,式(58)将简化为增量形式的 Biot
固结理论,限于篇幅,不再给出具体形式.

4摇 结摇 摇 论

本文主要结论与特色如下:
1) 以混合物理论为基础,建立了非饱和土热鄄水鄄力多场耦合模型,共有 6 个控制方程,包

含土骨架位移、孔隙水压力、孔隙气压力及温度共 6 个未知量;
2) 所建立的多场耦合模型考虑了土骨架与土颗粒的热膨胀、饱和度随温度及应力的变

化、温度梯度引起的水气流动(即 Soret 效应)、相变放热、孔隙率与含水率变化对热传导的影

响等多种物理过程,充分反映了温度场与变形场、应力场及水气渗流场等之间的交叉影响作

用;
3) 以热动平衡条件为基础,推导了气压力变化条件下水与水蒸气相变平衡所满足的限制

方程,常用的 Kelvin 公式是该限制方程在气压力恒定条件下的特例;
4) 6 个控制方程均以增量形式表达,为融入复杂本构关系与数值计算提供了方便.
有关本文建立的非饱和土热鄄水鄄力多场耦合模型在核废料地质处置库及环境工程中的应

用,将另文讨论.

附摇 摇 录

式(42)、(52)、(54)、(55)中的系数表达式为

摇 摇 琢 vw =
籽 v

Pw
ln pv

p( )
vs

, 琢 vT =
籽 v

pvs

dpvs

dT -
籽 v

T -
籽 v

T ln pv

p( )
vs

-
籽 v

籽w
ln pv

p( )
vs

d籽w

dT ,

摇 摇 琢 aw = -
Ma

Mw

籽 v

Pw
ln pv

p( )
vs

, 琢 ag =
Ma

RT,

摇 摇 琢 aT = -
(Pg + patm)Ma

RT 2 -
Ma

Mw

籽 v

pvs

dpvs

dT -
籽 v

T -
籽 v

T ln pv

p( )
vs

-
籽 v

籽w
ln pv

p( )
vs

d籽w

d[ ]T
,

摇 摇 a1 = s籽w + (1 - s)籽 v - (n籽w - n籽 v)茁 s滓Kt,

摇 摇 a2 = (n籽w - n籽 v) 茁 s滓
Kt

Ht
+ 茁 s( )w + (1 - s)n琢 vw,

摇 摇 a3 = (n籽w - n籽 v) 茁 s滓 1 -
Kt

H( )
t

+ 茁 s[ ]g ,

摇 摇 a4 = [ s籽w + (1 - s)籽 v]
(1 - n)琢 sT

籽 s
+

摇 摇 摇 摇 (n籽w - n籽 v)(茁 s滓琢 tKt + 茁 sT) + ns琢wT + (1 - s)n琢 vT,
摇 摇 a5 = - (kww 籽w + kvw 籽 v), a6 = - (kvg 籽 v + kgg 籽 v), a7 = - (kwT 籽w + kvT 籽 v + kgT 籽 v),
摇 摇 b1 = (1 - s)籽 a + Hs籽 a - ( - n籽 a + Hn籽 a)茁 s滓Kt,
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摇 摇 b2 = ( - n籽 a + Hn籽 a) 茁 s滓
Kt

Ht
+ 茁 s( )w + [(1 - s)n + Hsn]琢 aw,

摇 摇 b3 = ( - n籽 a + Hn籽 a) 茁 s滓 1 -
Kt

H( )
t

+ 茁 s[ ]g + [(1 - s)n + Hsn]琢 ag,

摇 摇 b4 = [(1 - s)籽 a + Hs籽 a]
(1 - n)琢 sT

籽 s
+

摇 摇 摇 摇 ( - n籽 a + Hn籽 a)(茁 s滓琢 tKt + 茁 sT) + [(1 - s)n + Hsn]琢 aT,
摇 摇 b5 = - ( - kvw籽 v + kwwH籽 a), b6 = - ( - kvg 籽 v + kgg 籽 a), b7 = - (kgT籽 a - kvT籽 v + kwTH籽 a),
摇 摇 c1 = s籽wuw + (1 - s)籽 v(uv + L) + (1 - s + Hs)籽 aua -
摇 摇 摇 摇 [n籽wuw - n籽 v(uv + L) - (1 - H)n籽 aua]茁 s滓Kt,

摇 摇 c2 = [n籽wuw - n籽 v(uv + L) - (1 - H)n籽 aua] 茁 s滓
Kt

Ht
+ 茁 s( )w +

摇 摇 摇 摇 (1 - s)n(uv + L)琢 vw + (1 - s + Hs)nua琢 aw,

摇 摇 c3 = [n籽wuw - n籽 v(uv + L) - (1 - H)n籽 aua] 茁 s滓 1 -
Kt

H( )
t

+ 茁 s[ ]g +

摇 摇 摇 摇 (1 - s + Hs)nua琢 ag,

摇 摇 c4 = [ - 籽 sus + s籽wuw + (1 - s)籽 v(uv + L) + (1 - s + Hs)籽 aua]
(1 - n)琢 sT

籽 s
+

摇 摇 摇 摇 (1 - n)us琢 sT + nsuw琢wT + [n籽wuw - n籽 v(uv + L) -
摇 摇 摇 摇 (1 - H)n籽 aua](茁 s滓琢 tKt + 茁 sT) +

摇 摇 摇 摇 (1 - s)n(uv + L)琢 vT + (1 - s + Hs)nua琢 aT + 移
5

i = 1
准i 籽 ici,

摇 摇 c5 = - [kww(籽wuw + H籽 aua) + kvw 籽 v(uv + L) - kvw 籽 vua],
摇 摇 c6 = - [kvg 籽 v(uv + L) + kgg 籽 v(uv + L) + kgg 籽 aua - kvg 籽 vua],
摇 摇 c7 = - [姿 + kwT(籽wuw + H籽 aua) + kvT 籽 v(uv + L) + kgT 籽 v(uv + L) + kgT 籽 aua - kvT 籽 vua] .
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Analysis of Coupled Thermo鄄Hydro鄄Mechanical Behavior
of Unsaturated Soils Based on Theory of Mixtures 玉

QIN Bing1, CHEN Zheng鄄han1,摇 FANG Zhen鄄dong1,
SUN Shu鄄guo1,摇 FANG Xiang鄄wei1,摇 WANG Ju2

(1. Department of Architectural and Civil Engineering, Logistical Engineering University,
Chongqing 401311, P. R. China;

2. Beijing Research Institute of Uranium Geology, Beijing 100029, P. R. China)

Abstract: An analysis of coupled thermo鄄hydro鄄mechanical behavior of unsaturated soils was
presented based on theory of mixtures. Unsaturated soil was considered as a mixture composed
of soil skeleton, liquid water, vapor, dry air and dissolved air. In addition to mass and momen鄄
tum conservation equations of each component and energy conservation equation of the mix鄄
ture, the system was closed using other 37 constitutive (or restriction) equations. In virtue of
the requirement that the change in water chemical potential was identical with the change in va鄄
por chemical potential, a thermodynamic restriction relationship for phase transition between
pore water and pore vapor was formulated, in which the impact of the change in gas pressure
on the phase transition was taken into account. Six final governing equations were given in in鄄
cremental form in term of six primary variables, i. e. three displacement components of soil
skeleton, water pressure, gas pressure and temperature. The processes involved in the coupled
model included thermal expansions of soil skeleton and soil particle, Soret effect, phase transi鄄
tion between water and vapor, air dissolution in pore water, deformation of soil skeleton, etc.

Key words: unsaturated soils; temperature; thermo鄄hydro鄄mechanical; theory of mixtures
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