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摘要:摇 对离散 Hamilton鄄Jacobi鄄Bellman 方程提出了一类区域分解算法,并在合理的假设下证明了

该算法的单调收敛性,数值结果表明该算法的有效性与准确性.
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引摇 摇 言

Hamilton鄄Jacobi鄄Bellman(HJB)方程(也称为动态规划方程)在最优控制、金融工程等一些

实际应用领域中出现[1鄄5] . 例如,在最优控制中的一类扩散过程问题,可采用动态规划方法表示

为相应的 HJB 方程.
考虑如下的 HJB 方程:

摇 摇
max
1臆i臆

{
M

L iu - f }i = 0, 在 赘 中,

u = 0, 在 鄣赘 上
{

,
(1)

上式中 赘是 Rn 中的一个有界区域,L i( i = 1,…,M) 是二阶椭圆算子. 式(1)来源于一类随机控

制问题[1] .
在 HJB 方程的算法研究中,用有限差分法或有限元法对式(1)进行离散化[1鄄2,6鄄7],于是我

们得到如下的离散 HJB 方程:求 U 沂 Rn 使得

摇 摇 max
1臆i臆

{
M

K iU - F }i = 0, (2)

其中, K i 沂 Rn伊n, Fi 沂 Rn( i = 1,…,M) . 式(2)是一类完全非线性方程.
在本文中,我们主要研究的是问题(2)数值求解. 众所周知,区域分解法是求解偏微分方

程离散问题的最重要的算法之一. 此方法的主要优点在于其高度并行性. 区域分解法的思想是

将大的或复杂的计算区域分解为数个重叠型的或非重叠型的子域,计算的主要步骤是在各个

子区域内同时独立进行的,计算任务可在并行机上实现. 关于各种类型的区域分解法相关内容

概述可参见文献[8鄄10]. Sun[7]基于 Lions 和 Mercier 在文献[2]的算法建立了一个解 HJB 方程

的区域分解法. Camilli 等[11] 基于一类状态约束条件问题数值逼近,提出了一类求解一阶 HJB
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方程的区域分解法. 最近,Zhou 和 Zou[12]基于 Boulbrachene 和 Haiour 在文献[1]中的一类迭代

算法给出了一个相应的区域分解法.
特别地,Zhou 和 Zhan[6]基于与式(2)等价的一类拟变分不等式组提出了另一个区域分解

法,即求解下列变分不等式系统:

摇 摇
Un+1,i 沂 Qn

i ,
(K iUn+1,i - Fi,V - Un+1,i) 逸 0,摇 摇 坌V 沂 Qn+1

i
{ ,

(3)

其中

摇 摇 Qn+1
i {= V 沂 Rn:Vs 臆 ke + Un,i +1

s ,若 s 沂 T \ T j;Vs = Un,i
s ,若 s 沂 T }j , (4)

i = 1,…,M, j = 1,2, e = (1,…,1) T, k 是一个足够小的正数,赘 = 赘1 胰 赘2 且 赘1 疑 赘2 = 覫 . T
表示给定区域 赘 的点集,T = T1 胰 T2,T j 表示与区域 赘j( j = 1,2) 中网格点相对应的指标集.

式(3)为 Jacobi 型:对于每一个 Un+1,i 的求解,利用到一个包含值 Un,i +1 的障碍函数,其中

Un,i +1 为前一次主迭代中已计算得出的值(第n步). 本文中,我们将利用 Gauss鄄Seidel 迭代替代

Jacobi 型[6]来求解区域分解法的子问题. 数值结果表明我们所提出算法的有效性与准确性.
本文其余部分组织如下:在第 1 节中,基于式(3)提出了一类区域分解算法;在第 2 节中,

在合理的假设条件下证明了该算法的收敛性;在第 3 节中,我们报告相关数值实验的结果;最
后,在第 4 节中,我们作出结论.

1摇 改进的区域分解法

在本部分中,我们将回顾与本方法相关的一些概念和重要的结论.
式(2)存在唯一解且可用如下的一类离散变分不等式系统逼近[1]:求 Ui 沂 Qi, 使得

摇 摇 (K iUi - Fi,V - Ui) 逸 0,摇 摇 坌V 沂 Qi, UM+1 = U1, (5)
其中, Qi {= V 沂 Rn | V 臆 ke + Ui + }1 , e = (1,…,1) T, K i 沂 Rn伊n,Fi 沂 Rn( i = 1,2,…,M),
k 是足够小的正数.

式(5)是一个有限维变分不等式系统,已有很多方法可以求解此问题[14] . 并且,众所周知

式(5)等价于下列互补问题:

摇 摇 K iUi - Fi 臆0, Ui 臆 Ui +1 + ke,
(K iUi - Fi,Ui - Ui +1 - ke) = 0,摇 摇 i = 1,2,…,M{ .

(6)

上式也可表示为

摇 摇 max(K iUi - Fi,Ui - Ui +1 - ke) = 0,摇 摇 i = 1,2,…,M, (7)
其中, K i 沂 Rn伊n,和 Fi 沂 Rn .

现在我们介绍式(7)的下解的概念:
定义 1摇 Ui 沂 Rn( i = 1,2,…,M) 被称为式(7)的下解当且仅当下列条件成立时:
摇 摇 max

1臆i臆
{

M
K iUi - Fi,Ui - Ui +1 - k }e 臆0,摇 摇 i = 1,2,…,M, (8)

用 X0 表示式(7)的下解全体集合.
定义 2摇 实矩阵 (aij) n伊n 称为M阵,如果 aij 臆0( i屹 j;i, j = 1,2,…,n), 且所有顺序主子

式为正.
现在我们给出算法. 我们考虑将一个区域 赘 分解为一个任意数 m(逸 2) 个非重叠型子域

的区域,即 赘 = 赘1 胰 赘2 胰 …赘m,且 赘i 疑 赘j = 覫,i 屹 j . 令 Eh 表示区域 赘 中的内点数,T 表示

从1 到 Eh 的全体指标的集合,T1,T2,…,Tm 分别表示赘1,赘2,…,赘m 中内点的指标,于是我们有

T = T1 胰 T2 胰 … 胰 Tm,用 Un = (Un,1,Un,2,…,Un,M) 在迭代步 n 的精确解 U 的逼近值,我们
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作如下假设:
摇 摇 Fi 逸0, (9)
摇 摇 K i,摇 摇 i = 1,2,…,M 为 M 阵. (10)
假设(10)是合理的,若采用适当的有限元方法就可使该假设条件成立[15] .
算法 MDDM
步 1摇 初值选取: U 0 沂 X0,着 > 0,n 0,i 1;
步 2摇 并行计算:并行求解下列子问题当 j = 1,…,m:
求 Un+1,i

j,new 沂 Qn+1,i
j 使得

摇 摇
(K iUn+1,i

j,new - Fi,V - Un+1,i
j,new ) 逸 0,摇 摇 坌V 沂 Qn+1,i

j ,

Un+1,0
new = Un,M

old ,

Qn+1,i
j {= V 沂 Rn:Vs 臆 ke + Un+1,i -1

s,new ,若 s 沂 T j;Vs = Un,i
s,old,若 s 沂 T \T }j

ì

î

í

ï
ï

ïï ;

(11)

步 3摇 计算 Un+1,i
new :Un+1,i

new = max {j Un+1,i
j, }new ,若 i = M 则至步 4;否则,令 i i + 1 且至步 2;

步 4摇 停止准则:若 椰Un+1
new - Un

new椰 臆 着,其中 着 是一个给定的阈值,则停止并输出 Un+1
new ;

否则,令 n n + 1, 且返回步 2.
评论 1摇 子问题(11)等价于下列系统:
当 j = 1,…,m,

摇 摇
Un+1,i

s,new = Un,i
s,old,摇 摇 当 s 沂 T \T j,

{max (K iUn+1,i
s,new - Fi) s,Un+1,i

s,new - Un+1,i -1
s,new - k }e = 0,摇 摇 当 s 沂 T j

{ .
(12)

评论 2摇 与 Zhou 和 Zhan 的文献[6]对比而言,本文的不同之处在于:在主迭代程序步 2
中,为计算新的逼近值 Un+1,i,我们的算法利用了最新的值 Un+1,i -1 而非前一次的值 Un,i +1 [6] .

2摇 算法 MDDM 的收敛性分析

在本部分中,我们在假设条件(9)与(10)下证明算法的收敛性. 我们的证明方法与 Boul鄄
brachene 和 Haiour 在文献[1]中的方法显著不同,而与 Zhou 和 Zhan 在文献[6]及周和陈在文

献[13]中的方法类似.
引理 1摇 假设 K i 是一个M阵,H i {= V沂Rn | V臆渍 }i ,若渍2 逸渍1,Wn,Un 沂H i 且(K iUi

- Fi,V - Ui) 逸 0,坌V 沂 Hi( i = 1,2),则 Wn+1 逸 Un+1 .
定理 1摇 若假设(9)和(10)及引理 1 成立, {令数列 Un+ }1 是由算法 MDDM 产生的, U 0

沂 X0 且 U* 为问题(7) 的精确解, {则数列 Un+ }1 单调收敛于 U* .
证明摇 由步 1,我们知初始值 U 0 是式(7)的一个下解,则有

{摇 摇 max K iU 0,i - Fi,U 0,i - U 0,i +1 - F }i 臆0,摇 摇 i = 1,…,M . (13)
另外,易证 U 0 {= 0,…, }0 满足式(13),即U 0 {= 0,…, }0 沂 X0 . 为了便于表达,我们取初始

值 U0 {= 0,…, }0 .
首先,我们用数学归纳法证明算法 MDDM 的单调性.
我们先证 U1 逸 U 0,即证 U 1,i 逸 U 0,i, i = 1,…,M .
我们令 {J = s 沂 T1:U 1,1

j,s - U 1,0
s - ke = }0 且 T1 \ {J = s 沂 T1:U 1,1

j,s - U 1,0
s - ke < }0 ,则

T = (T \T1) 胰 (T1 \J) 胰 J,注意到 k 是一个小的正数,e = (1,…,1) T,且 U1,0 = U0,M = 0,则由

J 的定义,我们有

摇 摇 U 1,1
j,s = ke + U 1,0

s = ke + U 0,M
s = ke 逸 U 0,1

s ,摇 摇 当 s 沂 J . (14)
由算法 MDDM 步 2 我们知
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摇 摇 U 1,1
j,s = U 0,1

s ,摇 摇 当 s 沂 T \T1, (15)
且

摇 摇 U 1,1
j,s < ke + U 1,0

s ,摇 摇 当 s 沂 T1 \J . (16)
基于式(12)和(16),有

{摇 摇 max (K i
s U 1,1

j,s - Fi
s) s,U 1,1

j,s - U 1,0
s - k }e = 0,摇 摇 当 s 沂 T1 \J . (17)

于是

摇 摇 K i
s U 1,1

j,s = Fi
s,摇 摇 当 s 沂 T1 \J . (18)

另一方面,由于 U 0 为式(7)的一个下解,我们知

摇 摇 K i
s U 0,1

s 臆 Fi
s,摇 摇 当 s 沂 T1 \J . (19)

由式(18)和(19)得
摇 摇 K i

s U 1,1
j,s 逸 K i

s U
0,1
s ,摇 摇 当 s 沂 T1 \J . (20)

我们用 祝L 表示 祝对应于指标集 L 的子向量,祝L,P 表示 祝对应于 L 行和 P 列的子矩阵.
显而易见,式(20)等价于下式:
摇 摇 K i

T1 \J,T(U
1,1
j - U 0) T1 \J,T 逸0

即

摇 摇 K i
T1 \J,T1 \J(U

1,1,j - U0,1) T1 \J + K i
T1 \J,T \T1(U

1,1
j - U 0,1) T \T1 +

摇 摇 摇 摇 K i
T1 \J,J (U

1,1
j - U 0,1) J 逸0. (21)

由式(15)可以得到

摇 摇 K i
T1 \J,T \T1 (U 1,1

j - U 0,1) T \T1 = 0. (22)
根据 M 阵 Ki 的性质,我们知道

摇 摇 K i
T1 \J,J 臆0.

上式联立式(14)一起表明

摇 摇 K i
T1 \J,J (U

1,1
j - U 0,1) J < 0. (23)

该式满足 M 阵 Ki 的性质,即
摇 摇 K i

T1 \J,T1 \J 逸0.
于是,由式(21) ~ (23),我们得到

摇 摇 K i
T1 \J,T1 \JU

1,1
j,T1 \J 逸 K i

T1 \J,T1 \JU
0,1
T1 \J, (24)

则

摇 摇 U 1,1
j,s 逸 U 0,1

s ,摇 摇 当 s 沂 T1 \J . (25)
上式结合式(14)、(15)可得到

摇 摇 U 1,1
j 逸 U 0,1,摇 摇 当 j = 1,…,m . (26)

由式(26),我们知

摇 摇 U 1,1 = {max U 1,1 }j 逸 U 0,1 .
我们采用和前面相类似的讨论方法可得到

摇 摇 U 1,i 逸 U 0,i,摇 摇 i = 1,2,…,M . (27)
上式表明

摇 摇 U1 逸 U 0 . (28)
下面,假设 Un 逸 Un-1 成立时,我们将证明 Un+1 逸 Un 也成立.
假设下式成立:
摇 摇 Un,i 逸 Un-1,i,摇 摇 i = 1,2,…,M . (29)
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注意到 Un+1,0
j,s = Un,M

j,s ,Un,0
j,s = Un-1,M

j,s 与式(11),我们可得到

摇 摇
{max (K iUn+1,1

j - Fi) s,Un+1,1
j,s - Un,M

j,s - k }e = 0, 当 s 沂 T,

Un+1,1
j,s 臆 Un,M

j,s + ke, 当 s 沂 T{ .
(30)

摇 摇
{max (K1Un,1

j - F1) s,Un,1
j,s - Un-1,M

j,s - k }e = 0, 当 s 沂 T,

Un,1
j 臆 Un-1,M

j,s + ke, 当 s 沂 T{ .
(31)

根据式(30)和(31)及引论 1,得到

摇 摇 Un+1,1
s 逸 Un,1

s ,摇 摇 当 s 沂 T . (32)
类似易证

摇 摇 Un+1,i 逸 Un,i,摇 摇 当 i = 1,…,M .
最后,通过类似的论证方法,得到

摇 摇 U 0 臆 U1 臆 U2 臆 … 臆 Un 臆 Un+1 臆 … . (33)
单调性证明完毕.

{下面我们将证明数列 Un+ }1 单调递增收敛于精确解 U* .
假设存在 Y 和 Un,i,分别满足 K iY = Fi,和 K iUn,i - Fi 臆0,考虑到 M 阵的性质,我们很容

{易推导出 U }n 有个上界 Y . {由于单调数列 U }n 有界,故其存在一个极限值,即存在一个值

U* 使得

摇 摇 lim
n寅肄

Un = U* . (34)

最后,我们证明 U* 是式(7)的唯一解. 根据式(7),可以得到
{摇 摇 max K iUn,i - Fi,Un,i - Un,i +1 - F }i = 0. (35)

上式中令 n 寅 肄 且注意到式(34),于是得到
{摇 摇 max K iU*,i - Fi,U*,i - U*,i +1 - F }i = 0. (36)

上式表明 U* 是式(7)的唯一解,证明完毕.

3摇 数 值 实 验

在本节,我们报告所提出算法的数值结果. 我们考虑采用 Hoppe 在文献[16]中的算例 2,
取计算区域 赘 = (0,1) 伊 (0,1) .

摇 摇 K1 = - (x + 6) 2 鄣2

鄣x2 - (x + 6)(y + 2) 鄣2

鄣x鄣y - (y + 2) 2 鄣2

鄣y2 +

摇 摇 摇 摇 [0. 5(x + 6) - 4] 鄣
鄣x + 0. 5(y + 2) 鄣

鄣y + 1,

摇 摇 K 2 = - (x + 6) 2 鄣2

鄣x2 - 0. 8(x + 6)(y + 2) 鄣2

鄣x鄣y - 0. 75 (y + 2) 2 鄣2

鄣y2 +

摇 摇 摇 摇 [(x + 6) - 2] 鄣
鄣x + (y + 2) 鄣

鄣y + 4.

函数 F1,F2 满足

摇 摇 F1 = F2 = max(K1U,K2U),
摇 摇 U* = sin仔xsin仔y,

U* 为区域为 赘 = (0,1) 伊 (0,1) 的离散 HJB 方程的精确解.
应用有限差分法对上述二阶导数进行离散:

摇 摇 鄣2

鄣x2 抑 h -2D +
h,xD -

h,x,
鄣2

鄣y2 抑 h -2D +
h,yD -

h,y,
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摇 摇 鄣2

鄣x鄣y 抑 1
2 h -2[D +

h,xD +
h,y + D -

h,xD -
h,y],

其中,D 依
h,x,D 依

h,y 分别表示点 x,y处的向前、向后差分,h表离散步长. 下文中,我们称式(3)为 Ja鄄
cobi 型,分别用 Jacobi 型算法与算法 MDDM 求解上述离散问题. 取 k = 0. 01,收敛阈值为 着 =
10 -6,初始值为 U 0 {= 0,…, }0 .
摇 摇 表 1摇 残差 R = max1臆i臆 {M KiUn,i - F }i

的无穷范数 (h = 1 / 20)

迭代数 n
椰R椰肄

Jacobi 型算法 算法 MDDM

1 2. 186 4E-09 1. 734 8E-09

4 1. 954 8E-10 1. 662 4E-10

6 1. 733 5E-10 1. 493 1E-10

10 1. 368 1E-11 1. 217 2E-11

14 1. 130 7E-12 1. 009 2E-12

摇 摇 表 2 不同离散步长 h
摇
时的

迭代次数

步长 h
迭代数 n

Jacobi 型算法 算法 MDDM

1 / 20 38 16

1 / 40 53 30

1 / 80 97 49

1 / 100 148 63

1 / 200 306 124

摇 摇 表 3摇 在网格点 (x,y) T = (0. 5,0. 25) T

处的值 Un,i

迭代数 n Jacobi 型算法 算法 MDDM

1 0. 052 921 13 0. 064 031 57

2 0. 079 181 26 0. 096 294 21

3 0. 152 638 92 0. 186 127 46

最终迭代 0. 708 435 96 0. 708 435 61

摇 摇 表 1 分别表明两个算法的残差,此时步长

h = 1 / 20. 从该表中可看出,当算法运算最后终

止时,算法 MDDM 的 椰R椰肄 小于 Jacobi 型算

法的 椰R椰肄 .
表 2 表明两算法在取不同步长 h 时的迭

代数. 从表中可以看出,在相同步长的条件下,
算法 MDDM 的迭代数小于 Jacobi 型的迭代

数. 而且随着 h 越小则迭代次数越大.
摇 摇 表 3 表明的是在网格点 (x,y) T = (0. 5,0. 25) T 处的值Un,i . 其精确值为U* = 0. 707 11. 从
表中我们可看出算法 MDDM 与 Jacobi 型算法具有同样的收敛性. 另外,表 3 也表明了两算法

的单调性.

4摇 结摇 摇 论

在本文中,我们考虑了一类离散 HJB 方程的区域分解法. 在合理假设条件(9)、(10)下证

明了该算法的收敛性. 数值结果表明了我们所提出的算法的有效性与准确性.
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Abstract: A modified domain decomposition method for the numerical solution of discrete
Hamilton鄄Jacobi鄄Bellman equations arising from a class of optimal controls with diffusion mod鄄
els. The convergence theorem was established. Numerical results indicate the efficiency and
accuracy of the method.
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