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无小参数系统的混沌与亚谐共振
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摘要:摇 Melnikov 方法是判别混沌和亚谐共振的一种重要方法. 传统的 Melnikov 方法依赖于小参

数,在大多数实际物理系统中,小参数是不存在的. 因此,传统的 Melnikov 方法不能应用于强非线

性系统. 为了摆脱小参数对 Melnikov 方法的限制,采用同伦分析将 Melnikov 方法拓展到强非线性

系统,且采用该方法研究了一个强非线性系统的亚谐共振与混沌,解析结果和数值结果相互吻合,
说明了该方法的有效性.
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引摇 摇 言

在过去的一个世纪中,人们研究了大量的带有小参数的非线性动力系统,揭示了许多非线

性现象. 在处理亚谐共振和混沌中,Melnikov 函数具有重要的地位,它揭示了同宿轨分岔及衡

截相交的条件. Melnikov 首先提出该方法[1],因此被称为 Melnikov 方法. Anorld 将 Melnikov 方

法推广到一个两自由度完全可积的 Hamilton 系统中[1] . Holmes 按照 Melnikov 的思想系统地发

展了一套处理这类系统的 Smale 马蹄和亚谐共振的方法[2] . Greenspan 和 Holmes[3]采用范函分

析的方法将 Melnikov 方法推广到无穷维动力系统. Wiggins[4]将 Melnikov 方法推广到一类随机

强迫多自由度非线性系统,计算了 Melnikov 随机过程. Wiggins[4] 将 Melnikov 理论推广到具有

复函数的常微分方程中,给出了同宿轨道存在的充分条件. Wiggins[4] 给出了高维 Melnikov 函

数,该方法与原始的 Melnikov 方法一样都是给出了双曲不动鞍点的稳定流形和不稳定流形横

截相交的的必要条件. 不幸的是上述方法均强烈依赖于小参数,而大多数实际物理系统中是不

存在小参数的,因此传统的 Melnikov 方法在处理实际问题是受到限制的.
本文为了避免 Melnikov 方法中的小参数影响,用同伦分析技术[5鄄9] 推导出无小参数的非

线性方程的亚谐 Melnikov 函数及同宿轨(异宿轨)的 Melnikov 函数,以便处理无小参数的非线

性动力系统中的混沌及亚谐共振问题.
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1摇 同 伦 方 程

考虑如下系统:
摇 摇 x = A(x,棕t),摇 摇 x 沂 R2, (1)

其中, A(x,棕t) 为时间 t 的周期函数,且周期为 T棕 . 可以建立如下同伦方程:
摇 摇 x = (1 - h--p) f(x) + ph--A(x,棕t), (2)

其中 p 沂 [0,1] 为同伦参数,f 为完全可积函数.

摇 摇 f(x) =
f1(x1,x2)

f2(x1,x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
. (3)

方程(2)可以写为

摇 摇 x = (1 - h--p) f(x) + ph--A(x,棕t) . (4)
令

摇 摇 g(x,t) = h--[A(x,t) - f(x)] =
g1(x1,x2,棕t)

g2(x1,x2,棕t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
, (5)

可以得到

摇 摇 x = f(x) + pg(x,棕t),摇 摇 x 沂 R2, (6)
其中, g(x,棕t) 是以时间 t为周期的,其周期为 T棕 . 当 p = 1,h-- = 1 时,方程(6) 成为方程(1) .
当 p = 0 时,完全可积方程为

摇 摇 x = f(x),摇 摇 x 沂 R2 . (7)
设 x( t,p) 为方程(6)的解,将其 Taylor 级数展开可得

摇 摇
x( t,p) = x( t,0) + 移

肄

n = 1
un( t)

pn

n! ,

un( t) = 鄣nx( t,p)
鄣pn

p = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(8)

当 p 从 0 增加到 1 时,x( t,p) 从方程(7) 的解变化到方程(1) 的解. 当 p = 1, 方程(8)成为

摇 摇 x( t,p) = x( t,0) + 移
肄

n = 1

un( t)
n! . (9)

2摇 同伦 Melnikov 函数

若方程(7)具有过双曲鞍点同宿轨,设其解为 xH( t - 子) . 当受到扰动时,方程(6) 的双曲

鞍点 P 的稳定流形和不稳定流形 P
-
不再重合,在同宿轨附近的稳定流形的解为 xs( t,p,子),不

稳定流形的解为 xu( t,p,子) . 在 p = 0 点,将其展成级数形式

摇 摇
xs( t,p,子) = xH( t - 子) + 移

肄

n = 1
x(n)

s ( t,子) pn

n! ,

xu( t,p,子) = xH( t - 子) + 移
肄

n = 1
x(n)

u ( t,子) pn

n!

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(10)

其中
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摇 摇
x(n)

s ( t,子) =
鄣nxs( t,p,子)

鄣pn ,

x(n)
u ( t,子) =

鄣nxu( t,p,子)
鄣pn

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(11)

当 p = 1 时,方程(11)成为

摇 摇
xs( t,1,子) = xH( t - 子) + 移

肄

n = 1

x(n)
s ( t,子)
n! ,

xu( t,1,子) = xH( t - 子) + 移
肄

n = 1

x(n)
u ( t,子)
n!

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(12)

方程(12)是方程(1)的解序列,且方程(12)的一阶近似解可以表示为

摇 摇
xs( t,1,子) = xH( t - 子) + x(1)

s ( t,子),

xu( t,1,子) = xH( t - 子) + x(1)
u ( t,子)

{
.

(13)

在 t 时刻,方程(7)的同宿轨道和方程(6)中的不稳定流形之间的距离为

摇 摇 d( t,子) = xs( t,1,子) - xu( t,1,子) = x(1)
s ( t,1,子) - x(1)

u ( t,1,子) . (14)
N 为 xH( t - 子) 在时刻 t 的法线,且

摇 摇 N( t,子) {= - f2[xH( t - 子)], f1[xH( t - 子 })] . (15)
因此

摇 摇 dN( t,子) = N·d = f 夷 d = ds
N( t,子) - du

N( t,子), (16)
其中

摇 摇
ds
N( t,子) = f 夷 x(1)

s ( t,子),

du
N( t,子) = f 夷 x(1)

u ( t,子)
{

.
(17)

夷 定义为:对于 a = (a1,a2) T 和 b = (b1,b2) T 有 a 夷 b = a1b1 - a2b2 . 对 ds
N 取时间微分,

摇 摇 ds
N( t,子) = f 夷 x(1)

s ( t,子) + f 夷 x(1)
s ( t,子), (18)

方程(6)对 p 求偏导数得

摇 摇 d
dt

鄣xs

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

p
=
鄣f(xs,t)

鄣xs

鄣xs

鄣p + g(xs,t) + p
鄣g(xs,p,t)

鄣xs

鄣xs

鄣p . (19)

当 p = 0 时,由式(6),式(13)和式(19)得到

摇 摇 x(1)
s =

鄣f(xH,t)
鄣x x(1)

s + g(xH,t) = Df·x(1)
s + g(xH,棕t) . (20)

其中 Df 在 xH 处计算. 将式(20)带入式(18)可得

摇 摇 ds
N = Df·f 夷 x(1)

s + f 夷 Df·x(1)
s + f 夷 g(xH,棕t) . (21)

方程(21)可以写为

摇 摇 ds
N = tr(Df) 夷 x(1)

s + f 夷 g(xH,棕t) . (22)
由方程(6)可以证明 tr(Df) = 0, 所以方程(22)成为

摇 摇 ds
N = f 夷 g(xH,棕t) . (23)

对式(23)从 子 到 肄 积分可得

摇 摇 ds
N( + 肄,子) - ds

N(子,子) = 乙 +肄

子
[ f 夷 g(xH,棕t)]dt . (24)
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由于 P 为方程(9)的平衡点,所以

摇 摇 ds
N( + 肄,子) = f[xH( + 肄 - 子)] 夷 x1

s = f (P) 夷 x1
s = 0. (25)

由方程(24)和方程(25)可得

摇 摇 ds
N(子,子) = - 乙 +肄

子
f 夷 g(xH,棕t)dt . (26)

同理可得

摇 摇 du
N(子,子) = 乙 子

-肄
f 夷 g(xH,棕t)dt . (27)

同伦 Melnikov 函数可以定义为

摇 摇 M(子) = 乙 +肄

-肄
f [xH( t)] 夷 g[xH( t),棕t - 子]dt . (28)

异宿轨道和同宿轨道的情况相同,通过类似的分析可以得到式(28).

3摇 同伦 Melnikov 亚谐函数

方程的(6)可以写成

摇 摇
x = 鄣H

鄣x (x,y) + pg1(x,y,棕t),

y = 鄣H
鄣y (x,y) + pg2(x,y,棕t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(29)

其中, 棕 = 2仔 / T棕 . 方程(29)的完全可积系统为

摇 摇
x = 鄣H

鄣x (x,y),

y = 鄣H
鄣y (x,y)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(30)

方程(30)的周期为 T . 对于方程(30)采用无扰动时的角变换,该变换满足

摇 摇
I = 鄣I

鄣x x + 鄣I
鄣y y,

兹 = 鄣兹
鄣x x + 鄣兹

鄣y y

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(31)

将方程(31)带入方程(29)可以得到

摇 摇
I(p) = 鄣I

鄣x
鄣H
鄣y - 鄣I

鄣y
鄣H
鄣( )x + p 鄣I

鄣x g1 + 鄣I
鄣y g( )2 ,

兹(p) = 鄣兹
鄣x

鄣H
鄣y - 鄣兹

鄣y
鄣H
鄣( )x + p 鄣兹

鄣x g1 + 鄣兹
鄣y g( )2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(32)

且

摇 摇

鄣I
鄣x

鄣H
鄣y - 鄣I

鄣y
鄣H
鄣x = 0,

鄣兹
鄣x

鄣H
鄣y - 鄣兹

鄣y
鄣H
鄣x = 赘( I

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(33)

方程(32)成为

4 刘摇 延摇 彬摇 摇 摇 陈摇 予摇 恕摇 摇 摇 曹摇 庆摇 杰



摇 摇
I(p) = pF( I,兹,t),
兹(p) = 赘( I) + pG( I,兹,t{ ),

(34)

其中

摇 摇
F = 鄣I

鄣x g1 + 鄣I
鄣y g2,

G = 鄣I
鄣x g1 + 鄣I

鄣y g2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(35)

F 和 G 为 t 的周期函数,且周期为 2仔 . 当 p = 1 时,由方程(34)可得

摇 摇
I(1) = F( I,兹,t),
兹(1) = 赘( I) + G( I,兹,t){ .

(36)

当 p = 0 时,由方程(34)可得

摇 摇
I = 0,
兹 = 赘( I){ .

(37)

设 I0 和 兹0 为方程(37) 的解,I( t,p) 和 兹( t,p) 为方程(34)的解,可以得到以下关系式

摇 摇
I( t,0) = I0,

兹( t,0) = 兹0
{ .

(38)

当 p = 0 时,将 I( t,p) 和 兹( t,p) 展开成 Taylor 级数

摇 摇
I( t,p) = I0 + 移

肄

n = 1
In( t)

pn

n! ,

兹( t,p) = 兹0 + 移
肄

n = 1
兹 n( t)

pn

n!

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(39)

其中

摇 摇
In( t) = 鄣nI( t,p)

鄣pn ,

兹 n( t) = 鄣n兹( t,p)
鄣pn

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(40)

当 p = 1 时,

摇 摇
I( t,1) = I0 + 移

肄

n = 1

In( t)
n! ,

兹( t,1) = 兹0 + 移
肄

n = 1

兹 n( t)
n!

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(41)

方程(41)为方程(36)的解, 当 nT = mTg(m, n 为互质数)时, 系统出现亚谐共振. Poincare 映

射为

摇 摇 ( I0,兹0) [ I0,兹0 + mTg赘( I0)] + 移
肄

n = 1

In(mTg)
n! ,移

肄

n = 1

兹 n(mTg)
n

é
ë
êê

ù
û
úú!
. (42)

方程(42)的一阶截断式为

摇 摇 ( I0,兹0) [ I0,兹0 + mTg赘( I0)] + [ I1(mTg),兹1(mTg)] . (43)
对方程(34)取偏微分可以得到
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摇 摇

d
dt

鄣I
鄣( )p = F( I,兹,t) + p 鄣F

鄣I
鄣I
鄣p + 鄣F

鄣兹
鄣兹
鄣( )p ,

d
dt

鄣兹
鄣( )p = 鄣赘

鄣I
鄣I
鄣p + g( I,兹,t) + p 鄣G

鄣I
鄣I
鄣p + 鄣G

鄣兹
鄣兹
鄣( )p

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(44)

当 p = 0 时,方程(44)成为

摇 摇
I 1 = F( I0,兹0,棕t),

兹1 = 鄣赘( I)
鄣I I = I

( )
0

兹1 + G( I0,兹0,棕t){ .
(45)

对方程(45)从 0 到 mT棕 积分可得

摇 摇

I1(mTg) = 乙 mT棕

0
F( I0,赘( I0) t + 兹0,棕t + 子)dt,

兹1(mTg) = 鄣赘( I)
鄣I I = I

( )
0

乙 mT棕

0
乙 t

0
F( I0,赘( I0)孜 + 兹0,棕t + 子)d孜dt +

摇 摇 乙 mTg

0
G( I0,赘( I0) t + 兹0,棕t + 子)dt

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(46)

令

摇 摇
Mm/ n

1 = 乙 mTg

0
F( I0,赘( I0) t + 兹0,棕t + 子)dt,

Mm/ n
2 = 鄣赘( I)

鄣I I = I
( )

0

乙 mTg

0
乙 t

0
F( I0,赘( I0)孜 + 兹0,棕t + 子)d孜dt

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(47)

所以一阶亚谐同伦 Melnikov 函数为

摇 摇 Mm/ n = (Mm/ n
1 ,Mm/ n

2 ) . (48)
设方程(2)的周期轨道的解为 (xL( t,p),yL( t,p)), 则方程(1)的亚谐共振的一阶同伦 Melnik鄄
ov 函数为

摇 摇 Mm/ n
1 = 乙 mTg

0
f(xp,yp) 夷 g(xp,yp,棕t + 子)dt . (49)

4摇 例摇 摇 子

当 F > 0 时,考虑如下系统

摇 摇
x = y,
y = 滋1x + x3 + 滋2y - x2y + Fcos 棕t{ .

(50)

4. 1摇 解析分析

方程(50)的完全可积系统为

摇 摇
x = y,
y = 滋1x + x3{ .

(51)

方程(51)的 Hamilton 函数为

摇 摇 H = y2

2 -
滋1x2

2 - x3

3 = h . (52)

当 滋1 逸0 时,H没有闭轨,所以不会产生共振. 所以只需要考虑 滋1 < 0 的情况. 当 滋1 < 0, 相图
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如图 1 所示.

图 1摇 相轨迹图

Fig. 1摇 The phase plane of equation

图 1 中异宿轨道的解

摇 摇
x祝 = 依 tanh - 2滋1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷t ,

y祝 = 依 sech2 - 2滋1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(53)

令

摇 摇

棕 k =
- 2滋1

1 + k2 ,

hk =
k2滋2

1

1 + k2,

Tk = 4K(k) 1 + k2

- 滋1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ,

(54)

当 k 沂 (0,1), 则异宿轨道内的周期轨道的解为

摇 摇
xk = 依 2 k棕 ksn( t棕 k),

yk =芎
2 滋1k

1 + k2 cn( t棕 k)dn( t棕 k)

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(55)

异宿轨的一阶 Melnikov 函数为

摇 摇 M(子) = 乙肄

-肄
y祝(酌2y祝 - x2

祝y祝 + Fx祝cos(棕t + 棕子))dt =

摇 摇 摇 摇
滋2( - 2滋1) 3 / 2

3 -
( - 2滋1) 5 / 2

15 + 棕仔F 2
滋2

sin(棕子)cosh 仔 2
- 滋

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

. (56)

混沌条件近似为

摇 摇
滋2( - 2滋1) 3 / 2

3 -
( - 2滋1) 5 / 2

15 + 棕仔F 2
滋2

sin(棕子)cosh 仔 2
- 滋

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

= 0. (57)

亚谐共振的一阶 Melnikov 函数为

摇 摇 M(子) = 乙mTk
0

yk(滋2yk - x2
祝yk + Fxkcos(棕t + 棕子))dt =

摇 摇 摇 摇 滋2J1 - J2 + FJ3sin(棕子), (58)
其中

摇 摇

J1(m,n) = 8
3

- 滋1

1 + k
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

3 / 2

[(k2 - 1)K(k) + (k2 + 1)E(k)],

J2(m,n) = 16
15

- 滋1

1 + k
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

5 / 2

[2(k4 - k2 + 1)E(k) - (k4 - 3k2 + 2)K(k)],

J3(m,n) =
0, n 屹1,

m棕仔2

K
- 滋1

滋2(1 + k2)
cosh m仔K忆

2K , n = 1,m 是奇数

ì

î

í

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(59)
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系统存在亚谐共振的条件为

摇 摇 滋2J1 - J2 + FJ3sin(棕子) = 0. (60)
4. 2摇 数值模拟

当 滋1 = - 9, 滋2 = 0. 5, F = 1, 棕 = 2. 5,可以得到自治系统具有周期轨道时,非自治系统的

周期轨道,如图2 所示. 当 滋1 = - 9, 滋2 = 1. 76, F = 1, 棕 = 3,可以得到同宿混沌轨道,如图3 所

示. 当 滋1 = - 1, 滋2 = - 0. 02, F = 0. 8, 棕 = 2. 8 可以得到自治系统 1 颐 3 亚谐共振解,如图 4 所

示.

图 2摇 系统的不变环面

Fig. 2摇 The solution of invariant tori

图 3摇 系统的混沌解

Fig. 3摇 The solution of chaos for heteroclinic orbit
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图 4摇 系统的亚谐共振解

Fig. 4摇 The solution of 1 颐3 sub鄄harmonic resonance

5摇 结摇 摇 论

本文采用同伦方法将亚谐 Melnikov 函数和同宿轨(异宿轨)Melnikov 函数拓展到强非线

性系统. 该方法克服了传统 Melnikov 函数受小参数限制的弱点. 本文所阐述的方法可以作为

强非线性系统的混沌与亚谐共振的判据.
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Chaos and Sub鄄Harmonic Resonance of Nonlinear
System Without Small Parameters

LIU Yan鄄bin,摇 CHEN Yu鄄shu,摇 CAO Qing鄄jie
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, China PO Box 137,

Harbin 150001,P. R. China)

Abstract: Melnikov method was especially important to detect the presence of transverse ho鄄

moclinic orbits and occurrence of homoclinic bifurcations. Unfortunately traditional Melnikov

methods strongly depend on small parameter, which could not exist in most of the practice

physical systems. Those methods were limited in dealing with the system with strongly nonlin鄄

ear. A procedure to study the chaos and sub鄄harmonic resonance of strongly nonlinear practice

systems by employing homotopy method which was used to extend Melnikov functions to

strongly nonlinear systems was presented. Applied to a given example, the procedure shows

the efficiencies in the comparison of the theoretical results and numerical simulation.

Key words: homotopy; Melnikov function; chaos; sub鄄harmonic
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