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混合微通道中不稳定的广义 Couette 流
*
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摘要:摇 在一个平行板通道中,部分充满了均匀的多孔介质,部分为纯流体的流动区,对其微通道

中完全发展的不稳定层流进行了数值分析,流动由其中一块板的运动和压力梯度所引起. 多孔介

质区域的流动,采用扩展的 Brinkman 模型,即 Darcy 模型,纯净流动区域的流动,采用 Stokes 方程.
还对稳定的完全发展流进行了理论分析,给出了分界面速度、边界板处的速度和表面摩擦的闭式

解. 通过数值计算发现,稳定完全发展流的闭式解,和不稳定流动的数值解,在所有时间点上得到

很好地吻合.
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符摇 号摇 说摇 明

u忆
f 纯净流动区的有量纲速度 u忆

p 多孔介质区的有量纲速度

uf 纯净流动区的无量纲速度 up 多孔介质区的无量纲速度

ui (稳定)无量纲界面速度 y 无量纲纵坐标

y忆 有量纲纵坐标 籽 流体密度

茁 应力跃变系数 Da Darcy 数

P 无量纲压力梯度 dp / dy 有量纲压力梯度

自f 流体的动粘度 F 切向动量调节系数

Kn Knudsen 数 姿 分子的平均自由程

茁自f
(7)式中的无量纲变量 自e f f 饱和流体多孔介质区的有效动粘度

k 多孔介质的渗透度 d 分界面的位置

ut i 瞬时分界面速度 ut 瞬时速度

Is k0 多孔介质壁面处表面摩擦 Isk1 纯净流动区壁面处表面摩擦

引摇 摇 言

由于在地球物理工程和生物科学中的应用,流体流过混合通道的研究得到不少学者的关

22

摇 应用数学和力学,第 32 卷 第 1 期
摇 2011 年 1 月 15 日出版

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Applied Mathematics and Mechanics摇
摇 摇 Vol. 32,No. 1,Jan. 15,2011

* 收稿日期:摇 2010鄄08鄄30; 修订日期:摇 2010鄄11鄄22
作者简介:摇 M. L. Kaurangini(联系人. E鄄mail:kaurangini@ yahoo. com).
本文原文为英文,海治 译, 张禄坤 校.



注. 文献[1]首先研究了多孔介质和纯流体分界面处的流动问题. 多孔介质中的流动模型采用

Darcy 原理,在文献[2鄄13]中有详细地阐述. 在这些结果中,用到了文献[14鄄15]提出的边界条

件,以期和分界面处的解相匹配,从而解决了为文献[16]所指出的,该过确定性物理问题. 文
献[17]综述了多孔介质和纯流体分界面处的边界条件. 文献[18]对渗透率为常数且可以变化

时,给出了平行板中界面的速度. 文献[9]对混合体,部分为饱和流体的多孔介质和部分为纯

流体的混合体,进行了 Couette 流的传热和流动分析. 在文献[9]中,用包含 Darcy,Brinkman 和

Forchheimer 项来描述多孔介质中动量的传递. 文献[19]对由两个无限的固定平板所界定的混

合通道,给出了一个新的完全发展受迫对流的解析解,通道上半部为饱和流体的多孔介质,下
半部为纯流体流动,底板处施加有均匀的热通量,顶板处绝热,应用了 Brinkman鄄Forchheimer
推广的 Darcy 方程. 文献[20]就流过部分为纯流体,部分为饱和流体的多孔介质,对其充分发

展的 Couette 流动,给出了流动和传热的解析解,多孔介质被系在固定的平板上,两块平板上有

均匀而强度不同的热通量,使用 Brinkman鄄Forchheimer鄄Darcy 方程来表示.
类似地,文献[21]对具有等温竖向壁的方形腔,给出了自然对流的数值分析,腔中充满了

饱和的多孔介质,采用 Brinkman 和 Forchheimer 模型,给出了自然对流、质量、动量和能量平衡

的经典方程. 文献[22]就圆柱体部分充满多孔介质,侧面加热时,对其活塞驱动下的层状流动

和传热进行了数值求解,在可压缩动量方程的建立中,采用了带有可变渗透性的 Brinkman鄄
Lapwood鄄Forchheimer 推广的 Darcy 模型. 类似地,文献[23]在两个竖向平行壁之间,部分充满

多孔基体,部分为纯流体,形成竖向分界面时,对其粘性不可压缩流体的完全发展传热进行了

研究,多孔介质中的动量传递采用 Brinkman 推广的 Darcy 模型,两个区域通过分界面处的速

度和剪切应力相耦合. 文献[10]就两块平行板温度为常数但互不相等时,对平行板界定通道

的多孔饱和介质中稳定的层状流进行了研究,其中一块板以恒定的速度运动,而另一块板静

止,采用的是 Brinkman鄄Darcy鄄Forchheimer 模型.
出于同样的兴趣,微通道中流体的流动,也引起该领域众多学者的关注,它们广泛地应用

于微电化学系统(MEMs)和生物医学工程,例如药物的传输、DNA 排序和生物 MEMs 等. 文献

[24鄄26]也给出了微通道流动的某些研究. 相关的最新理论研究由文献[27]和[28]给出,两块

平行板间的微型几何体分成:micro鄄tube 和 micro鄄duct 两种,对完全发展的流动和发展中的流

动两种情况,研究其受迫对流热传递.
文献[28]就壁面温度分布对称,竖向平行板末端敞开的微通道中,完全发展的自然对流

进行了解析研究,稀释效应和流体鄄壁面的交互作用,增强了体积流,减弱了传热率. 文献[29]
以双曲线型热传导为模型,在竖向平行板末端敞开微通道中,对其流体流动的瞬时流体动力学

和热学性质进行了研究. 同样地,文献[30]在竖向平行板末端敞开的微通道中充满多孔介质

时,对发展中的气体自由对流动力学特性进行了数值分析.
据作者所知,到目前为止还没有关于混合微通道中流动问题的研究. 本文将研究平行板混

合微通道中稳定的和不稳定的流动,起因在于板的运动和压力梯度,即广义的 Couette 流动,对
分界面速度和压力梯度有依赖关系的速度和表面摩擦、分界面系数、压力梯度进行了讨论.

1摇 控 制 方 程

在一个水平平行板中,局部充满了均匀不变的多孔介质材料,考虑其微通道中的不稳定流
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动. 假设多孔介质区域中的惯性效应可以忽略. 多孔介质层中流体的流动采用 Darcy(Brinkman
的推广)原理模型,纯净流动区采用 Stokes 方程. 微通道中流动的成因,在于其中一块板的运

动,壁面处速度的滑移,造成压力的梯度,也是形成微型通道的一个特征. 分界面处的匹配条

件,也采用由文献[14鄄15]所建议,并为文献[18]所采用的条件. 壁面处速度的滑移定义为

摇 摇 us = -
2 - F
F 姿 鄣u

鄣y,

其中, us 为滑移速度,姿 为分子的平均自由程,F 为切向动量调节系数,其定义见文献[31],本
文假设其值等于 1. 在以上假设条件下,满足边界条件和匹配条件,采用无量纲参数表示的一

维不稳定流动的控制方程为

摇 摇
鄣uf

鄣t =
鄣2uf

鄣y2 + P, (1)

摇 摇
鄣up

鄣t = 酌
鄣2up

鄣y2 -
up

Da + P . (2)

边界条件为

摇 摇

t 臆0: uf = 0,up = 0;

t > 0: uf = 1 + 茁vKn
鄣uf

鄣y ,摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 y = 0,

uf = up, 酌
鄣up

鄣y -
鄣uf

鄣y = 茁
up

Da
, y = d,

up = - 茁vKn
鄣up

鄣y , y = 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

(3)

无量纲参数定义如下

摇 摇
uf =

u忆
f

U , up =
u忆

p

U , y = y忆

h , d = d忆

h , 酌 =
自e f f

自f
,

Da = k忆

h2 , P =- 1
籽

h2

U自f

dp
dx, t = t忆自

h2 , 茁自 = 2 - F
F , Kn = 姿

h

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(4)

2摇 数 值 解

纯净流动区和多孔介质区的不稳定动量方程可通过数值计算求解. 在格点 ( i, j) 处,将传

输方程离散化为有限差分方程,其中指标 i 表示 y, j 表示 t . 对时间的导数,用向后差分公式替

换,对空间的导数,用中心差分公式替换. 将方程组转换为 3 对角线形式的线代数方程组,应用

Thomas 算法求解. 在每一次时间步长中,对每一个自变量的数值积分过程,开始于 y = 0 处首

个与壁面邻接的格点,然后朝有限差分方程组 3 对角线形式中央前进,直到离界面 y = d 最近

的格点为止. 接着对 3 对角线形式对应的多孔介质层积分,惯常从与分界面另一侧,最紧靠的

格点处,一直计算到最接近壁面 y = 1 的格点为止. 分界面格点处的自变量值,由界面匹配条件

给出. 重复计算过程直到达到稳定态,满足以下关于速度场的收敛准则

摇 摇 移 | Ai, j +1 - Ai, j |
M | A | max

< 10 -4,
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其中 Ai, j 表示速度场. M 表示内部格点数, | A | max 表示 Ai, j 的绝对最大值.
在数值计算中需要指定 驻t的值,以期尽快达到稳定,驻t又应足够小以避免出现不稳定性,

这里取

摇 摇 驻t = S 伊 (驻y) 2,
其中参数 S 通过数值实验确定,以使计算过程达到收敛和稳定.

3摇 解 析 解

前节的控制方程没有给出闭式解. 一般来说闭式解在验证复杂问题的计算机程序和与实

验数据比较时,是十分有用的. 因此将前面的控制方程简化求出闭式解形式,将是很有意思的.
这里考虑本问题的一个特殊情况,给出稳定流动的闭式解或精确解. 该特殊情况问题的最终方

程可以记为

摇 摇
d2uf

dy2 = - P, (5)

摇 摇 酌
d2up

dy2 -
up

Da = - P . (6)

无量纲边界条件和匹配条件为

摇 摇

uf = 1 + 茁自Kn
duf

dy , y = 0,

uf = up, 酌
dup

dy -
duf

dy = 茁
up

Da
, y = d,

up = - 茁自Kn
dup

dy , y = 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

(7)

对方程(5)关于 y 积分两次得到

摇 摇 uf = -
Py2

2 + A1y + A2 . (8)

类似地,方程(6)为非齐次微分方程,利用文献[34]中的方法求解得到

摇 摇 up = C1cosh
y
酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
+ C2sinh

y
酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
+ PDa . (9)

然后将解(8)和(9)代入边界条件和匹配条件,得到常数值如下

摇 摇 A1 =
ui

X0
+ X8, A2 = X9 + uiX10, C1 = uiX11 + X5, C2 =

ui

X3
+ X4,

其中

摇 摇 ui =
X15

X14
, X0 = d + Kn, X1 = cosh 1

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
+

Kn

酌Da
sinh 1

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
,

摇 摇 X2 = sinh 1
酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
+

Kn

酌Da
cosh 1

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
, X3 = sinh d

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
+
X2

X1
cosh d

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
,

摇 摇 X4 = PDa cosh(d / 酌Da )
X1X3

- PDa
X3

, X5 = - PDa
X1

-
X2

X1X3
PDa cosh(d / 酌Da )

X1
-é

ë
êê

ù

û
úú1 ,
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摇 摇 X6 = Pd2

2 - 1, X7 = Kn
Pd2

( )2
+ d, X8 =

X6

X0
, X9 =

X7

X0
, X10 =

Kn

X0
,

摇 摇 X11 =
X2

X1X3
, X12 = 酌

Da sinh
d
酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
+ 茁

Da
cosh d

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
,

摇 摇 X13 = 酌
Da cosh

d
酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
- 茁

Da
sinh d

酌
æ

è
ç

ö

ø
÷

Da
, X14 = X11X12 +

X13

X3
- 1
X0

,

摇 摇 X15 = 茁P Da - Pd + X8 - X5X12 - X4X13 .

4摇 结果和讨论

以下讨论均假设,分界面位置为 d = 0. 5.

(a) 纯流体流动区 (b) 多孔介质区

(a) Clear fluid region (b) Porous region

摇 图 1摇 当 Knudsen 数不同时,瞬时速度 ut 随时间 t 的变化

摇 Fig. 1摇 Transient velocity profiles for different Knudsen number

图 2摇 瞬时界面速度 ut i 随不同应力跃变系数 图 3摇 瞬时界面速度 ut i 随不同

茁 的分布(其中 t = 0. 2,0. 4,0. 6) Knudsen 数 Kn 的分布

Fig. 2摇 Transient interfacial velocity profiles at large Fig. 3摇 Transient interfacial velocity profiles for

time for different stress jump coefficient different Knudsen number

图 1(a)和图 1(b)分别给出了不同流动区域,瞬时速度随时间和 Knudsen 数的变化,其中

y = 0. 3 在纯净流动区域,y = 0. 7 在多孔介质区域. 从图中可以看出,随着时间的增加速度也增
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加,最后达到稳定状态. 图 1(b)表明,随着 Knudsen 数的增加,瞬时速度也增加. 有趣地是,随
着时间达到稳定状态的独特区域,却与 Knudsen 数无关.

当 Kn = 0. 04,Da = 0. 01,d = 0. 5 时,图 2 给出了瞬时界面速度 ut i 随不同应力跃变系数 茁
和不同时间 t的分布. 随着时间的增加,ut i 增加得更加快,在 茁 = - 0. 5 时,ut i 达到最大值;以后

随着 茁 的增加,在所考虑的时间点上,ut i 是下降的. 从图中还可以看出,当 茁 为正时,在所考虑

的时间点上,ut i 近乎为常数.
当 茁 = 0. 5,Da = 0. 01时,图3给出了瞬时分界面速度 ut i 随 Knudsen 数和时间 t的分布. 可

以看到, ut i 随着时间的增加而增加,随着 Knudsen 数的增加而减少.
当 Darcy 数和 Knudsen 数变化时,图 4 给出了稳定的界面速度 ui 随应力跃变系数 茁 的变

化. 可以看到,当 Knudsen 数不变时,界面速度 ui 随着 茁 的减少而上升;同样,当 Darcy 数不变

时,界面速度 ui 随着 Knudsen 数的增加而增加.

图 4摇 当 Darcy 数 Da 和 Knudsen 数 Kn 不同时,界面速度 ui 随 茁 的分布

Fig. 4摇 Interfacial velocity profiles for different Darcy and Knudsen numbers

图 5摇 当 Darcy 数 Da 和 Knudsen 数 Kn 变化 图 6摇 Knudsen 数变化时,速度 u

时,速度 u 随 y 的变化 随 y 的变化

Fig. 5摇 Velocity profile for different Darcy Fig. 6摇 Velocity profile for different

and Knudsen numbers Knudsen number

当 Darcy 数和 Knudsen 数变化时,图 5 给出了速度 u 的分布. 可以看到,随着 Knudsen 数的

增加速度 u 在下降. 这种物理现象可解释为,随着 Knudsen 数增加,流体分子的自由程长度在
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增加,使分子间相互传递动量的机会减少,导致速度的降低. 还可以看到,随着 Knudsen 数的增

加,壁面处滑移量在增加.
图 6 给出不同 Knudsen 数时的速度分布. 可以看到,随着 Knudsen 数的增加,速度 u 也在

增加,还值得注意的是,从纯流动区域壁面,到多孔区域壁面,速度 u 是下降的. 这是由于多孔

介质材料的渗透效应.
当 d 值和 Darcy 数不变时,图 7 给出了速度 u随不同 茁 和 Knudsen 数的分布. 可以看到,随

着 茁 值的减少,速度 u 是增加的. 类似地,随着 Knudsen 数的增加,速度 u 也在增加.

图 7摇 当应力跃变系数 茁 和 Knudsen 数 Kn 图 8摇 不同应力跃变系数 茁 和 Knudsen 数 Kn

变化时,速度 u 随 y 的变化 时,界面速度 ui 的分布

Fig. 7摇 Interfacial velocity profile for different stress Fig. 8摇 Interfacial velocity profiles for different stress

jump coefficient and Knudsen number jump coefficient and Knudsen number

图 8 给出了稳定的界面速度 ui 随着 Da 的变化. 可以看到,当 Knudsen 数不变时,速度 ui

随 Darcy 数的增加而增加,随着 Darcy 数的减少, ui 下降到 0. 从图中还可以清楚地看到,当 茁
不变时,速度 ui 随着 Knudsen 数的增加而增加.

表 1摇 时间 t 和 Knudsen 数变化时的壁面瞬时表面摩擦 Is k0 和 Isk1
Table 1摇 Transient skin frictions at the walls for different time and Knudsen number

Time
Is k 0 Isk1 Is k0 Isk1 Is k0 Isk1

Kn = 0. 0 Kn = 0. 0 Kn = 0. 04 Kn = 0. 04 Kn = 0. 08 Kn = 0. 08

0. 1 -0. 833 12 0. 411 78 -0. 887 67 0. 294 04 -0. 927 77 0. 228 47

0. 2 -0. 611 07 0. 416 08 -0. 584 29 0. 297 91 -0. 566 02 0. 231 88

0. 3 -0. 598 88 0. 416 31 -0. 560 60 0. 298 22 -0. 528 36 0. 232 24

0. 4 -0. 598 22 0. 416 33 -0. 558 75 0. 298 24 -0. 524 44 0. 232 27

0. 5 -0. 598 20 0. 416 33 -0. 558 62 0. 298 24 -0. 524 03 0. 232 28

0. 6 -0. 598 20 0. 416 33 -0. 558 62 0. 298 24 -0. 524 00 0. 232 28

0. 7 -0. 598 20 0. 416 33 -0. 558 62 0. 298 24 -0. 524 00 0. 232 28

0. 8 -0. 598 20 0. 416 33 -0. 558 62 0. 298 24 -0. 524 00 0. 232 28

0. 9 -0. 598 20 0. 416 33 -0. 558 62 0. 298 24 -0. 524 00 0. 232 28

1. 0 -0. 598 20 0. 416 33 -0. 558 62 0. 298 24 -0. 524 00 0. 232 28

摇 摇 表 1 给出不同时间和 Knudsen 数时的壁面瞬时表面摩擦. 可以看到,对于固定的 Knudsen
数,壁面摩擦 Is k 0 和 Isk1 均随着时间增加而增加,并在较长时间后趋于稳定值. 还可以看到,随
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着 Knudsen 数的增加,壁面摩擦在减少.
表 2摇 稳定流动时的壁表面摩擦

Table 2摇 Skin friction for steady flow

Kn Da 茁 Is k 0 Isk1 ui

0 0. 100 0. 5 0. 091 6 -1. 574 8 0. 545 8
0 0. 100 0 0. 408 8 -1. 790 3 0. 704 4
0 0. 100 -0. 5 0. 985 8 -2. 182 3 0. 992 9
0 0. 010 0. 5 -0. 601 0 -0. 851 0 0. 199 5
0 0. 010 0 -0. 435 1 -0. 436 5 0. 282 5
0 0. 010 -0. 5 -0. 030 4 -0. 870 3 0. 484 8
0 0. 001 0. 5 -1 0 0
0 0. 001 0 -1 0 0
0 0. 001 -0. 5 -1 0 0
0. 04 0. 100 0. 5 0. 107 1 -1. 398 7 0. 557 9
0. 04 0. 100 0 0. 419 5 -1. 600 1 0. 726 6
0. 04 0. 100 -0. 5 1. 002 8 -1. 976 3 1. 041 5
0. 04 0. 010 0. 5 -0. 560 8 -0. 220 7 0. 197 1
0. 04 0. 010 0 -0. 406 7 -0. 436 3 0. 280 4
0. 04 0. 010 -0. 5 -0. 025 4 -0. 030 1 0. 486 3
0. 04 0. 001 0. 5 -1. 329 7 -5. 1E+07 -0. 218 0
0. 04 0. 001 0 -1. 118 7 -2. 6E+07 -0. 104 1
0. 04 0. 001 -0. 5 -1. 054 4 0 -0. 069 4
0. 08 0. 100 0. 5 0. 117 2 -1. 258 4 0. 568 0
0. 08 0. 100 0 0. 423 8 -1. 447 9 0. 745 8
0. 08 0. 100 -0. 5 1. 009 8 -1. 810 0 1. 085 7
0. 08 0. 010 0. 5 -0. 526 5 -0. 640 6 0. 194 6
0. 08 0. 010 0 -0. 383 8 -0. 856 3 0. 277 4
0. 08 0. 010 -0. 5 -0. 027 7 -1. 710 4 0. 483 9
0. 08 0. 001 0. 5 -1. 186 8 -5. 1E+07 -0. 188 4
0. 08 0. 001 0 -1. 015 9 -2. 6E+07 -0. 089 2
0. 08 0. 001 -0. 5 -0. 963 1 -1. 3E+07 -0. 058 6
0. 10 0. 100 0. 5 0. 120 7 -1. 198 5 0. 572 4
0. 10 0. 100 0 0. 424 2 -1. 382 6 0. 754 5
0. 10 0. 100 -0. 5 1. 010 7 -1. 738 3 1. 106 4
0. 10 0. 010 0. 5 -0. 510 3 -0. 220 4 0. 193 8
0. 10 0. 010 0 -0. 371 7 -0. 016 0 0. 277 0
0. 10 0. 010 -0. 5 -0. 023 3 -0. 030 1 0. 486 0
0. 10 0. 001 0. 5 -1. 134 2 -5. 1E+07 -0. 180 5
0. 10 0. 001 0 -0. 976 3 -2. 6E+07 -0. 085 8
0. 10 0. 001 -0. 5 -0. 927 3 -1. 3E+07 -0. 056 4

摇 摇 表 2 给出了不同 Darcy 数 Da,应力跃变系数 茁 和 Knudsen 数 Kn 时的稳定流动下的壁面摩

擦. 从表中可以看到,对于大的 Da 值,当 茁 和 Kn 不变时,随着 Da 值的增大,Is k 0 在增加,而 Isk1
在减少. 还可以看到,当 茁 和 Kn 值不变,对于小的 Da 值,Is k 0 和 Isk1 均为常数. 这表明,当 Da 寅
0 时,意味着多孔介质不再具有渗透性,表面摩擦下降;类似地,当Da寅肄 时,意味着多孔介质

具有高度渗透性,表面摩擦增加. 另外,随着 Knudsen 数的增加,导致 Is k 0 和 Isk1 的增加;当Kn 和

Da 不变时,随着 茁 的减少,导致 Is k 0 的增加,Isk1 的减少. 这表明,多孔性、应力跃变和分子路径
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将影响多孔介质区和纯净流动区表面的摩擦,这些数值的变化,影响着该系统的流动状态.

5摇 总摇 摇 结

本文在一个平行板合成的微通道中,由于板的运动和压力梯度,对于其稳定和不稳定的广

义 Couette 流动进行了分析. 讨论了与流动有关的参数. 数值计算表明,对较大的 Darcy 数,不
稳定解和较长时间后的精确解完全吻合.
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Unsteady Generalized Couette Flow in
Composite Microchannel

M. L. Kaurangini1,摇 Basant K. Jha2

(1. Department of Mathematical Sciences, Kano University of
Science and Technology, Wudil鄄Nigeria;

2. Department of Mathematics, Ahmadu Bello University, Zaria鄄Nigeria

Abstract: A numerical study was reported to investigate the unsteady fully developed laminar
fluid flow in microchannel parallel鄄plates partially filled with uniform porous medium and par鄄
tially with a clear fluid. The flow was induced by the movement of one of the plates and pres鄄
sure gradient. Brinkman鄄Extended Darcy model was utilized to model the flow in porous region
while Stokes equation was used in the clear fluid region. A theoretical analysis was also presen鄄
ted for the steady fully developed flow to find the closed form expressions for interfacial veloci鄄
ty, the velocity and skin frictions at the bounding plates. During the course of numerical com鄄
putations, it is observed that there is an excellent agreement between the closed form solutions
for steady fully developed flow with numerical solution of unsteady flow at large values of time.

Key words: unsteady; composite; microchannel
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