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微极流体向受热面的 MHD 驻点流动
*
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摘要:摇 分析了有均匀横向磁场作用时,导电微极流体垂直冲击受热面时形成的二维驻点流动问

题. 应用适当的相似转换,将连续、动量、角动量及热量的控制方程,及其相应的边界条件,简化为

无量纲形式. 然后,利用以有限差分离散化为基础的算法,求解简化了的自相似非线性方程. 用
Richardson 外推法,进一步求精其结果. 以图表形式表示磁场参数、微极性参数、Prandtl 数对流动和

温度场的影响,说明了其解的重要特性. 研究表明,随着磁场参数的增大,速度和热边界层厚度变

小了. 与 Newton 流体相比较,微极流体的剪应力和传热率出现明显的减少,这对聚合物生产过程中

流体的流动和热量控制是有益的.
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引摇 摇 言

流经加热或冷却物体的磁流体动力学驻点流动问题,由于其在工程和自然过程中有着广

泛的应用,吸引了众多学者的关注. 例如包括血浆的研究、血液的流动问题、MHD 发电机和冷

却槽中有限金属平板的冷却. Hiemenz[1]首先研究了平板上经典二维驻点流动问题,Homann[2]

对该问题的轴对称情形做了延伸性研究. Wang[3] 对不同密度的两种流体,作两种动力学冲击

的驻点流问题进行了研究,结果表明,其流动场严重地依赖于流体的粘度和密度. Ariel[4] 研究

了外加磁场对 Hiemenz 流动的影响. Mahapatra 和 Gupta[5]分析了伸展表面上的二维 MHD 稳定

驻点流问题,得到的结论是,当自由流速度小于 /大于伸展面的速度时,驻点上的速度随着外加

磁场的增大而减小 /增大. Chamkha 等[6]也研究了二维 MHD 流经平板问题,分析了放热 /吸热

和热泳对流动的影响. 朱婧等[7]运用同伦分析法(HAM),研究了不可压缩粘性流体,流向延伸

薄板的稳定二维驻点流动,速度与裂缝间的距离成比例. 但是,上述作者的研究工作仅限于

Newton 流体的流动. 经典的 Newton 模型,不适用于描述一些现代工程和工业过程,它们是由

有内部结构的材料所组成.
Hoyt 和 Fabula[8]实验研究了那些不能够由 Newton 模型描述的流体,如有聚合物添加剂的

流体,剪应力和聚合物浓度显著减小(见文献[9]). Eringen[10鄄11] 引入微极流体理论,该理论是
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描述这种材料变形的最好的理论之一. 由于微极流体在许多工业过程的应用,因此吸引了许多

学者进行研究. 这些流体在血液流动、胶状流体流动、液体结晶、润滑剂、毛细管中的湍流剪切

流、热量和质量交换等中已有应用. 微极流体的其他应用,可参见文献[12鄄13].
Guram 和 Smith[14]解决了具有强和弱相互作用的,微极流体的驻点流问题. Ahmadi[15] 考

虑了不可压缩微极流体,流经半无限平板时的边界层流动问题. Cheng[16]在微极流体中的混合

对流,沿着考虑传导效应的垂直平板流动时,开展了对其流动和传热特性的数值研究. Lok
等[17]对控制参数的某些值,数值分析了平板上稳定的二维非正交微极流体的驻点流. Sed鄄
deek[18]通过相似变换简化无量纲形式的运动控制方程,来研究磁场对微极流体流经连续移动

平板时的影响. 利用相同的简化方法,Ishak 等[19]求解了向浸没在微极流体中的竖直面上的稳

定驻点流问题. 随后,用一个以有限差分离散化的算法,数值地求解了该简化的方程组. Ashraf
等[20鄄21]利用有限差分法,在一个管道中,两个有限平行圆盘之间的微极流体,对称层流问题进

行了研究. Ishak 等[22]利用 Keller 工具箱,伸展面具有不同表面温度时的,稳定二维 MHD 驻点

流问题进行了研究. 最近,Ishak 等[23]分析了收缩面上的稳定二维微极流体的驻点流,假设收

缩速度和周围流体速度随离驻点的距离呈线性变化.
本文,我们要关注的是,导电微极流体流向有热传导效应表面时的 MHD 驻点流问题. 以

前的作者都没有考虑过该问题. 用一个以有限差分离散化的算法,数值地求解转换后的控制方

程及其相应的边界条件.

1摇 问题的公式化表示

考虑二维稳定的不可压缩导电微极流体,对表面作垂直冲击时的非线性驻点流动问题. 流
体承受强度为 B0 的均匀横向磁场作用. 令(u,v) 为 Cartesian 坐标系 (x,y) 方向的速度分量.

根据文献[10鄄11],微极流体 MHD 稳定粘性层流运动的控制方程为

摇 摇 鄣籽
鄣t + Ñ·(籽V) = 0, (1)

摇 摇 (姿 + 2滋 + 资) Ñ(Ñ·V) - (滋 + 资) Ñ伊 Ñ伊 V + 资 Ñ伊 自 - Ñp + J 伊 B = 籽V
·
, (2)

摇 摇 (琢 + 茁 + 酌) Ñ(Ñ·自) - 酌(Ñ伊 Ñ伊 自) + 资 Ñ伊 V - 2资自 + 籽l = 籽j自·, (3)
摇 摇 Ñ·B = 0, (4)
摇 摇 Ñ伊 B = 滋mJ, (5)
摇 摇 Ñ伊 E = 0, (6)
摇 摇 J = 滓 e(E + V 伊 B), (7)

其中, V 为流体速度矢量,自 为微转动,籽 为密度,p 为压力,l 为单位质量的体力偶,j 为微惯性

矩,J为电流密度,Ñ为梯度算子,滋m 为磁导率,E为电场,B为总磁场,因此有B = B0 + b,b为诱

导磁场,滓 e 为流体的导电率,姿,滋,琢,茁,酌,资 为微极流体的材料常数(或粘性系数) . 上述方程

中字母上的点表示对其求导数. 此外,由方程(4) 和(5) 得到Ñ·J = 0.
假设均匀稳定磁场 B 垂直于速度场 V . 假定磁场的 Reynolds 数很小[24],因为诱导磁场 b

和外加磁场相比可以忽略. 由于假定没有极化电压,所以电场 E = 0. 如果流体为电绝缘体,流
体中的电流将会引起诱导磁场. 在这里,我们认为流体为导电流体.

根据上述假定,在方程(2)中出现的电磁体力呈下列的线性形式[25]:
摇 摇 J 伊 B = 滓 e[(V 伊 B0) 伊 B0] = - 滓 eB2

0V . (8)
根据文献[10]和[17],没有体力偶时,带边界层近似的,微极流体的稳定二维不可压缩流
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动方程(1) ~ (8)可以简化为

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (9)

摇 摇 u 鄣u
鄣x + v 鄣u鄣y = - 1

籽
鄣p
鄣x + 滋 + 资( )籽

鄣2u
鄣y2 + 资

籽
鄣准
鄣y +

滓 eB0

籽

2

(U - u), (10)

摇 摇 籽j u 鄣准
鄣x + v 鄣准鄣( )y = 酌 鄣2准

鄣y2 - 资 2准 + 鄣u
鄣( )y , (11)

其中, 准为垂直于 xy鄄平面的微转动向量分量,U为自由流速度. 假设所有的物理量 籽,滋,资,酌, j
为常量.

不考虑粘性耗散时,该问题中控制温度分布的方程可以写为

摇 摇 籽cp u 鄣T
鄣x + v 鄣T鄣( )y

= 资0
鄣2T
鄣y2 , (12)

其中, T 为流体温度,资0 为热导率常数,cp 为比热容. 该问题的速度、微转动和温度分布的边界

条件可以写为

摇 摇 u(x,0) = 0, v(x,0) = 0, u(x,肄 ) = U = ax,
准(x,0) = 0, 准(x,肄 ) = 0, T(x,0) = Tw, T(x,肄 ) = T肄

{ .
(13)

为了获得速度、 微转动和温度场, 在式(13)给出的边界条件下对方程(9) ~ (12)进行求

解. 利用下面的相似变换:

摇 摇

浊 = a
自 y, p(x,肄 ) = p0 - 籽a2

2 (x2 + y2),

u(x,y) = axf 忆(浊), v(x,y) = - a自 f(浊),

准(x,y) = - a a
自 xg(浊), 兹(浊) =

T - T肄

Tw - T肄

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(14)

其中, 浊 为相似参数,p0 为驻点压力,Tw 为冲击面处的温度,T肄 为流体在无穷远处的温度.
利用方程(14)发现,连续方程(9)自动满足,因此表明,该速度场是一个可能的流体运动.

在方程(10) ~ (12)中利用方程(14),经过简化得到

摇 摇 (1 + R) f 苁 - Rg忆 + M2(1 - f 忆) + 1 = f 忆2 - ff 义, (15)
摇 摇 Ag义 + RC( f 义 - 2g) = f 忆g - fg忆, (16)
摇 摇 兹 义 + Prf兹 忆 = 0, (17)

其中, M = 滓 eB2
0 / (籽a) 为 Hartmann 数(或磁场参数), R = 资 / 滋 为涡流粘性参数,A = 滋 / (籽ja)

为微惯性密度参数,C = 酌 / (滋j) 为转动梯度粘性参数,Pr = 滋cp / 资0 为 Prandtl 数. 根据方程

(14),方程(13)中给出的边界条件可以写为

摇 摇 f(0) = 0, f 忆(0) = 0, f 忆(肄 ) = 1,
兹(0) = 1, 兹(肄 ) = 0, g(0) = 0, g(肄 ) = 0{ .

(18)

注意到,不出现微转动,即 资 = 0 时,方程(15) ~ (17) 简化为文献[3](M = 0) 中得到的

Newton 流体情况. 本模型对微极流体运动有效.

2摇 数 值 解

控制方程(15) ~ (17)的高度非线性,无法解析地求解. 为了求解这组耦合的方程组,我们

采用以数值算法为基础的有限差分法. 方程(15)可以借助 q = f 忆 置换,使得由方程(15) ~ (17)
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及边界条件(18)给出的边界值问题,变为如下形式.
求解方程组

摇 摇 q = f 忆 = df
d浊, (19)

摇 摇 (1 + R)q义 - Rg忆 + M2(1 - q) + 1 = q2 - fq忆, (20)
摇 摇 Ag义 + RC(q忆 - 2g) - qg + fg忆 = 0, (21)
摇 摇 兹 义 + Prf兹 忆 = 0. (22)

满足相应的边界条件

摇 摇 f(0) = 0, q(0) = 0, q(肄 ) = 1,
兹(0) = 1, 兹(肄 ) = 0, g(0) = 0, g(肄 ) = 0{ .

(23)

为了得到该问题的数值解,首先以步长 h均匀地离散区域(0,肄 ) . 由文献[26]给出的公式,利
用 Simpson 定理[27]对方程(19)进行积分. 在区间 (0,肄 ) 的典型网格点 浊 = 浊 n 上,对导数应用

中心差分逼近,离散方程(20) ~ (22),然后运用超松弛(SOR)法[28],在给定的边界条件(23)
下,对它们进行迭代求解. 为了加快迭代进度和提高解的计算精度,我们主要应用由文献[29]
介绍的算法.

如果 3 次连续迭代满足下面的准则,迭代过程终止:
摇 摇 max(椰q(k+1) - q(k)椰2, 椰g(k+1) - g(k)椰2,
摇 摇 摇 摇 椰f (k+1) - f (k)椰2, 椰兹 (k+1) - 兹 (k)椰2) < Titer, (24)

其中, Titer 为给定的允许误差,计算中至少取为 10-12 .
应用 Richardson 外推法,可以得到更高阶的精度. 利用文献[30]中的任一外推法,可以完

成该计算过程.

3摇 结果及讨论

在这节中,着重其解的重要特征,影响流动和热传导现象的参数值范围,并以表格和图形

形式给出. 为了检验数值计算的有效性和提高解的精度,计算了 3 种网格尺寸 h,h / 2 和 h / 4,
并应用 Richardson 外推法进行外推.

表 1摇 3 种尺寸网格和外推值下的无量纲法向速度 f (其中 浊肄 = 6,M = 2,R = 4,Pr = 0. 7)
Table 1摇 Dimensionless normal velocity f on three grid levels and extrapolated values for 浊肄 = 6,M = 2,R = 4,Pr = 0. 7

浊
f

h = 0. 035 h = 0. 017 5 h = 0. 008 75 extrapolated value
0. 0 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000
0. 6 0. 159 171 0. 159 199 0. 159 206 0. 159 209
1. 2 0. 555 414 0. 555 478 0. 555 494 0. 555 499
1. 8 1. 069 900 1. 069 980 1. 070 001 1. 070 007
2. 4 1. 635 279 1. 635 365 1. 635 386 1. 635 393
3. 0 2. 221 620 2. 221 708 2. 221 729 2. 221 737
3. 6 2. 816 397 2. 816 485 2. 816 507 2. 816 514
4. 2 3. 414 474 3. 414 562 3. 414 584 3. 414 592
4. 8 4. 013 803 4. 013 891 4. 013 913 4. 013 920
5. 4 4. 613 592 4. 613 680 4. 613 702 4. 613 709
6. 0 5. 213 549 5. 213 637 5. 213 660 5. 213 667

摇 摇 表 1 给出了法向速度在 3 种网格尺寸和其外推数值的比较. 良好的比较结果,证实了数值
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计算的有效性,同时证明了使用外推法可以得到更高阶的精度. 对于表面上的磁场参数 M、微
转动参数(即涡流粘性参数R、微惯性密度参数 A以及旋转梯度粘性系数C) 和 Prandtl 数 Pr的
数值范围,选择给出剪切应力、应力偶、传热率、速度和热边界层厚度、速度和微转动场. 任意选

取涡流粘性参数R的值为 0,2,4,6,以研究其对流动特性的影响,另外两个参数 A和C,对流动

没有重要影响,因为它们的值是固定的,这与文献[16]和[31鄄33]的习惯做法一样. 表 2 给出

了外加磁场对剪切应力、应力偶和传热率的影响. 冲击面处的剪切应力、应力偶和传热率,随着

磁场参数 M 的增大而增大. 涡流粘性参数 R 值的增大,会导致冲击面处的剪切应力和传热率

减小,但是可以发现,对应力偶的影响正相反,如表 3 所示. 产生这样结果的主要原因是,在流

体运动时,微极流体比 Newton 流体产生的阻力(由于动粘性和涡流粘性)更大. Prandtl 数 Pr的
增大,会提高传热率,如表 4 所示,但是剪切应力和应力偶不受该变化的影响.

表 2摇 M 值变化时,冲击面处的剪切应力、应力偶及其传热率(其中 浊肄 = 6,Pr = 0. 7,R = 2)
Table 2摇 Shear & couple stresses and heat transfer rate on the surface for 浊肄 = 6,Pr = 0. 7,R = 2 and various values of M

M f 义(0) g忆(0) - 兹 忆(0)

0 0. 649 9 0. 731 2 0. 443 2

2 1. 275 5 1. 101 7 0. 498 7

4 2. 327 3 1. 513 8 0. 551 7

6 3. 447 5 1. 803 8 0. 605 3

8 4. 587 3 2. 013 4 0. 634 7

10 5. 734 1 2. 171 5 0. 647 1

图 1摇 M 变化时的法向速度曲线 (R = 2,Pr = 0. 7) 图 2摇 M 变化时的自由流速度曲线 (R = 2,Pr = 0. 7)
Fig. 1摇 Normal velocity profiles for R = 2,Pr = 0. 7 Fig. 2摇 Streamvise velocity profiles for R = 2,Pr = 0. 7

and various M and various M

摇 摇 表 3摇 R 值变化时,冲击面处的剪切应力、应力偶及其传热率(其中 浊肄 = 6,Pr = 0. 7,M = 1. 5)
Table 3摇 Shear & couple stresses and heat transfer rate on the surface for 浊肄 = 6,Pr = 0. 7,M = 1. 5

and various values of R

R f 义(0) g忆(0) - 兹 忆(0)

0 1. 938 9 0. 000 0 0. 533 4

2 1. 044 8 0. 980 4 0. 482 0

4 0. 759 9 1. 291 2 0. 460 3

6 0. 616 1 1. 433 2 0. 446 2

摇 摇 外加磁场对速度、微转动和温度场的影响,在图 1 至图 4 中给出. 法向速度曲线 f和自由流
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图 3摇 M 变化时的微转动曲线 (R = 2,Pr = 0. 7) 图 4摇 M 变化时的温度曲线 (R = 2,Pr = 0. 7)
Fig. 3摇 Microrotation profiles for R = 2,Pr = 0. 7 Fig. 4摇 Temperature profiles for R = 2,Pr = 0. 7

and various M and various M

图 5摇 R 变化时的法向速度曲线 (M = 1. 5,Pr = 0. 7) 图 6摇 R 变化时的自由流速度曲线 (M = 1. 5,Pr = 0. 7)
Fig. 5摇 Normal velocity profiles for M = 1. 5,Pr = 0. 7 Fig. 6摇 Streamwise velocity profiles for M = 1. 5,Pr = 0. 7

and various R and various R

图 7摇 R 变化时的微转动曲线 (M = 1. 5,Pr = 0. 7) 图 8摇 R 变化时的温度曲线 (M = 1. 5,Pr = 0. 7)
Fig. 7摇 Microrotation profiles for M = 1. 5,Pr = 0. 7 Fig. 8摇 Temperature profiles for M = 1. 5,Pr = 0. 7

and various R and various R

速度曲线 f 忆均随着磁场参数M的增大而增大,分别在图1和图2中表示. 由于速度衰减的影响,
速度边界层厚度随着外加磁场的增大而减小,如图 2 所示. 微转动曲线随着 M 值的增大而减
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图 9摇 Pr 变化时的温度曲线 (M = 2,R = 4)
Fig. 9摇 Temperature profiles for M = 2,R = 4

and various Pr

小,清楚地表示在图3中. 图4显示,温度曲线随着

M 值的增大而减小,热边界层厚度随着外加磁场

的增大而减小.
固定 M值和 Pr值时,涡流粘性参数 R的影响

在图5至图8中给出. 图5和图6分别给出,法向速

度曲线 f 和自由流速度曲线 f 忆均随着 R 值的增大

而减小. 图 6 中还可以发现,涡流粘性参数 R 的增

大,会导致速度边界层厚度的增大. 图 7 表明微转

动曲线随着 R 值的增大而升高,R = 0 时,没有微

转动,这种情形相当于是 Newton 流体. 图 8 表明,
涡流粘性参数 R 的增大,影响温度曲线升高,增大

流场中的热边界层厚度. 最后, 如图 9 所示,
Prandtl 数 Pr 的增大,热边界层厚度会减少. 为了

在本图中得到温度曲线的渐近性,采用了大值的

浊肄
[34鄄35] .

摇 摇 表 4摇 Pr 值变化时,冲击面处的传热率(其中 浊肄 = 10,M = 2,R = 4)
Table 4摇 Heat transfer rate on the surface for 浊肄 = 10,M = 2,R = 4 and various values of Pr

Pr 0. 1 0. 4 0. 7 1. 0 1. 3 1. 6 1. 9 2. 2

- 兹 忆(0) 0. 236 5 0. 382 8 0. 477 3 0. 547 7 0. 605 0 0. 654 1 0. 697 3 0. 736 0

4摇 结摇 摇 论

就均匀外加磁场作用下流过冲击面的导电微极流体,给出了各个控制参数取不同数值时,
热传导对 MHD 流动影响的数值研究. 应用以有限差分法为基础的算法,数值地求解了无量纲

化后的转换方程. 得到以下主要结论:
1) 冲击面处的剪切应力和传热率,随着磁场参数的增大而增大;
2) 与 Newton 流体相比,冲击面处微极流体的剪切应力和传热率是减少的;
3) 速度和热边界层厚度随着磁场强度的增大而减小,但随着涡流粘性参数的增大反而

增大;
4) Prandtl 数 Pr 的增大,使得温度曲线和热边界层厚度都减小.
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MHD Stagnation Point Flow of a Micropolar
Fluid Towards a Heated Surface

Muhammad Ashraf,摇 M. M. Ashraf
(Centre for Advanced Studies in Pure and Applied Mathematics,

Bahauddin Zakariya University, Multan, Pakistan)

Abstract: The problem of two dimensional stagnation point flow of an electrically conducting
micropolar fluid impinging normally on a heated surface in the presence of a uniform transverse
magnetic field was analyzed. The governing continuity, momentum, angular momentum, and
heat equations together with the associated boundary conditions were reduced to dimensionless
form using suitable similarity transformations. The reduced self similar non鄄linear equations
were then solved numerically by an algorithm based on finite difference discretization. The re鄄
sults were further refined by Richardson爷 s extrapolation. The effects of the magnetic parame鄄
ter, the micropolar parameters, and the Prandtl number on the flow and temperature fields
were predicted in tabular and graphical forms to show the important features of the solution.
The study shows that the velocity and thermal boundary layers become thinner as the magnetic
parameter is increased. The micropolar fluids display more reduction in shear stress as well as
heat transfer rate than that exhibited by Newtonian fluids, which is beneficial in the flow and
thermal control of polymeric processing.

Key words: magnetohydrodynamics (MHD); stagnation flow; micropolar fluids; similarity
transformations; finite differences; boundary layer
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