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柱状纤维上超薄液膜的线性稳定性分析
*
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摘要:摇 运用线性理论分析了粘性超薄液膜沿柱状纤维垂直下落的稳定性特征,研究了厚度低于

100 nm 的薄膜在外力驱动下的流动以及 van der Waals 力的影响. 结果表明随着薄膜相对厚度的下

降,纤维表面的曲率将使得线性扰动的发展得到抑制,而 van der Waals 力促进扰动的增长,这一竞

争机制导致了增长率随薄膜相对厚度非单调的变化. 还得到了流动的绝对和对流不稳定分区. 结
果表明 van der Waals 力扩大绝对不稳定流动区域,表面张力也会有利于绝对不稳定的发展,而外

驱动力正好起到相反的作用.

关摇 键摇 词:摇 柱状纤维;摇 超薄液膜;摇 van der Waals 力;摇 稳定性

中图分类号:摇 O317+ . 2摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2011. 02. 001

引摇 摇 言

薄膜流动是一种典型的、基于简单几何结构的低速开式流动,它蕴含着丰富的动力学行

为,诸如界面不稳定性、薄膜破裂、接触线的运动等. 目前已有大量基于润滑近似的理论对固体

基板上液体薄膜流动的流动机理进行了研究[1] .
当流体表面是圆柱曲面时,如自由射流等问题得到了广泛的关注,根据 Rayleigh 发现的机

制,可知表面张力会引起界面的失稳[2],导致液滴或水珠的形成. 曲面上的薄膜流动是与之相

关的一类有趣的流体力学问题. 以往的文献关注和研究了柱状纤维上的涂布流动在外力(如
重力、静电力等)作用下下落的过程,以及表面活化剂的影响. Kapitza 父子[3] 最先探讨了包裹

在静止的垂直圆柱固体上液体薄膜的动力学过程. 通过人为对来流速度施加扰动,实验可以观

察到两种类型的波,即所谓“周期波冶和“孤立波冶. 流体射流和细流破碎的动力学性质和尺度

的研究不断地引起人们的兴趣,Eggers 给出了近来文献的综述[4] . Kliakhandler 等人通过把高

分辨率的 Kodak MegaPlus 1. 6 数码相机放置在适合的位置,研究了厚度至少是纤维半径 2 倍

的薄膜沿细线下落的流动. 他们的研究揭示了在低惯性力作用下流动丰富的动力学行为,并描

述了当流量改变时 3 种不同的界面失稳模式形成的液滴流动[5] . 最近,Duprat 等人发现了一个
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重要的现象,即假如纤维半径足够小,对于较大或较小的薄膜厚度产生对流不稳定,然而对于

中间范围的薄膜厚度可以观察到绝对不稳定[6] .
目前大量的研究对液体薄膜沿纤维垂直下落的过程进行了理论探讨,其中大部分的工作

重点关注对 Navier鄄Stokes 方程进行简化得到的数学模型. 这些模型大致可以被归类为几种. 第
1 种情况假设薄膜厚度远小于纤维半径. 此时,可以采用在平板上的薄膜流动中被广泛应用的

润滑近似来简化流体力学方程[5鄄11] . Craster 和 Matar 对这些模型的结果进行了详细的综述[12] .
当薄膜厚度与纤维半径相当时,Kliakhandler 等[5]假设薄膜厚度远小于特征毛细长度而不是纤

维半径,提出了另一种模型. 然而,他们的模型未能很好地预测液滴间距较远时的动力学行为.
为了克服这个缺陷,Craster 和 Matar 推导了一个改进的模型,获得的数值结果与已有的实验符

合得更好[12] . Ruyer鄄Ouil 等[13]重新研究这个问题,并给出了两个耦合方程的推广模型,并通过

实验对其时空动力学行为进行了更准确的预测.
van der Waals 力对于厚度低于 100 nm 的超薄膜的作用是至关重要的. 对于固体平板上的

超薄液膜流动,以前的研究表明 van der Waals 力加强了线性扰动的发展,薄膜厚度在有限的

时间内减小到 0,最终导致了薄膜的破裂形成洞[1] . 然而,目前对于曲面上薄膜流动的相关研

究相对还较少. 本文的研究目的是将 Craster 和 Matar[12] 的工作加以推广,在方程中引入 van
der Waals 力,探讨其对液体超薄膜在圆柱状纤维上涂布过程的影响.

1摇 数 学 模 型

考虑一种粘性为 滋,密度为 籽的 Newton流体,沿半径 r = a的圆柱状纤维在某种体力 f驱动

下沿 z 方向流动(见图 1) . 假设周围气体的影响可以忽略. 从纤维的中心处开始计算,初始状

态的薄膜半径为 h .
液膜的流动过程可以由轴对称的 Navier鄄Stokes 方程来描述:

摇 摇 ut + uur + wuz = -
1
籽 (p + 准) r +

滋
籽 ur r + uz z +

1
r ur -

u
r( )2 , (1)

摇 摇 w t + uwr + wwz = f - 1
籽 (p + 准) z +

u
籽 wr r + wz z +

1
r w( )r , (2)

这里, t 表示时间,u 和 w 分别是径向和轴向的速度分量,p 是压力, f 是轴向的外力,可以是重

力、静电力等. 方程中的下标代表偏导.
方程(2)中 准 表示液体和固体互相作用势. 对于无限长柱状结构,文献[14鄄15]中推导了

分子间作用势的解析表达式:

摇 摇 准( s) = - 仔
6 着ls滓6

ls 籽s
1

( s - 琢) 3 = A
( s - 琢) 3, (3)

这里, 滓ls > 0和 着ls > 0分别表示排斥核以及液固分子间作用常数, 籽s 表示纤维的密度,A表示

分子间作用力的强弱,通常被称为Hamaker常数. 由于相互作用势准仅是薄膜厚度 s( z,t) 的函

数,它在方程(1) 中对于径向坐标 r 的梯度为 0.
柱坐标下的连续性方程为

摇 摇 1
r ( ru) r + wz = 0. (4)
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图 1摇 流动的几何形态示意图

Fig. 1摇 Schematic representation

of the flow geometry

在纤维表面 r = 琢处的无滑移条件为 u = w = 0,这里琢 = a / h <
1 也是纤维半径与薄膜厚度的比值.

在自由界面 r = s( z,t) 处,法向应力平衡条件是

摇 摇 p - 2滋
(1 + s2z )

( s2zwz - sz(uz + wr) + ur) =

摇 摇 摇 摇 酌 1
s (1 + s2z ) 1 / 2 -

sz z
(1 + s2z ) 3 /

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ; (5)

切向应力平衡条件是

摇 摇 (1 - s2z )(uz + wr) + 2sz(ur - wz) = 0, (6)
其中 酌 为表面张力系数.

自由界面处的运动学边界条件是

摇 摇 st + wsz = u . (7)
为了简化控制方程, 考虑薄膜厚度 h 远小于特征毛细长度

L = 酌 / (籽fh),即 着 = h / L 垲1. 采用以下无量纲化:
摇 摇 r = hr-, z = Lz-, p = 籽gLp-, t = Lt- / V, w = Vw- ,

摇 摇 u = 着Vu-, s = hs-, 准 = 籽gL准
-
,

这里,特征速度 V = 籽h2 f / 滋, 上划线表示无量纲数(为简便起见后面省略了). 径向速度等于径

向长度除以时间,径向尺度比轴向尺度小一个量级,因此径向速度是一阶小量. 着 是一个很小

的参数,它的增加可以解释为外驱动力相对于表面张力的增加. Reynolds 数为 Re = 籽LV / 滋,
Bond 数为 Bo = 籽h2 f / 酌 = 着 . 根据 Craster 和 Matar[12]的数学推导,可以得到考虑了 van der Waals
力对薄膜沿纤维垂直下落影响的方程组:

摇 摇 p = 1
s - 着2 sz z, (8)

摇 摇 8 ( s2) t =
鄣
鄣z [pz + 准z - 1] 2s2 琢2 - s2 + 2s2 ln s( )琢

- (琢2 - s2)[ ]( )2 . (9)

2摇 稳定性分析

基于基本流 s~ = 1,p~ = 1, 对方程(8)和(9)进行线性稳定性分析. 引入正则模态

摇 摇 s = s~ + ŝexp(ikz + 姿t), p = p~ + p̂exp(ikz + 姿t),
这里, ŝ 和 p̂ 是线性扰动的振幅,k 的实部和虚部分别是对应的空间波数和空间增长率,姿 的实

部和虚部则对应于时间增长率和频率. 对于小扰动,可以给出关于 姿 和 k 的色散关系:

摇 摇 姿 = k2

16 着2k2 - 1 + 3A
(1 - 琢)( )( )4 ((琢2 - 1) 2 - 2(琢2 - 1 - 2 ln 琢)) -

摇 摇 摇 摇 ik
2 (琢2 - 1 - 2 ln 琢) . (10)

众所周知,对于时间模式,流动稳定性取决于时间增长率是否大于 0. 在这个表达式中,含
Hamaker 常数 A 的这一项代表 van der Waals 力的影响.
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2. 1摇 时间模式

图 2(a)是不考虑 van der Waals 力影响时薄膜流动稳定性的特征. 当 琢 增大,即薄膜相对

厚度下降时,增长率发生了下降,同时最不稳定波的波数基本上保持为常数,薄膜流动更为稳

定. 这些结果与以前的研究结果是一致的[12] .

(a) 0. 1 臆 琢 臆0. 3, Bo = 0. 2, A = 0 (b) 0 臆 A 臆0. 1, Bo = 0. 2, 琢 = 0. 25

摇 摇 图 2摇 对于不同的 琢 和 A,姿r 随着 k 的变化情况

摇 摇 Fig. 2摇 Variation of 姿r with k for the different 琢 and A

图 2(b)显示了当 琢 固定时,对于不同的 Hamaker 常数,van der Waals 力对于薄膜流动产

生的影响. 随着 Hamaker 常数的增加,扰动增长率迅速增加,最不稳定模态对应波数和截断波

数也增加,表明 van der Waals 力有助于薄膜的破裂. 这和平板上的液体超薄膜流动情况是定

性一致的. 由式(10),可以得到截断波数:

摇 摇 kc =
1
着 1 + 3A

(1 - 琢) 4 ,

如图 2(b)所示,其随 van der Waals 力的增加而增大.
对式(10)进行的解析分析可以得到进一步的结果. 由 d姿r / (dk) = 0 可以得出最不稳定模

态的波数:

摇 摇 km = 1
2着2 1 + 3A

(1 - 琢)( )4 , (11)

则最大增长率为

摇 摇 姿r,max =
(1 + 3A / (1 - 琢) 4) 2

64着2 (2(琢2 - 1 - 2 ln 琢) - (琢2 - 1) 2) . (12)

这表明对于任意的物理参数,都有 姿r,max > 0, 因此系统是线性不稳定的(见图 3). 对于不考虑

van der Waals 力影响的薄膜流动,即 A = 0 时,以往的研究显示,最不稳定模态的增长率 姿r,max

随着薄膜相对厚度的下降而下降. 然而,如果 A 屹 0 时,薄膜相对厚度的下降加强了 van der
Waals 力的作用,并且使线性增长率上升了.

因此,正如图 3 所示,这个竞争机制导致增长率关于 琢 的变化是非单调的. 例如,当 A =
0郾 001 时,在 琢 < 0. 75 的情况下,薄膜相对厚度较大时,流动的不稳定性主要受表面张力影响,
姿r,max 随着 琢 的增加而下降. 如果 琢 增大,即薄膜相对厚度较小时,van der Waals 力引起的不稳
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摇 摇 图 3摇 当 Bo = 0. 2 时,最不稳定模态的

增长率的最大值对于不同的 A

随着 琢 的变化情况

摇 Fig. 3摇 Maxima of the growth rate of the least

stable mode varying with 琢 for different

A when Bo = 0. 2

定性会占主导作用,最不稳定波的增长率随着薄膜

相对厚度的下降有显著的上升,最终导致了薄膜在

非线性阶段发生了破裂.
2. 2摇 绝对和对流不稳定

流动不稳定存在两种模态,对流不稳定(扰动随

着流动离开原有位置并随时间增长)或者绝对不稳

定(扰动在任意固定位置随时间增长) [16] . 粘性液膜

沿倾斜平板下落是一种对流不稳定的开式流动的例

子[17鄄18] . 然而,如果流动表面为曲面,例如自由射流,
流动可能表现为绝对不稳定[19] . 这里,我们拟通过进

一步的分析来研究沿柱状纤维下落的薄膜流动,表
明其不稳定性可以是对流或绝对的.

通常地,在局部区域给定一个无穷小的扰动,薄
膜流动是绝对或对流不稳定依赖于群速度 vg =
d姿 / (dk) 等于0的模态. 在 k的复平面中,观察增长率

姿(k) 的变化,当 vg = 0 时会出现一个鞍点. 在满足 Briggs鄄Bers 准则(参见文献[20])的鞍点处

姿0 和 k0 分别是绝对增长率和绝对波数. 对于线性不稳定的流动,当 姿0r > 0 时为绝对不稳定流

动,姿0r < 0 则为对流不稳定.
图 4 显示了对于 A = 0,Bo = 0. 2,姿 的实部 姿r 和虚部 姿 i 在 k 复平面上的等值线. 对于 琢 =

0. 5 时,鞍点出现在 kr = 4. 12 和 ki = - 1. 22 处,此时 姿0r = 0. 053,表现为绝对不稳定的流动模

态. 对于 琢 = 0. 6 时,鞍点出现在 kr = 4. 245 和 ki = - 1. 36 处,此时 姿0r = - 0郾 015, 表明流动是

对流不稳定的.

(a) A = 0, Bo = 0. 2, 琢 = 0. 5 (b) A = 0, Bo = 0. 2, 琢 = 0. 6

摇 图 4摇 在波数 k 复平面 姿 实部和虚部的等值线(实线表示实部,

虚线表示虚部,鞍点表示群速度等于 0 的模态)

摇 Fig. 4摇 Contours of real and imaginary parts of 姿 in the complex k plane(solid lines represent

the real parts while the dashed lines for the imaginary parts, the saddle points stands

for the modes with zero group velocity)

在图 5 中,绝对增长率和薄膜厚度、Hamaker 常数的依赖关系表明,当不考虑分子间作用
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力时,在 0 < 琢 < 0. 565 的范围内存在绝对不稳定区域;而对于 0. 565 < 琢 < 1 时,流动为对流

不稳定. 在临界值 琢 = 0. 565 处,随着薄膜的相对厚度变小,流动从绝对不稳定过渡到对流不稳

定,如果考虑 van der Waals 力的影响,绝对增长率的实部 姿0r 会随着 Hamaker 常数的增大而上

升,尤其是对于 琢较大时的薄膜. 对于 A > 6. 5 伊 10 -4 时,流动对于任意的 琢都为绝对不稳定.
如果 0 < A < 6. 5 伊 10 -4,可以发现两个 琢的临界值,这意味着对于一定范围内的 琢 值,薄膜流

动存在对流不稳定,即如果给定 Hamaker 常数,则只有中间厚度的薄膜才是对流不稳定的. 较
厚薄膜的绝对不稳定是由于表面张力引起的,而 van der Waals 力使得较薄的液膜产生绝对不

稳定性.

图 5摇 当 Bo = 0. 2 时对于不同的 Hamaker 图 6摇 不同 Bond 数 Bo 和 琢 时绝对和

常数绝对增长率随着 琢 的变化 对流不稳定区域的过渡曲线

Fig. 5摇 Variation of absolute growth rate with Fig. 6摇 Transitional curves of absolutely and

琢 for different Hamaker constant convectively unstable region dependent

when Bo = 0. 2 on the Bond number Bo and 琢

图 6 显示了不同 Bond 数 Bo 和 Hamaker 常数 A 下, 绝对与对流不稳定的过渡曲线. 这些

曲线是利用色散关系式(10)确定鞍点,然后利用延拓方法来得到的. 如前面所述, van der
Waals 力会促使流动变为绝对不稳定. 随着 Bond 数的增加, 即表面张力的影响相对外力显著

的变小会缩小绝对不稳定区域, 这表明表面张力会促进绝对不稳定的发展, 而外力会起到相

反的作用.

3摇 结摇 摇 论

本文将前人关于薄膜沿柱状纤维下落的理论模型推广到考虑分子间作用的情况,并对时

间模式和绝对 /对流不稳定性进行了研究. 本文采用的数学简化模型主要的假设是基于薄膜厚

度远小于特征毛细长度. 通过分析色散关系来阐述薄膜相对厚度、圆柱面曲率、van der Waals
力、表面张力等因素对流动的影响. 结果发现随着薄膜相对厚度的减小,纤维表面曲率的影响

将导致线性增长率下降,而同时 van der Waals 力却使最不稳定模态的增长率和波数增大了,
这两者之间的竞争使得增长率随薄膜相对厚度的变化是非单调的.

为了考察流动的时空稳定性,我们在波数的复平面内,通过寻找鞍点来确定绝对增长率.
对于不同物理参数的流动情况,通过确定绝对增长率的临界值,利用延拓方法绘制了不同参数
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下流动绝对或对流不稳定的区域. 结果表明,外驱动力倾向于产生对流不稳定的流动,而 van
der Waals 力和表面张力有助于加强流动的绝对不稳定性. 实际上,表面张力在液膜较厚时作

用明显,而 van der Waals 力在很薄的液膜中占主导地位. 当 Hamaker 常数较小时,对于中间厚

度的液膜可以存在对流不稳定区域.
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Linear Instability of Ultra鄄Thin Liquid Films Flowing
Down a Cylindrical Fibre

ZHAO Lu鄄hai鄄bo,摇 HU Guo鄄hui,摇 ZHOU Zhe鄄wei
(Shanghai Key Laboratory of Mechanics in Energy Engineering,Shanghai Institute of

Applied Mathematics and Mechanics, Shanghai University, Shanghai 200072, P. R. China)

Abstract: The stability characteristics of an ultra鄄thin layer of viscous liquid flowing down a cy鄄
lindrical fibre were investigated by linear theory. The film with a thickness less than 100 nm
was driven by an external force, and under the influence of van der Waals forces. Results show
that when the relative film thickness decreases, the curvature of the fibre depresses the devel鄄
opment of the linear perturbations, whereas the van der Waals forces promote instabilities.
This competition results in a non鄄monotonous dependence of the growth rate on the relative
film thickness. The critical curves are also obtained to describe the transition from absolute to
convective instability, which demonstrates that the van der Waals forces have the role of enlar鄄
ging the absolutely unstable region. Furthermore, the surface tension is benefitial for the devel鄄
opment of the absolute instability, whereas the external force plays an opposite effect.

Key words: cylindrical fibre; ultra鄄thin films; van der Waals force; stability
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