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带裂纹三点弯曲试样的动态
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摘要:摇 提出了计算带单边裂纹三点弯曲试样动态应力强度因子的新方法. 首先由权函数的普遍

形式和两种参考载荷下的应力强度因子,得到了带单边裂纹三点弯曲试样的权函数,然后考虑试

样的转动惯性和剪切变形,根据振动理论推导出无裂纹梁内的动应力响应和分布,最后由权函数

的思想推导出了带裂纹三点弯曲试样动态应力强度因子公式. 通过有限元数值计算,验证了该方

法的正确性,结果比较表明公式具有较高的精度. 另外,还研究了冲击载荷下三点弯曲试样的动态

应力强度因子随裂纹长度和加载速率的变化规律.

关摇 键摇 词:摇 裂纹;摇 动态应力强度因子;摇 权函数法;摇 三点弯曲试样;摇 加载速率

中图分类号:摇 O346. 1; O347. 1摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2011. 02. 007

引摇 摇 言

在动态断裂力学的理论分析和实验研究中,普遍采用三点弯曲试样. 在动态断裂问题的研

究中,由于要考虑惯性效应和应力波传播效应,使问题变得更加复杂. 所以,即使像三点弯曲梁

这样简单的试样,其裂纹尖端的动态应力强度因子解析解至今也还未得到. 当然,可以利用有

限元法或边界元法对试样进行完全的动态分析,以得到动态应力强度因子的响应规律,但这种

方法要花费大量的机时进行计算,不便于实验结果的实时处理. 另外,也可以采用动光弹或焦

散线等光学的方法来确定动态应力强度因子的变化历史,但这种方法对非光学材料的测试存

在许多困难,且需要昂贵的光学仪器[1鄄3] .
针对上面的情况,人们发展了一些动态应力强度因子的近似解法,以满足三点弯曲试样的

理论和实验工作需要. 例如,Nash[4]给出的凹槽梁试样动态应力强度因子的经典模型,由于没

有考虑冲击速度对试样中点位移的影响,仅适用于低速冲击. Williams[5] 和李玉龙等[6] 给出了

单自由度的弹簧质量模型公式,该方法使计算大为简化,但是没有考虑试样的转动惯性和剪切

变形的影响. 刘瑞堂、姜春风等研究者[1,7]考虑了冲击速度、梁的转动惯性和剪切变形影响,给
出了一个带裂纹凹槽梁试样的动态应力强度因子公式,但公式仍然是建立在单自由度模型的

基础上.
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不同于上述的研究,本文采用权函数理论给出了计算跨中带裂纹三点弯曲试样的动态应

力强度因子的新方法,并且研究了不同加载速率下动态应力强度因子的变化规律性.

1摇 冲击载荷下带裂纹三点弯曲试样动态应力强度因子的权函数法

对于二维问题, 如果带裂纹深度为 a 的线弹性结构, 在某一对称的载荷系统下玉型裂纹

的应力强度因子Kr 和裂纹面上的张开位移Ur 均是已知量. 那么该弹性结构体在其它对称的载

荷系统下,裂纹尖端处的应力强度因子 Knew 可由下式得到[8鄄9]

摇 摇 Knew = 乙 a

0
滓newh(a,x)dx, (1)

其中, 滓new 为该弹性体无裂纹时在 Knew 相关的载荷下裂纹面部位处的应力;h(a,x) 称为权函

数,其计算式

摇 摇 h(a,x) = H
鄣Ur

鄣a
1
Kr

, (2)

式中,系数 H,在平面应力时 H = E,平面应变时 H = E / (1 - 滋2);E和 滋 分别为材料的弹性模量

和 Poisson 比.
Glinka 和 Shen 提出,对于各种一维的玉型裂纹问题,权函数可采用下述的近似表达

式[10]:

摇 摇 h(a,x) = 2
2仔 a - x

1 + M1 1 - x( )a
1 / 2

+ M2 1 - x( )a
+ M3 1 - x( )a

3 /

[ ]
2

, (3)

式中, Mi( i = 1,2,3) 为参数,只取决于裂纹体自身的几何结构.
由式(3)可知,求解带裂纹某一几何结构的权函数,就转化为确定参数Mi( i = 1,2,3) 的问

题. Fett 等[11]指出单边裂纹问题,由于在裂纹开口位置表面处无应力,相应裂纹口处裂纹面的

曲率为 0. 故在 x = 0 处,权函数的二阶导数为 0:

摇 摇 鄣2h(a,x)
鄣x2

x = 0

= 0, (4)

可以导出 M2 = 3[11鄄12] . 由式(4),三点弯曲试样的权函数可以表示为

摇 摇 h(a,x) = 2
仔 (a - x) -1 / 2 +

M1

a
+ 3

a (a - x) 1 / 2 +
M3

a3 / 2 (a - xé

ë
êê

ù

û
úú) . (5)

本文选取均布载荷(如图 1)和线性减少载荷(如图 2)作为两种参考载荷,来确定未知参

数 M1 和 M3 .

摇 摇 滓r1(x) = 滓0, 滓r 2(x) = 滓0 1 - 2
W( )x , (6)

式中, 滓0 为某一给定值.
如图 1,在均布载荷 滓r1 下,裂纹尖端处的应力强度因子为[13]

摇 摇 Kr1 = 琢滓0 仔a , (7)
式中,系数 琢 为

摇 摇 琢 = 1. 12 + - 0. 231 a( )W
+ 10. 55 a( )W

2
- 21. 72 a( )W

3
+ 30. 39 a( )W[ ]

4
.

如图 2,在线性变化载荷 滓r 2 下,裂纹尖端处的应力强度因子为[13]

摇 摇 Kr 2 = F滓0 仔a , (8)
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图 1摇 均布载荷下带裂纹梁示意图 图 2摇 线性变化载荷下带裂纹梁示意图

Fig. 1摇 Constant crack face Fig. 2摇 Linearly decreasing crack face
pressure stress field pressure stress field

式中,系数 F 为

摇 摇 F = 1. 122 - 1. 40 a( )W
+ 7. 33 a( )W

2
- 13. 08 a( )W

3
+ 14. 0 a( )W

4
.

把式(5)和(6)代入式(1),有

摇 摇 Kr1 = 乙 a

0
滓r1h(a,x)dx =

摇 摇 摇 摇 2
仔 滓0 4 a + M1 a +

M3

2
é
ë
êê

ù
û
úúa , (9)

摇 摇 Kr 2 = 乙 a

0
滓r 2h(a,x)dx =

摇 摇 摇 摇 2
仔 滓0 1 - 2a( )W

4 a + 56
15W a3 /[ ]2 + M1

2
仔 滓0 1 - 2a( )W

a + a3 / 2

[ ]W +

摇 摇 摇 摇 M3
2
仔 滓0 1 - 2a( )W

a
2 + 2

3W a3 /é

ë
êê

ù

û
úú

2 . (10)

引入下列符号:

摇 摇

A1 = 2
仔 4 a , B1 = 2

仔 a , C1 = 2
仔

a
2 ,

D1 = 仔 1. 12a1 / 2 - 0. 231
W a3 / 2 + 10. 55

W 2 a5 / 2 - 21. 72
W 3 a7 / 2 + 30. 39

W 4 a9 /( )2 ,

A2 = 2
仔 1 - 2a( )W

4 a + 56
15W a3 /[ ]2 , B2 = 2

仔 1 - 2a( )W
a + a3 / 2

[ ]W ,

C2 = 2
仔 1 - 2a( )W

a
2 + 2

3W a3 /é

ë
êê

ù

û
úú

2 ,

D2 = 仔 1. 122a1 / 2 - 1. 4
W a3 / 2 + 7. 33

W 2 a5 / 2 - 13. 08
W 3 a7 / 2 + 14. 0

W 4 a9 /( )2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(11)

图 3摇 跨中带裂纹三点弯曲试样的示意图

Fig. 3摇 Three鄄point bending beam containing
crack in the middle section

把式(7)和(8)代入式(9)和(10),可得

M1 =
(D1 - A1)C2 - (D2 - A2)C1

B1C2 - B2C1
,

M2 = 3,

M3 =
(D1 - A1)B2 - (D2 - A2)B1

B2C1 - B1C2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(12)

将式(12)代入式(5),可以得跨中带裂纹三点弯

曲试样的权函数 h(a,x) .
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根据权函数的理论,图 3 所示带裂纹三点弯曲试样的动态应力强度因子可以表示成如下

的形式[8,14]:

摇 摇 K1d(a,t) = 乙 a

0
滓d(x,t)h(a,x)dx, (13)

其中, 滓d(x,t) 表示冲击载荷下无裂纹梁在对应裂纹位置处动应力的响应和分布.

2摇 冲击载荷下无裂纹三点弯曲试样的动态响应

冲击载荷下,无裂纹三点弯曲试样如图 4. 根据振动理论,考虑试样的转动惯性和剪切变

形,简支梁的固有频率 棕r 的方程和梁的振型函数 准r 可以表示为[15]

摇 摇
EI i仔( )L

4
- 籽A棕2

r - 籽I 1 + E( )kG
i仔( )L

2
棕2

i +
籽2 I棕4

r

kG = 0,

准r(y) = sin r仔y
L 摇 摇 ( r = 1,2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,…),

(14)

式中, E,G 和 籽 分别为材料的弹性模量、剪切弹性模量和密度;L,A 和 I 分别为梁的跨度、截面

积和横截面对中心主轴的惯性矩;k 为截面形状的常数,对于矩形截面,k = 2 / 3.

图 4摇 冲击载荷下三点弯曲试样示意图

Fig. 4摇 Three鄄point bend specimen under impact load

由振型函数 准r(y) ( i = 1,2,…) 的正则化,
可得

摇 摇 琢2
r 乙 L

0
籽A准2

r(y)dy = 1摇 摇 ( r = 1,2,…) .

(15)
将式(14)代入式(15),则有

摇 摇 琢2
r = 1 籽A 乙 L

0
sin2 r仔y

L d( )y = 2
籽AL .

正则化的振型函数为

摇 摇 Yr(y) = 2
籽AL sin r仔y

L 摇 摇 ( r = 1,2,…) . (16)

作用于跨中截面处的动载荷 F( t) 可表示为

摇 摇 f(y,t) = F( t)啄(y - y1), (17)
式中, 啄(y - y1) 为 Dirac delta 函数, y1 = L / 2.

广义坐标 qr( t) 下的运动微分方程,可表示为

摇 摇 q咬 r( t) + 棕2
r q·r( t) = Qr( t), (18)

其中, Qr( t) 为广义力:

摇 摇 Qr( t) = 乙 t

0
f(y,t)Yr(y)dy = 2

籽AL 乙
t

0
F( t)啄(y - y1)sin

t仔y
L dy =

摇 摇 摇 摇 2
籽AL F( t)sin

r仔y1

L . (19)

方程(18)的解可以写成如下的形式:

摇 摇 qr( t) = 1
棕r
乙 t

0
Qr(子)sin 棕r( t - 子)d子 + qr 0cos 棕r t +

q·r 0

棕r
sin 棕r t, (20)

式中, qr 0 和 q·r 0 分别表示广义坐标和广义速度的初始值.
qr 0 和 q·r 0 取值为 0 时,可以得到
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摇 摇 qr( t) = 1
棕r
乙 t

0
Qr(子)sin 棕r( t - 子)d子 =

摇 摇 摇 摇 1
棕r

2
籽AL 乙

t

0
F(子)sin

r仔y1

L sin 棕r( t - 子)d子 . (21)

根据振型叠加法,系统位移的响应为

摇 摇 w(y,t) = 移
¥

r = 1
Yr(y)qr( t) =

摇 摇 摇 摇 2
籽AL移

¥

r = 1

1
棕r

sin r仔y
L 乙 t

0
F(子)sin

r仔y1

L sin 棕r( t - 子)d子 . (22)

梁截面的弯矩可表示为

摇 摇 M(y,t) = EIW 义(y,t) . (23)
最后,梁的跨中截面处的动应力响应可以表示为

摇 摇 滓d(x,t) = M(y,t)(x - W / 2)
I y = L / 2

. (24)

3摇 数 值 算 例

如图 5 所示,跨中带裂纹三点弯曲试样受斜坡载

图 5摇 斜坡加载示意图

Fig. 5摇 The ramp load changing with time

荷作用. 在计算中,取定梁的跨度 L = 1. 5 m,高度W =
0. 1 m, 材料的密度 籽 = 7 800 kg / m3, 弹性模量 E =
200 GPa, 载荷 F0 = 5 kN .

摇 摇 F( t) =
F0

t1
t摇 摇 (0 臆 t 臆 t1),

F0 摇 摇 ( t > t1)
{

.
(25)

将式(25)代入式(12),可得斜坡加载下三点弯

曲试样的动态应力强度因子为

摇 摇 K1d(a,t) = 乙 a

0
滓d( t)h(a,x)dx =

摇 摇 摇 摇

-
2 2 F0E仔3 / 2

籽AL3 t1
移

¥

r = 1

r2仔2

棕2
r

sin2 仔r
2 t -

sin 棕r t
棕

æ
è
ç

ö
ø
÷

r

伊

摇 摇 a3 / 2 4
3 + 1

2 M1 + 4
15 M2 + 1

6 M( )3[ -

摇 摇 W a 1 + 1
2 M1 + 1

3 M2 + 1
4 M( ) ]3 摇 摇 (0 臆 t 臆 t1),

-
2 2 F0E仔3 / 2

籽AL3 移
¥

r = 1

r2仔2

棕2
r

sin2 仔r
2 1 + 1

棕r t1
[sin 棕r( t - t1) - sin 棕r t{ }] 伊

摇 摇 a3 / 2 4
3 + 1

2 M1 + 4
15 M2 + 1

6 M( )3[ -

摇 摇 W a 1 + 1
2 M1 + 1

3 M2 + 1
4 M( ) ]3 摇 摇 ( t > t1)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(26)

首先根据式(14),本文取了梁的前面 8 阶振动频率 棕i( i = 1,2,…,8) 进行计算,梁的第一

振型周期 T1 = 2仔 / 棕1 = 0. 009 8 s . 为了便于分析,跨中带裂纹三点弯曲试样在静载 F0 = 5 kN
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下的应力强度因子 K1st, 列于表 1.
表 1摇 不同裂纹深度下的 K1st

Table1摇 K1st versus the depth of crack

a / W 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5

K1st / (MPa·m1 / 2) 5. 20 7. 42 9. 69 12. 52 15. 80

摇 摇 从图 5 可知,当 t1 = 0 时,加载即为阶跃载荷情况. 本文分别计算了阶跃载荷下裂纹深度

a / W = 0. 1, 0. 2, 0. 3, 0. 4 和 0. 5 情况下动态应力强度因子的响应历程,分别如图 6 ~ 图 8 所

示.

图 6摇 阶跃载荷下 a / W = 0. 1 的 K1d 图 7摇 阶跃载荷下 a / W = 0. 2 的 K1d

Fig. 6摇 Response of dynamic stress intensity Fig. 7摇 Response of dynamic stress intensity
factor for a / W = 0. 1 factor for a / W = 0. 2

图 8摇 阶跃载荷下 a / W 的 K1d 图 9摇 斜坡载荷下不同加载速率下的 K1d

Fig. 8摇 Response of dynamic stress intensity factor Fig. 9摇 Response of dynamic stress intensity
with different depth of cracks factor with loading rates

由图 6 和图 7 可见,本文由权函数方法得到三点弯曲试样的动态应力强度因子的响应与

ANSYS11. 0 有限元程序计算结果符合较好,本文采用的动态应力强度因子计算公式具有较好

的精度.
由以上可以看出,阶跃载荷作用下三点弯曲试样内动态应力强度因子 K1d,围绕着相应的

静载值 K1st 随时间 t 周期性变化. 计算表明,动态应力强度因子 K1d 的峰值大约出现在 T1 / 2,
3T1 / 2,…, (2n + 1)T1 / 2(n = 0,1,2,…) 的时刻,变化周期与梁的第一振型周期 T1 接近,裂纹

深度对动态应力强度因子 K1d 的峰值出现时间影响不大. 在不同裂纹深度下,动态应力强度因

子的极小值近似为 0. 随着裂纹深度 a / W 的增加,K1d 的峰值显著增加;动态应力强度因子 K1d
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的极大值明显高于静载下结果,约为静载下应力强度因子 K1st 的 2 倍.
最后,本文研究了斜坡载荷情况下加载速率对动态应力强度因子的影响. 计算中裂纹深度

取为 a / W = 0. 1,载荷F0 = 5 kN . 由图5可知,加载速率随着时间 t1 的增加而减小. 由图9可见,
当斜坡加载的速率非常大时,动态应力强度因子与阶跃载荷下的结果接近. 随着加载速率的减

小或 t1 的增加,动态应力强度因子峰值出现的时间逐渐向后延迟,振幅随加载速率的降低而急

剧减小. 研究表明,加载速率对三点弯曲试样早期阶段的动态应力强度因子具有很大的影响.

4摇 结摇 摇 论

本文根据权函数法,提出了冲击载荷下三点弯曲试样动态应力强度因子新的计算公式. 跨
中带单边裂纹三点弯曲试样的权函数是建立在普遍形式的基础上. 通过与动态有限元的结果

比较表明,本文所给出的公式具有良好的计算精度. 权函数方法是一种计算冲击载荷下三点弯

曲试样动态应力强度因子的有效手段.
在此基础上,本文研究了动态应力强度因子早期阶段的变化规律. 算例分析表明,冲击载

荷下的动态应力强度因子 K1d 随时间作周期性变化,裂纹深度和加载速率对三点弯曲试样的

动态应力强度因子有很大的影响.
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Analysis of Dynamic Stress Intensity Factors of
Three鄄Point Bend Specimen Containing Crack

CHEN Ai鄄jun,摇 CAO Jun鄄jun
(School of Sciences, Nanjing University of Science and Technology,

Nanjing 210094, P. R. China)

Abstract: A new formula was produced to calculate dynamic stress intensity factors of three鄄
point bend specimen containing a single edge crack. Firstly, the weight function for three鄄point
bend specimen containing a single edge crack was derived from a general weight function form
and two reference stress intensity factors. The coefficients of the weight function were given.
Secondly, the history and distribution of dynamic stresses in unflawed three鄄point bend speci鄄
men which takes account of the effects of rotator inertia and shear deformation were inferred
according to vibration theory. Finally, the dynamic stress intensity factor equations for three鄄
point bend specimen with a single edge crack subjected to impact loadings were obtained by
weight function method. The new formula was verified by the comparison with the numerical
results of FEM( finite element method) . Good agreement was achieved. And the law of dynam鄄
ic stress intensity factors of three鄄point bend specimen under impact loadings changing with
crack depths and loading rates was studied.

Key words: cracks; dynamic stress intensity factors; weight function method; three鄄point
bend specimen; loading rate
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