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摘要:摇 在自反 Banach 空间内引入和研究了一类新的涉及广义混合似变分不等式问题的广义混合

平衡问题组(SGMEP). 首先,为了求解 SGMEP,引入了一类辅助广义混合平衡问题组(SAGMEP).
在没有任何强制条件的相当温和假设下, 对 SAGMEP 证明了解的存在性和唯一性. 其次, 利用辅

助原理技巧,对求解 SGMEP 建议和分析了一类新的迭代算法. 最后,在没有任何强制条件的相当

温和假设下,证明了由算法生成的迭代序列的强收敛性. 这些结果改进、统一和推广了这一领域内

某些最近结果.
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引摇 摇 言

熟知混合平衡问题和混合似变分不等式问题是各种平衡问题和变分不等式问题的重要和

有用的推广,并且有很多有意义的应用. 在平衡问题和变分不等式问题的理论中,发展有效和

可实施的迭代算法是有趣和重要的. 我们观察到投影方法和它的变形已不能应用于构造求解

混合平衡问题和混合似变分不等式问题的迭代算法. 这一事实促使很多作者分别在 Hilbert 空
间和 Banach 空间内去发展辅助原理技巧,并用来研究各种混合平衡问题和混合似变分不等式

问题解的存在性和算法. 详情可参见文献[1-12]和其中的参考文献.
在本文中,我们在自反 Banach 空间内引入和研究了一类新的涉及广义混合似变分不等式

问题的广义混合平衡问题组(SGMEP). 首先,为求解 SGMEP 引入了一类涉及广义混合似变分

不等式问题的广义辅助混合平衡问题组(SAGMEP),并且在自反 Banach 空间内和在没有任何

强制条件的相当温和假设下,证明了 SAGMEP 的解的存在性和唯一性. 其次,利用辅助原理技

巧,对求解 SGMEP 建议和分析了一类新的迭代算法. 最后,在没有任何强制条件的相当温和

假设下,证明了由算法生成的迭代序列的强收敛性. 这些结果改进、统一和推广了这一领域内
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某些最近结果.

1摇 预 备 知 识

设 B 是一具有对偶空间 B* 的 Banach 空间,椰·椰 表 B 和 B* 的范数,掖·,·业 表 B* 和 B
之间的广义对偶对和 C是 B 的非空闭凸子集. 令 CB(B*) 表 B* 的一切有界闭子集的族和 R =
( - 肄, + 肄) . 设 H(·,·) 是 CB(B*) 上由下式定义的 Hausdorff 距离:

摇 摇 H(A,D) = {max sup
a沂A

d(a,D);sup
d沂D

d(A,d }) ,摇 摇 坌A,D 沂 CB(B*),

其中摇 摇 d(a,D) = inf
d沂D

椰a - d椰, d(A,d) = inf
a沂A

椰a - d椰 .

定义 1. 1摇 称实值二元函数 F:C 伊 C 寅 R 是

蚵 单调的,如果

摇 摇 F(x,y) + F(y,x) 臆 0,摇 摇 坌x,y 沂 C;
蛎 琢鄄 强单调的,如果存在 琢 > 0 使得

摇 摇 F(x,y) + F(y,x) 臆- 琢椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 K;
蚰 啄鄄Lipschitz 连续的,如果存在 啄 > 0 使得

摇 摇 | F(x,y) | 臆 啄椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 C .

注 1. 1摇 显然, F 的强单调性藴含 F 的单调性.

定义 1. 2摇 设 浊:B 伊 B 寅 B 和 g:B 寅 B* 是单值映射.
蚵 称 浊 在第一自变量是仿射的,如果

摇 摇 浊(茁x + (1 - 茁) z,y) = 茁浊(x,y) + (1 - 茁)浊( z,y),摇 摇 坌茁 沂 [0,1]; x,y,z 沂 B;
蛎 称 浊 是 子鄄Lipschitz 连续的,如果存在常数 子 > 0 使得

摇 摇 椰浊(x,y)椰 臆 子椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 B;
蚰 称 g 是 姿鄄 强单调的,如果存在 姿 > 0 使得

摇 摇 掖g(x) - g(y),(x - y)业 逸 姿椰x - y椰2,摇 摇 坌x,y 沂 B;
蚺 称有界线性算子 g:B 寅 B*是 姿鄄 强正的,如果存在 姿 > 0 使得

摇 摇 掖g(x),x业 逸 姿椰x椰2,摇 摇 坌x 沂 B .

注1. 2摇 显然,如果 g:B寅 B* 是一 姿鄄强正有界线性算子,则 g 是 姿鄄强单调的和椰g椰鄄Lipschitz连续的,
其中 椰g椰 是 g 的算子范数.

定义 1. 3摇 称二元函数 渍: B 伊 B 寅 R 是旋转对称的,如果

摇 摇 渍(x,x) - 渍(x,y) - 渍(y,x) + 渍(y,y) 逸 0,摇 摇 坌x,y 沂 B .
旋转对称二元函数具有与凸函数的二阶导数的非负性和梯度的单调性相类似的性质. 对

旋转对称二元函数的性质和应用,可参见文献[13].
定义 1. 4摇 设 {I = 1, }2 是一指标集和对每一 i沂 I,令 B i 是具有对偶空间 B*

i 的 Banach
空间,椰·椰i 表示 B i 和 B*

i 的范数,掖·,·业 i 表 B*
i 和 B i 之间的广义对偶对和 C i 是 B i 的一闭凸

子集. 对每一 i 沂 I,令 Ti:C i 寅 CB(B*
i ) 是一集值映射和 Ni:B*

1 伊 B*
2 寅 B*

i 是一单值映射.
蚵 称 Ti 是 ki鄄Lipschitz 连续的,如果存在 ki > 0 使得

摇 摇 H i(Ti(x),Ti(y)) 臆 ki椰x - y椰i,摇 摇 坌x,y 沂 C i;
蛎 称 Ni 是(茁 i,孜 i) 鄄 混合 Lipschitz 连续的,如果存在 茁 i,孜 i > 0 使得

摇 摇 椰Ni(u1,v1) - N(u2,v2)椰i 臆
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摇 摇 摇 摇 茁 i椰u1 - u2椰1 + 孜 i椰v1 - v2椰2,摇 摇 坌(u1,v1),(u2,v2) 沂 B*
1 伊 B*

2 .
下面结果是 Ding 和 Tan 的文献[14]的定理 1 的特殊情形(也见 Ding 的文献[12]的引理

2. 2).
引理 1. 1摇 设 C 是一拓扑矢量空间的非空凸子集和设 f:C 伊 C 寅 [ - 肄, + 肄] 使得

蚵 对每一 x 沂 C, f(x,x) 逸 0;
蛎 对每一 y 沂 C,x f(x,y) 在 C 的每一非空紧子集上是上半连续的;
蚰 对每一 x 沂 C,y f(x,y) 是凸的;
蚺 存在 C 的非空紧子集 K 和 y 沂 K 使得

摇 摇 f(x,y) < 0,摇 摇 坌x 沂 C \K,
则存在一点 x 沂 K 使得

摇 摇 f(x,y) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .
引理 1. 2[15] 摇 设 E 是一完备距离空间,T:E 寅 CB(E) 是一集值映射. 则对任给 着 > 0 和

任给 x,y 沂 E 和 u 沂 Tx,存在 v 沂 Ty 使得

摇 摇 d(u,v) 臆 (1 + 着)H(Tx,Ty) .
除非另外陈述,在全文中,我们假设对每一 i 沂 I,令 C i 是 B i 的一非空闭凸子集具有 intC i

屹 覫,令 Ti:C1 寅 CB(B*
1 ) 和 Ai:C2 寅 CB(B*

2 ) 是集值映射,Ni:B*
1 伊 B*

2 寅 CB(B*
i ) 和 浊 i:B i

伊 B i 寅 B i 是单值映射,F i:C i 伊 C i 寅 R 和 渍 i: B i 伊 B i 寅 R 是两个二元函数,和令 棕 i 沂 B*
i . 我

们将考虑下面的涉及广义混合似变分不等式问题的广义混合平衡问题组(SGMEP):寻求(x1,
x2) 沂 C1 伊 C2,(u1,v1) 沂 T1(x1) 伊 A1(x2) 和(u2,v2) 沂 T2(x1) 伊 A2(x2) 使得

摇 摇

F1(x1,y1) + 掖N1(u1,v1) - 棕1,浊1(y1,x1)业 1 +
摇 摇 渍1(x1,y1) - 渍1(x1,x1) 逸 0,摇 摇 坌y1 沂 C1,
F2(x2,y2) + 掖N2(u2,v2) - 棕2,浊2(y2,x2)业 2 +
摇 摇 渍2(x2,y2) - 渍2(x2,x2) 逸 0,摇 摇 坌y2 沂 C2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(1)

特殊情形

髣 如果 F1 以 F2 以0, 则 SGMEP(1)退化为下面的广义混合似变分不等式问题组(SGMV鄄
LIP):寻求 (x1,x2) 沂 C1 伊 C2,(u1,v1) 沂 T1(x1) 伊 A1(x2) 和(u2,v2) 沂 T2(x1) 伊 A2(x2) 使得

摇 摇
掖N1(u1,v1) - 棕1,浊1(y1,x1)业 1 + 渍1(x1,y1) - 渍1(x1,x1) 逸 0,摇 摇 坌y1 沂 C1,
掖N2(u2,v2) - 棕2,浊2(y2,x2)业 2 + 渍2(x2,y2) - 渍2(x2,x2) 逸 0,摇 摇 坌y2 沂 C2

{ ;
(2)

髤 如果对每一 i沂 I,令 C i = B i和 渍 i(x,y) = bi(x,y) 对一切(x,y) 沂B1 伊 B2,则 SGMVLIP
(2)退化为下面的广义混合似变分不等式问题组(SGMVLIP):寻求 (x1,x2) 沂 B1 伊 B2,(u1,
v1) 沂 T1(x1) 伊 A1(x2) 和(u2,v2) 沂 T2(x1) 伊 A2(x2) 使得

摇 摇
掖N1(u1,v1) - 棕1,浊1(y1,x1)业 1 + b1(x1,y1) - b1(x1,x1) 逸 0,摇 摇 坌y1 沂 B1,
掖N2(u2,v2) - 棕2,浊2(y2,x2)业 2 + b2(x2,y2) - b2(x2,x2) 逸 0,摇 摇 坌y2 沂 B2

{ ,
(3)

其中 bi: B i 伊 B i 寅 R 满足下面条件:
(a) bi 在第一自变量是线性的;
(b) bi 是有界的,即存在常数 酌 i > 0 使得

摇 摇 bi(ui,vi) 臆 酌 i 椰ui椰i椰vi椰i,摇 摇 坌ui,vi 沂 B i;
(c) bi(ui,vi) - bi(ui,w i) 臆 bi(ui,vi - w i),摇 摇 坌ui,vi,w i 沂 B i;
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(d) bi 在第二自变量是凸的.
SGMVLIP(3)已由 Ding 和 Wang [11] 在自反 Banach 空间内引入和研究;

髥 如果对每一 i 沂 I,令 B i = B*
i = Hi 是一 Hilbert 空间,对每一(x,y) 沂 H1 伊 H2,Ti(x) =

x,Ai(y) = y 和 棕 i = 0, 则 SGMVLIP(3)退化为下面问题:寻求 (x1,x2) 沂 H1 伊 H2 使得

摇 摇
掖N1(x1,x2),浊1(y1,x1)业 1 + b1(x1,y1) - b1(x1,x1) 逸 0,摇 摇 坌y1 沂 H1,
掖N2(x1,x2),浊2(y2,x2)业 2 + b2(x2,y2) - b2(x2,x2) 逸 0,摇 摇 坌y2 沂 H2

{ .
(4)

问题(4)已由 Kazmi 和 Khan[8]在 Hilbert 空间内引入和研究;
髧 如果对每一 i沂 I,令 B i = B,C i = C,F i 以 F,Ni 以 N,Ti 以 T,Ai 以 A,浊 i 以 浊 和 渍 i 以 渍,

则 SGMEP(1)退化为下面的涉及广义似变分不等式问题的广义混合平衡问题(GMEP):寻求 x
沂 C 和(u,v) 沂 T(x) 伊 A(x) 使得

摇 摇 F(x,y) + 掖N(u,v) - 棕,浊(y,x)业 + 渍(x,y) - 渍(x,x) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C; (5)
髨 如果 F以0, 则 GMEP(5)退化为下面的广义混合似变分不等式问题(GMVLIP):寻求 x

沂 C 和(u,v) 沂 T(x) 伊 A(x) 使得

摇 摇 掖N(u,v) - 棕,浊(y,x)业 + 渍(x,y) - 渍(x,x) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (6)
GMVLIP(6)和它的特殊情形已被 Ding [4鄄6] 及 Ding 和 Yao[7] 在自反 Banach 空间内引入和研

究;
髩 如果 N 以0 和 棕 = 0, 则 GMEP(5)退化为下面混合平衡问题(MEP):寻求 x 沂 C 使得

摇 摇 F(x,y) + 渍(x,y) - 渍(x,x) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (7)
MEP(7)和它的特殊情形已由很多作者引入和研究,参见文献[1鄄3,12]和其中的参考文献.

简言之,对 B i,B*
i ,F i,Ni,浊 i,棕 i,Ti,Ai 和 渍 i( i = 1,2) 的适当选取,容易看出 SGMEP(1)包

含了很多作者分别在 Hilbert 空间和 Banach 空间内引入和研究的广义混合平衡问题组、广义

混合似变分不等式问题组、广义混合平衡问题和广义混合似变分不等式问题作为特殊情形,见
文献[1鄄12]和其中的参考文献.

2摇 辅助问题和算法

我们考虑下面涉及广义混合似变分不等式问题的辅助广义混合平衡问题组(SAGMEP):
对给定的 (x1,x2) 沂C1 伊 C2,(u1,v1) 沂 T1(x1) 伊 A1(x2) 和(u2,v2) 沂 T2(x1) 伊 A2(x2),求( z1,
z2) 沂 C1 伊 C2使得对每一 i 沂 I,

摇 摇 籽 i(F i( zi,yi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i(yi,zi)业 i + 渍 i( zi,yi) - 渍 i( zi,zi)) +
摇 摇 摇 摇 掖gi( zi - xi),yi - zi业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i, (8)

其中,对每一 i 沂 I,gi:B i 寅 B*
i 是一有界线性算子和 籽 i > 0 是一常数.

我们观察到如果 ( z1,z2) = (x1,x2) 是 SAGMEP(8)的一个解,则 (x1,x2,u1,v1,u2,v2) 也是

SGMEP(1)的一个解.
现在,我们证明 SAGMEP(8)的解的存在性和唯一性.
定理 2. 1摇 假设对每一 i 沂 I, 下列条件被满足:
蚵 F i 是单调和 啄 i鄄Lipschitz 连续的使得对每一 xi 沂 C i,F i(xi,xi) 逸0 和对每一 yi 沂 C i,xi

F i(xi,yi) 是弱上半连续的和对每一 xi 沂 C i,yi F i(xi,yi) 是凸的;
蛎 gi是 姿 i鄄 强正有界线性算子;
蚰 浊 i是 子 i鄄Lipschitz连续的,在第一自变量是仿射的和在第二自变量从弱拓扑到弱拓扑是

连续的使得
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摇 摇 浊 i(xi,yi) + 浊 i(yi,xi) = 0,摇 摇 坌xi,yi 沂 C i;
蚺 渍 i: B i 伊 B i 寅 R 是弱连续和旋转对称的使得对每一 zi 沂 B i,yi 渍 i( zi,yi) 是凸的.

则对每一给定的 (x1,x2) 沂C1 伊 C2,(u1,v1) 沂T1(x1) 伊 A1(x2) 和(u2,v2) 沂T2(x1) 伊 A2(x2),
SAGMEP(8)有唯一解.

证明摇 对每一 i沂 I 和给定的(x1,x2) 沂C1 伊 C2,(u1,v1) 沂 T1(x1) 伊 A1(x2) 和(u2,v2) 沂
T2(x1) 伊 A2(x2),定义一二元函数 f i: C i 伊 C i 寅 R 如下:

摇 摇 f i( zi,yi) = 籽 i(F i( zi,yi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i(yi,zi)业 i +
摇 摇 摇 摇 渍 i( zi,yi) - 渍1( zi,zi)) + 掖gi( zi - xi),yi - zi业 i . (9)

我们证明对每一 i沂 I, f i 在弱拓扑下满足引理1. 1的一切条件. 因为条件蚰藴含浊 i( zi,zi)= 0,
坌zi 沂 C i,由条件 蚵 ~ 蚰,我们有 f i( zi,zi) 逸 0,坌zi 沂 C i . 因为对每一 yi 沂 C i,zi F i( zi,yi)
是弱上半连续的,Ni(ui,vi) - 棕 i 沂 E*

i ,zi 浊 i(yi,zi) 从弱拓扑到弱拓扑是连续的,渍 i弱连续的

和 gi 是有界线性算子,由此推得对每一 yi 沂 C i,函数 zi f i( zi,yi) 也是弱上半连续的. 因为对

每一固定的 zi 沂 C i,函数 yi F i( zi,yi) 和 yi 渍( zi,yi) 是凸的,yi 浊 i(yi,zi) 是仿射的和 gi

是线性算子,由此推得对每一 zi 沂C i,函数 yi f i(yi,zi) 是凸的. 因为对每一 zi 沂C i,yi 寅渍( zi,
yi) 是凸的和弱连续的和 {int yi 沂 C i:渍 i(yi,yi) < }肄 = int(C i) 屹 覫,取 y*

i 沂 {int yi 沂 C i:
渍 i(yi,yi) < }肄 , 由 Pascall 和 Sburlan 的文献[16]中 27 页的命题, 渍 i(y*

i ,·) 在 y*
i 是次可微

的. 因此我们有

摇 摇 渍(y*
i ,zi) - 渍 i(y*

i ,y*
i ) 逸 掖 ri,zi - y*

i 业 i,摇 摇 坌ri 沂 鄣渍 i(y*
i ,·); zi 沂 C i .

注意到 渍 i 是旋转对称的,我们有

摇 摇 渍 i( zi,y*
i ) - 渍 i( zi,zi) 臆 渍 i(y*

i ,y*
i ) - 渍(y*

i ,zi) 臆
摇 摇 摇 摇 掖 ri,y*

i - zi业 i,摇 摇 坌ri 沂 鄣渍 i(y*
i ,·); zi 沂 C i . (10)

因为 F i 是 啄 i鄄Lipschitz 连续的,浊 i 是 子 i鄄Lipschitz 连续的和 gi 是 姿 i鄄 强正有界线性算子,由使用

式(10),我们有

摇 摇 f i(y*
i ,zi) = 籽(F i(y*

i ,zi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i(y*
i ,zi)业 i +

摇 摇 摇 摇 渍 i( zi,y*
i ) - 渍 i( zi,zi)) + 掖gi( zi - xi),y*

i - zi业 i 臆
摇 摇 摇 摇 籽( | F i(y*

i ,zi) | + 椰Ni(ui,vi) - 棕 i椰i椰浊 i(y*
i ,zi)椰i + 掖 ri,y*

i - zi业 i) -
摇 摇 摇 摇 掖gi(y*

i - zi),y*
i - zi业 i + 掖gi(y*

i - xi),y*
i - zi业 i 臆

摇 摇 摇 摇 籽(啄 i椰y*
i - zi椰i + 子 i椰Ni(ui,vi) - 棕 i椰i椰y* - zi椰i + 椰ri椰i椰y*

i - zi椰i) -
摇 摇 摇 摇 姿 i椰y*

i - zi椰2
i + 椰gi椰i椰y*

i - xi椰i椰y*
i - zi椰i =

摇 摇 摇 摇 - 椰y*
i - zi椰i[姿 i椰y*

i - zi椰i -
摇 摇 摇 摇 籽 i(啄 i + 子 i椰Ni(ui,vi) - 棕 i椰i + 椰ri椰i) - 椰gi椰i椰y*

i - xi椰i] . (11)
对每一 i 沂 I, 令

摇 摇 赘i =
籽 i(啄 i + 子 i椰Ni(ui,vi) - 棕 i椰i + 椰ri椰) + 椰gi椰i椰y*

i - xi椰i

姿 ,

摇 摇 K i {= zi 沂 C i:椰y*
i - zi椰i 臆 赘 }i ,

则对每一 i 沂 I,K i 是 C i 的弱紧凸子集并且 y*
i 沂 K i 和对每一 zi 沂 C i \K i,我们有 f i(y*

i ,zi) <
0. 因此,引理 1. 1 的所有条件被满足. 由引理 1. 1,对每一 i沂 I,存在 z*i 沂 C i 使得 f i( z*i ,yi) 逸
0,坌yi 沂 C i . 由 f i 的定义,我们得到

摇 摇 籽(F i( z*i ,yi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i(yi,z*i )业 i + 渍 i( z*i ,yi) - 渍 i( z*i ,z*i )) +
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摇 摇 摇 摇 掖gi( z*i - xi),yi - z*i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i . (12)
这就证明了 ( z*1 ,z*2 ) 是 SAGMEP(8)的一个解.

现在,我们证明 SAGMEP(8)的解是唯一的. 令
摇 摇 ( z1,z2),( z*1 ,z*2 )沂 C1 伊 C2

是 SAGMEP(8)的任意两个解,则对每一 i 沂 I, 我们有

摇 摇 籽 i(F i( zi,yi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i(yi,zi)业 i + 渍 i( zi,yi) - 渍1( zi,zi)) +
摇 摇 摇 摇 掖gi( zi - xi),yi - zi业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i, (13)
摇 摇 籽 i(F i( z*i ,yi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i(yi,z*i )业 i + 渍 i( z*i ,yi) - 渍 i( z*i ,z*i )) +
摇 摇 摇 摇 掖gi( z*i - xi),yi - z*i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i . (14)

在式(13)中令 yi = z*i 和在式(14) 中令 yi = zi 并且加这两个不等式,注意到 gi 是一线性算子,
我们得到

摇 摇 籽 i[ F i( zi,z*i ) + F i( z*i ,zi) + 掖Ni(ui,vi) - 棕 i,浊 i( z*i ,zi) + 浊 i( zi,z*i )业 i +
摇 摇 摇 摇 渍 i( zi,z*i ) - 渍1( zi,zi) + 渍 i( z*i ,zi) - 渍 i( z*i ,z*i )] 逸
摇 摇 摇 摇 掖gi( z*i - zi),z*i - zi业 i . (15)

因为 F i 是单调的,浊 i( zi,z*i ) + 浊 i( z*i ,zi) = 0,渍 i是旋转对称的和 gi 是 姿 i鄄 强正有界线性算子,
由式(15)推得

摇 摇 0 逸 掖gi( z*i - zi),z*i - zi业 i 逸 姿 i椰z*i - zi椰2 .
所以,我们必有

摇 摇 ( z1,z2) = ( z*1 ,z*2 ) .
这就完成了证明.

由使用定理 2. 1,我们能构造计算下面 SGMEP(1)的近似解的迭代算法.
算法 2. 1摇 对给定的 (x0

1,x0
2) 沂 C1 伊 C2,(u0

1,v01) 沂 T1(x0
1) 伊 A1(x0

2) 和(u0
2,v02) 沂 T2(x0

1)
伊 A2(x0

2), 由定理 2. 1,SAGMEP(8)有唯一解

摇 摇 (x1
1,x1

2) 沂 C1 伊 C2,
即对每一 i 沂 I, 有

摇 摇 籽 i(F i(x1
i ,yi) + 掖Ni(u0

i ,v0i ) - 棕 i,浊 i(yi,x1
i )业 i + 渍 i(x1

i ,yi) - 渍1(x1
i ,x1

i )) +
摇 摇 摇 摇 掖gi(x1

i - x0
i ),yi - x1

i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i . (16)
因为对每一 i 沂 I,u0

i 沂 Ti(x0
1) 沂 CB(B*

1 ) 和 v0i 沂 Ai(x0
2) 沂 CB(B*

2 ), 由引理 1. 2,存在 u1
i 沂

Ti(x1
1) 和 v1i 沂 Ai(x1

2) 使得

摇 摇 椰u1
i - u0

i 椰1 臆 (1 + 1)H1(Ti(x1
1),Ti(x0

1)),
摇 摇 椰v1i - v0i 椰2 臆 (1 + 1)H2(Ai(x1

2),Ai(x0
2)),

其中, H1(·,·) 和 H2(·,·) 分别是 CB(B*
1 ) 和 CB(B*

2 ) 上的 Hausdorff 距离.
再使用定理 2. 1 ,SAGMEP(8)有唯一解 (x2

1,x2
2) 沂 C1 伊 C2 使得对每一 i 沂 I,

摇 摇 籽 i(F i(x2
i ,yi) + 掖Ni(u1

i ,v1i ) - 棕 i,浊 i(yi,x2
i )业 i + 渍 i(x2

i ,yi) - 渍1(x2
i ,x2

i )) +
摇 摇 摇 摇 掖gi(x2

i - x1
i ),yi - x2

i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i . (17)
由归纳法,我们能构造计算 SGMEP(1)的近似解的迭代算法如下:对给定的 (x0

1,x0
2) 沂 C1

伊 C2,(u0
1,v01) 沂 T1(x0

1) 伊 A1(x0
2) 和(u0

2,v02) 沂 T2(x0
1) 伊 A2(x0

2), {存在序列 xn }1 {, xn }2 {, un }1

{

,
un }2 {, vn }1 {和 vn }2 使得对每一 i 沂 I,
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摇 摇

un
i 沂 Ti(xn

1), 椰un+1
i - un

i 椰1 臆 1 + 1
n +( )1

H1(Ti(xn+1
1 ),Ti(xn

1)),

vni 沂 Ai(xn
2), 椰vn+1i - vni 椰2 臆 1 + 1

n +( )1
H2(Ai(xn+1

2 ),Ai(xn
2)),

籽 i(F i(xn+1
i ,yi) + 掖Ni(un

i ,vni ) - 棕 i,浊 i(yi,xn+1
i )业 i + 渍 i(xn+1

i ,yi) -

摇 摇 渍1(xn+1
i ,xn+1

i )) + 掖gi(xn+1
i - xn

i ),yi - xn+1
i 业 i 逸0,

摇 摇 坌yi 沂 C i; n = 0,1,2,…

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

(18)

3摇 解的存在性和收敛分析

在本节中,我们对 SGMEP(1)证明解的存在性和讨论由算法 2. 1 生成的迭代序列的收敛

性.
定理 3. 1摇 在定理 2. 1 的假设下,进一步假设对每一 i 沂 I,
蚵 F i 是 琢 i鄄 强单调的;
蛎 Ni 是(茁 i,孜 i) 鄄 混合 Lipschitz 连续的;
蚰 Ti 是 ki鄄H1 鄄Lipschitz 连续的和 Ai 是 滋 i鄄H2 鄄Lipschitz 连续的.

如果下面条件对 籽1,籽2 > 0 成立:

摇 摇
兹1 =

籽1子1茁1k1 + 椰g1椰
籽1琢1 + 姿1

, 兹2 =
籽2子2茁2k2

籽2琢2 + 姿2
, 谆1 =

籽1子1孜1滋1

籽1琢1 + 姿1
,

谆2 =
籽2子2孜2滋2 + 椰g2椰2

籽2琢2 + 姿2
, 撰 = {max 兹1 + 兹2,谆1 + 谆 }2 < 1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(19)

则由算法 2. 1 {生成的序列 xn }1 {, xn }2 {, un }1 {, vn }1 {, un }2 {和 vn }2 分别强收敛于 x1,x2,u1,
v1,u2 和 v2,其中(u1,v1) 沂 T1(x1) 伊 A1(x2),(u2,v2) 沂 T2(x1) 伊 A2(x2),并且(x1,x2,u1,v1,
u2,v2) 是 SGMEP(1)的一个解.

证明摇 由算法 2. 1,我们有对每一 i 沂 I,
摇 摇 籽 i(F i(xn

i ,yi) + 掖Ni(un-1
i ,vn-1i ) - 棕 i,浊 i(yi,xn

i )业 i + 渍 i(xn
i ,yi) - 渍1(xn

i ,xn
i )) +

摇 摇 摇 摇 掖gi(xn
i - xn-1

i ),yi - xn
i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i, (20)

摇 摇 籽 i(F i(xn+1
i ,yi) + 掖Ni(un

i ,vni ) - 棕 i,浊 i(yi,xn+1
i )业 i + 渍 i(xn+1

i ,yi) - 渍1(xn+1
i ,xn+1

i )) +
摇 摇 摇 摇 掖gi(xn+1

i - xn
i ),yi - xn+1

i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i . (21)
在式(20)中令 yi = xn+1

i ,在式(21) 中令 yi = xn
i , 得到

摇 摇 籽 i(F i(xn
i ,xn+1

i ) + 掖Ni(un-1
i ,vn-1i ) - 棕 i,浊 i(xn+1

i ,xn
i )业 i + 渍 i(xn

i ,xn+1
i ) -

摇 摇 摇 摇 渍1(xn
i ,xn

i )) + 掖gi(xn
i - xn-1

i ),xn+1
i - xn

i 业 i 逸0, (22)
摇 摇 籽 i(F i(xn+1

i ,xn
i ) + 掖Ni(un

i ,vni ) - 棕 i,浊 i(xn
i ,xn+1

i )业 i + 渍 i(xn+1
i ,xn

i ) -
摇 摇 摇 摇 渍1(xn+1

i ,xn+1
i )) + 掖gi(xn+1

i - xn
i ),xn

i - xn+1
i 业 i 逸0. (23)

注意到 浊 i(xn+1
i ,xn

i ) = - 浊 i(xn
i ,xn+1

i ), 加不等式(22)和(23),我们得到

摇 摇 籽 i(F i(xn
i ,xn+1

i ) + F i(xn+1
i ,xn

i ) +
摇 摇 摇 摇 掖Ni(un-1

i ,vn-1i ) - 棕 i,浊 i(xn+1
i ,xn

i )业 i + 掖Ni(un
i ,vni ) - 棕 i,浊 i(xn

i ,xn+1
i )业 i +

摇 摇 摇 摇 渍 i(xn+1
i ,xn

i ) - 渍1(xn+1
i ,xn+1

i ) + 渍 i(xn
i ,xn+1

i ) - 渍1(xn
i ,xn

i )) +
摇 摇 摇 摇 掖gi(xn

i - xn-1
i ),xn+1

i - xn
i 业 i + 掖gi(xn+1

i - xn
i ),xn

i - xn+1
i 业 i =

摇 摇 摇 摇 籽 i(F i(xn
i ,xn+1

i ) + F i(xn+1
i ,xn

i ) +
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摇 摇 摇 摇 掖Ni(un-1
i ,vn-1i ) - Ni(un

i ,vni ),浊 i(xn+1
i ,xn

i )业 i +
摇 摇 摇 摇 渍 i(xn+1

i ,xn
i ) - 渍1(xn+1

i ,xn+1
i ) + 渍 i(xn

i ,xn+1
i ) - 渍1(xn

i ,xn
i )) +

摇 摇 摇 摇 掖gi(xn
i - xn-1

i ),xn+1
i - xn

i 业 i + 掖gi(xn+1
i - xn

i ),xn
i - xn+1

i 业 i 逸0. (24)
注意到 F i 是 琢 i鄄 强单调的,渍 i 是旋转对称的和 gi 是 姿 i鄄 强正的,由式(24)推得

摇 摇 籽 i( - 琢 i椰xn+1
i - xn

i 椰2
i + 椰Ni(un-1

i ,vn-1i ) - Ni(un
i ,vni )椰i椰浊 i(xn+1

i ,xn
i )椰i) +

摇 摇 摇 摇 椰gi椰i椰xn
i - xn-1

i 椰i椰xn+1
i - xn

i 椰i 逸
摇 摇 摇 摇 籽 i(F i(xn

i ,xn+1
i ) + F i(xn+1

i ,xn
i ) +

摇 摇 摇 摇 掖Ni(un-1
i ,vn-1i ) - Ni(un

i ,vni ),浊 i(xn+1
i ,xn

i )业 i) +
摇 摇 摇 摇 掖gi(xn

i - xn-1
i ),xn+1

i - xn
i 业 i 逸 掖gi(xn+1

i - xn
i ),xn+1

i - xn
i 业 i 逸

摇 摇 摇 摇 姿 i椰xn+1
i - xn

i 椰2
i . (25)

因为 N1 是(茁1,孜1) 鄄混合 Lipschitz连续的,T1 是 k1 鄄H1 鄄Lipschitz连续的和 A1 是 滋1 鄄H2 鄄Lipschitz
连续的,由算法 2. 1,得到

摇 摇 椰N1(un-1
1 ,vn-11 ) - N1(un

1,vn1)椰1 臆
摇 摇 摇 摇 茁1椰un-1

1 - un
1椰1 + 孜1椰vn-11 - vn1椰2 臆

摇 摇 摇 摇 茁1 1 + 1( )n
H1(T1(xn-1

1 ),T1(xn
1)) + 孜1 1 + 1( )n

H2(A1(xn-1
2 ),A1(xn

2)) 臆

摇 摇 摇 摇 茁1k1 1 + 1( )n
椰xn-1

1 - xn
1椰1 + 孜1滋1 1 + 1( )n

椰xn-1
2 - xn

2椰2 . (26)

因为 浊1 是 子1 鄄Lipschitz 连续的,从具有 i = 1 的式(25)和(26)推得

摇 摇 (籽1琢1 + 姿1)椰xn
1 - xn+1

1 椰1 臆

摇 摇 摇 摇 籽1子 (1 茁1k1 1 + 1( )n
椰xn-1

1 - xn
1椰1 +

摇 摇 摇 摇 孜1滋1 1 + 1( )n
椰xn-1

2 - xn
2椰 )2 + 椰g1椰椰xn-1

1 - xn
1椰1 =

(摇 摇 摇 摇 籽1子1茁1k1 1 + 1( )n
+ 椰g1 )椰 椰xn-1

1 - xn
1椰1 +

摇 摇 摇 摇 籽1子1孜1滋1 1 + 1( )n
椰xn-1

2 - xn
2椰2, (27)

因此

摇 摇 椰xn
1 - xn+1

1 椰1 臆 兹1n椰xn-1
1 - xn

1椰1 + 谆1n椰xn-1
2 - xn

2椰2, (28)

其中摇 摇 兹1n =
籽1子1茁1k1(1 + 1 / n) + 椰g1椰

籽1琢1 + 姿1
, 谆1n =

籽1子1孜1滋1(1 + 1 / n)
籽1琢1 + 姿1

.

类似地,由对 F2,N2,浊2,T2,A2 和 g2 的假设,由具有 i = 2 的式(25)推得

摇 摇 椰xn
2 - xn+1

2 椰2 臆 兹2n椰xn-1
1 - xn

1椰1 + 谆2n椰xn-1
2 - xn

2椰2, (29)

其中摇 摇 兹2n =
籽2子2茁2k2(1 + 1 / n)

籽2琢2 + 姿2
, 谆2n =

籽2子2孜2滋2(1 + 1 / n) + 椰g2椰2

籽2琢2 + 姿2
,

将不等式(28)和(29)相加,我们得到

摇 摇 椰xn
1 - xn+1

1 椰1 + 椰xn
2 - xn+1

2 椰2 臆
摇 摇 摇 摇 (兹1n + 兹2n)椰xn-1

1 - xn
1椰1 + (谆1n + 谆1n)椰xn-1

2 - xn
2椰2 臆

摇 摇 摇 摇 撰n(椰xn-1
1 - xn

1椰1 + 椰 xn-1
2 - xn

2椰2), (30)
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其中摇 摇 撰n = {max 兹1n + 兹2n, 谆1n + 谆2 }n .
现在在 B1 伊 B2 上定义范数 椰·椰*如下:

摇 摇 椰(x,y)椰* = 椰 x椰1 + 椰 y椰2,摇 摇 坌(x,y) 沂 B1 伊 B2,
则 (B1 伊 B2,椰·椰*) 变成了一 Banach 空间. 所以,式(30)藴含

摇 摇 椰(xn
1,xn

2) - (xn+1
1 ,xn+1

2 )椰* 臆 撰n椰(xn-1
1 ,xn-1

2 ) - (xn
1,xn

2)椰* . (31)
令

摇 摇 兹1 =
籽1子1茁1k1 + 椰g1椰

籽1琢1 + 姿1
, 兹2 =

籽2子2茁2k2

籽2琢2 + 姿2
, 谆1 =

籽1子1孜1滋1

籽1琢1 + 姿1
,

摇 摇 谆2 =
籽2子2孜2滋2 + 椰g2椰2

籽2琢2 + 姿2
, 撰 = {max 兹1 + 兹2,谆1 + 谆 }2 .

容易看出当 n 寅 肄 时,撰n 寅 撰 . 由条件(19),我们有 撰 < 1.因此存在 撰0 < 1 和 n0 逸0 使得对

一切 n逸 n0,有撰n 臆撰0 < 1.从式(31) {推得 (xn1,xn2 }) 是在 C1 伊 C2 内的一 Cauchy系列.我们

{可以假设 (xn
1,xn

2 }) 强收敛于某(x1,x2) 沂 C1 伊 C2 . 因为对每一 i 沂 I, 集值映射 Ti 是

ki鄄H1 鄄Lipschitz 连续的和 Ai 是 滋 i鄄H2 鄄Lipschitz 连续的,从算法 2. 1 得到

摇 摇 椰un
i - un+1

i 椰1 臆 1 + 1
n +( )1

H1(Ti(xn
1),Ti(xn+1

1 )) 臆

摇 摇 摇 摇 ki 1 + 1
n +( )1

椰xn
1 - xn+1

1 椰1,

摇 摇 椰vni - vn+1i 椰2 臆 1 + 1
n +( )1

H2(Ai(xn
2),Ai(xn+1

2 )) 臆

摇 摇 摇 摇 滋 i 1 + 1
n +( )1

椰xn
2 - xn+1

2 椰2 .

所以,对每一 i沂 I {, u }n
i 是 B*

1 内的一 Cauchy {序列和 v }n
i 是 B*

2 内的一 Cauchy序列. 对每一

i 沂 I, {令 (un
i ,vni }) 强收敛于某(ui,v i) 沂 B*

1 伊 B*
2 . 注意到 un

1 沂 T1(xn
1), 有

摇 摇 d(u1,T1(x1)) 臆 椰u1 - un
1椰1 + d(un

1,T1(xn
1)) + H1(T1(xn

1),T1(x1)) 臆
摇 摇 摇 摇 椰u1 - un

1椰1 + k1椰x1 - xn
1椰1 寅0,摇 摇 n 寅 肄 .

因此,必有 u1 沂T1(x1) .使用相同的论证,我们能得到 u2 沂T2(x1),v1 沂A1(x2) 和 v2 沂A2(x2) .由
算法 2. 1,有对每一 i 沂 I,

摇 摇 籽 i(F i(xn+1
i ,yi) + 掖Ni(un

i ,vni ) - 棕 i,浊 i(yi,xn+1
i )业 i + 渍 i(xn+1

i ,yi) - 渍1(xn+1
i ,xn+1

i )) +
摇 摇 摇 摇 掖gi(xn+1

i - xn
i ),yi - xn+1

i 业 i 逸0,摇 摇 坌yi 沂 C i; n = 0,1,2,… . (32)
因为 Ni 是(茁 i,孜 i) 鄄混合 Lipschitz连续的和 浊 i 在第二自变量从弱拓扑到弱拓扑是连续的,对每

一 yi 沂 C i,
摇 摇 | 掖Ni(un

i ,vni ) - 棕 i,浊 i(yi,xn+1
i )业 i - 掖Ni(ui,v i) - 棕 i,浊 i(yi,xi)业 i | 臆

摇 摇 摇 摇 | 掖Ni(un
i ,vni ) - Ni(ui,v i),浊 i(yi,xn+1

i )业 i | + | 掖Ni(ui,v i) -
摇 摇 摇 摇 棕 i,浊 i(yi,xn+1

i ) - 浊 i(yi,xi)业 i | 臆
摇 摇 摇 摇 椰Ni(un

i ,vni ) - Ni(ui,v i)椰椰浊 i(yi,xn+1
i )椰 +

摇 摇 摇 摇 | 掖Ni(ui,v i) - 棕 i,浊 i(yi,xn+1
i ) - 浊 i(yi,xi)业 i | 寅0,摇 摇 n 寅 肄 . (33)

因为 F i 是弱上半连续的,渍 i 是弱连续的和 gi 是有界线性算子,从式(32) 和(33) 推得对每一 i
沂 I,

摇 摇 F i(xi,yi) + 掖Ni(ui,v i) - 棕 i,浊 i(yi,xi)业 i + 渍 i(xi,yi) - 渍 i(xi,xi) 逸 0,
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摇 摇 坌yi 沂 C1, (34)
所以, (x1,x2,u1,u2,v1,v2) 是 SGMEP(1)的一个解. 这就完成了证明.

注 3. 1摇 1) 定理 3. 1 改进和推广了 Ding 在文献[4鄄6]及 Ding 和 Yao 在文献[7]的相应结果,从广义混合

拟似变分不等式问题到涉及广义混合似变分不等式问题的广义混合平衡问题组; 2) 定理 3. 1 也改进和推广

了 Ding 在文献[12]的相应结果,从混合平衡问题到涉及广义混合似变分不等式问题的广义混合平衡问题组;
3) 因为对每一 i 沂 I,渍 i 是旋转对称二元函数,并且放置在 渍 i 上的假设与放置在二元函数 bi 上的假设(a) ~
(d)是不同的,所以定理 3. 1 是不同于在文献[8,10鄄11]中相关结果的新结果.
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Auxiliary Principle and Approximation Solvability for
a System of New Generalized Mixed Equilibrium

Problems in Reflexive Banach Spaces

DING Xie鄄ping
(College of Mathematics and Software Science,Sichuan Normal University,

Chengdu 610068, P. R. China)

Abstract: A system of new generalized mixed equilibrium problems involving generalized mixed
variational鄄like inequality problems (SGMEP) was introduced and studied in reflexive Banach
spaces. First, a system of auxiliary generalized mixed equilibrium problems (SAGMEP) for sol鄄
ving the SGMEP was introduced. The existence and uniqueness of the solutions of the SAGMEP
was proved under quite mild assumptions without any coercive conditions in reflexive Banach
spaces. Next, by using the auxiliary principle technique, a new iterative algorithm for solving
the SGMEP was suggested and analyzed. Finally, the strong convergence of the iterative se鄄
quences generated by the algorithm was also proved under quite mild assumptions without any
coercive conditions. These results improve, unify and generalize some recent results in this
field.

Key words: system of generalized mixed equilibrium problems; auxiliary principle; iterative al鄄
gorithm; reflexive Banach space
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