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Banach 空间中广义混合平衡问题,变分不等式
问题和不动点问题的混杂投影方法
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摘要:摇 在 Banach 空间中,一个新的混杂投影迭代程序被引入来逼近广义混合平衡问题解集,变分

不等式问题解集和一个相对弱非扩张映射的不动点集的公共元. 所得结果改进和推广了最近一些

文献的相应结果.
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引摇 摇 言

设 E是一实 Banach 空间,E* 是 E的对偶空间且 C是 E的非空闭凸子集. 设专:C 伊 C寅 R
是一双泛函,渍:C寅 R是一实值函数,且 A:C寅 E* 是一非线性映射. 从 E到 2E*

的正规对偶映

射定义为

摇 摇 {Jx = f 沂 E*: 掖x, f 业 = 椰x椰2 = 椰f椰 }2 ,摇 摇 x 沂 E,
其中掖·,·业为广义对偶对. 众所周知,若 E 是光滑的,则 J 是单值的且如果 E 是一致光滑的,
则 J 在有界集上是一致连续的. 并且,若 E 是自反、严格凸且具有严格凸偶的 Banach 空间,则
J -1 是从 E* 到 E 的单值的一一映射,且 JJ -1 = IE* 以及 J -1J = IE (参见文献[1]).

映射 A:D(A) 奂 E 寅 E* 称为单调的,如果对任意 x,y 沂 D(A) 使得

摇 摇 掖x - y,Ax - Ay业 逸 0.
A 称为 酌鄄逆强单调的,如果存在一正数 酌 > 0 使得

摇 摇 掖x - y,Ax - Ay业 逸 酌椰 Ax - Ay椰2,摇 摇 坌x,y 沂 D(A) .
如果 A 是 酌鄄逆强单调,那么它是 Lipschitz 连续具常数 1 / 酌, 即

摇 摇 椰Ax - Ay椰 臆 (1 / 酌)椰x - y椰,摇 摇 x,y 沂 D(A) .
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A 称为强单调的,如果对任意 x,y 沂 D(A) 存在 k 沂 (0,1) 使得

摇 摇 掖x - y,Ax - Ay业 逸 k椰 x - y椰2 .
广义混合平衡问题是求 x 沂 C 使得

摇 摇 专(x,y) + 渍(y) - 渍(x) + 掖Ax,y - x业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (1)
问题(1)的解集记为 GMEP . 近来,张石生[2]考虑过该问题.

问题(1)的特例:
若 A = 0,则问题(1) 退化为下面的混合平衡问题: 求 x 沂 C 使得

摇 摇 专(x,y) + 渍(y) - 渍(x) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C,
该问题被 Ceng 和 Yao[3]研究过. 该问题的解集记为 MEP .

若 渍 = 0,则问题(1) 退化为下面的广义平衡问题: 求 x 沂 C 使得

摇 摇 专(x,y) + 掖Ax,y - x业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C,
该问题被 S. Takahashi 和 W. Takahashi[4]研究过.

若 渍 = 0 且 A = 0,则问题(1) 退化为下面的平衡问题: 求 x 沂 C 使得

摇 摇 专(x,y) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (2)
问题(2)的解集记为 EP .

若 专 = 0,渍 = 0,则问题(1) 退化为经典的变分不等式问题: 求 x 沂 C 使得

摇 摇 掖Ax,y - x业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (3)
问题(3)的解集记为 VI(C,A) .

问题 (1) 一般包含物理、优化、变分不等式中的数值问题,最小最大问题,Nash 限制平衡

问题等为特例,如文献[2鄄8].
设 E 是一光滑 Banach 空间. 函数 准:E 伊 E 寅 R 定义为

摇 摇 准(x,y) = 椰x椰2 - 2掖x,Jy业 + 椰y椰2,摇 摇 坌x,y 沂 E,
该函数曾被 Alber[9],Kamimura 和 Takahashi[10]及 Reich[11]研究过. 据 准 的定义有

摇 摇 (椰x椰 - 椰y椰) 2 臆 准(x,y) 臆 (椰x椰 + 椰y椰) 2,摇 摇 坌x,y 沂 E . (4)
注意到,在 Hilbert 空间 H 中,准(x,y) = 椰x - y椰2, x,y 沂 H .

引理 1[9] 摇 设 E是实自反、 严格凸、 光滑的Banach空间, C是E的非空闭凸子集, 对任意

x 沂 E . 则存在唯一元 x0 沂 C 使得 准(x0,x) = {min 准( z,x):z 沂 }C .
设 E 是自反、严格凸、光滑的 Banach 空间,C 是 E 的非空闭凸子集. 由引理 1,定义广义投

影算子 装C:E 寅 C 为对任给 x 沂 E,装Cx 为 准( z,x) 的最小值点,即 装Cx = x0,其中 x0 是最小化

问题

摇 摇 准(x0,x) = {min 准( z,x):z 沂 }C
的唯一解,该广义投影算子是由 Alber[9]最先引入的.

设 T 是从 C 到自身的映射. 记 T 的不动点集为 F(T) . 点 p 沂 C 称为 T 的渐近不动点如果

存在 C {中的序列 x }n {使得 x }n 弱收敛到 p 且 limn寅肄(Txn - xn) = 0. 记 T 的渐近不动点集为

F(T) . 称 T 为非扩张映射如果对任意 x,y 沂 C 满足椰Tx - Ty椰 臆 椰x - y椰和相对非扩张映射

(见文献[12鄄13]) 如果 F(T) = F(T) 且对任意 x 沂 C 和 p 沂 F(T) 满足 准(p,Tx) 臆 准(p,x) .
点 p 沂 C 称为 T 的强渐近不动点如果存在 C {中的序列 x }n {使得 x }n 强收敛到 p 且

limn寅肄(Txn - xn) = 0. 记 T的强渐近不动点集为 F(T) . 映射 T称为相对弱非扩张如果 F(T) =
F(T) 且 准(p,Tx) 臆 准(p,x) 对任意 x 沂 C 和 p 沂 F(T) 成立. 显然相对非扩张映射是相对弱

非扩张映射(见文献[5]) . T称为 拟 鄄准鄄非扩张映射如果 F(T) 屹 覫且 准(p,Tx) 臆 准(p,x) 对
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任意 x沂 C和 p沂 F(T) 成立. 拟 鄄准鄄非扩张映射类比相对弱非扩张映射类更广,因为后者要求

F(T) = F(T) .
如果 E 是光滑、自反、严格凸的 Banach 空间且 T:E 寅 E 是相对弱非扩张映射,则 F(T) 是

闭凸集(见文献[5]).
在 2005 年,Matsushita 和 Takahashi[6]在 Banach 空间 E中建议了如下与相对非扩张映射 T

和广义投影有关的混杂迭代方法:

摇 摇

任取 x0 沂 C,

yn = J -1(琢nJxn + (1 - 琢n)JTxn),
Cn {= z 沂 C:准( z,yn) 臆 准( z,xn }) ,
Qn {= z 沂 C:掖xn - z,Jx0 - Jxn业 逸 }0 ,
xn+1 = 装Cn疑Qn

x0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

{他们证明了 x }n 强收敛到 装F(T) x0,其中 装F(T) 是 E 到 F(T) 上的广义投影算子.
在 2008 年,Takahashi 和 Zembayashi[7]建议了下列相对非扩张映射的修正的迭代程序:

摇 摇

任取 x0 = x 沂 C, C0 = C,

yn = J -1(琢nJxn + (1 - 琢n)JTxn),

un 沂 C 使得 专(un,y) + 1
rn
掖y - un,Jun - Jyn业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C,

Cn {= z 沂 C:准( z,un) 臆 准( z,xn }) ,
Qn {= z 沂 C:掖xn - z,Jx - Jxn业 逸 }0 ,
xn+1 = 装Cn疑Qn

x

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

{他们证明了 x }n 强收敛到 装F(T)疑EPx .
近来,Habtu 和 Naseer[5]引入了下列迭代程序来寻找变分不等式问题解集和一个相对弱

非扩张映射不动点集的公共元:

摇 摇

任取 x0 沂 C,

yn = 装CJ -1(Jxn - 琢nAxn),
zn = Tyn,
H0 {= v 沂 C: 准(v,z0) 臆 准(v,y0) 臆 准(v,x0 }) ,
Hn {= v 沂 Hn-1 疑 Wn-1: 准(v,zn) 臆 准(v,yn) 臆 准(v,xn }) ,
W0 = C,
Wn {= v 沂 Wn-1 疑 Hn-1:掖xn - v,Jx0 - Jxn业 逸 }0 ,
xn+1 = 装Hn疑Wn

x0,摇 摇 n 逸0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï .

最近,Chang,Lee 和 Chan[8]建议了如下混杂迭代程序:
摇 摇 任取 x0 沂 C,
摇 摇 zn = J -1(琢nJxn + (1 - 琢n)JTxn),
摇 摇 yn = J -1(茁nJxn + (1 - 茁n)JSzn),
摇 摇 un 沂 C 使得

摇 摇 摇 摇 专(un,y) + 掖Aun,y - un业 + 1
rn
掖y - un,Jun - Jyn业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C,
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摇 摇 Hn {= v 沂 C: 准(v,un) 臆 茁n准(v,xn) + (1 - 茁n)准(v,zn) 臆 准(v,xn }) ,
摇 摇 Wn {= v 沂 C:掖xn - v,Jx0 - Jxn业 逸 }0 ,
摇 摇 xn+1 = 装Hn疑Wn

x0,摇 摇 n 逸0,
其中, T,S:C 寅 C 是两个相对非扩张映射. {在合适的条件下他们证明了序列 x }n 强收敛于

装F(S)疑F(T)疑GEPx0 .
受以上工作的启发,本文在 Banach 空间中引入一个新的混杂投影迭代程序,并证明了该

程序强收敛于广义混合平衡问题解集,变分不等式解集和一个相对弱非扩张映射的不动点集

的公共元.

1摇 预 备 知 识

设 E 是一个赋范线性空间且 dim E 逸2. E 的光滑模 籽E:[0, + 肄) 寅 [0, + 肄) 定义为

摇 摇 籽E(子) {sup 椰x + y椰 + 椰x - y椰
2 - 1:椰x椰 = 1,椰y椰 = }子 .

称 E 是光滑的如果 籽E(子) > 0,坌子 > 0. 称 E 是一致光滑的当且仅当

摇 摇 lim
t寅0 +

籽E( t)
t = 0.

E 的凸模 啄E:(0,2] 寅 [0,1] 定义为

摇 摇 啄E(着) {inf 1 - x + y
2

:椰x椰 = 椰y椰 = 1,着 = 椰x - y }椰 .

E 称为一致凸的当且仅当 啄E(着) > 0 对每一 着 沂 (0,2] 都成立.设 p > 1,则 E 称为 p鄄 一致凸的

如果存在常数 c > 0 使得 啄E(着) 逸 c着p 对每一 着 沂 (0,2] 都成立.注意到 p鄄 一致凸是一致凸. 众
所周知(例如,见文献[14])

摇 摇 Lp( lp) 或 W p
m 是

p鄄 一致凸,摇 摇 如果 p 逸2;
2鄄 一致凸,摇 摇 如果 1 < p 臆2{ .

下面我们将用到以下引理.
引理 1. 1[14] 摇 设 E 是一 2鄄一致凸和光滑的 Banach 空间. 则对任意 x,y 沂 E, 我们有

摇 摇 椰x - y椰 臆 2
c2

椰Jx - Jy椰, (5)

其中 J 是 E 的正规对偶映象且 1 / c(0 < c 臆1) 是 E 的 2鄄一致凸常数.
引理1. 2[9鄄10] 摇 设 E 是实自反、光滑、严格凸的 Banach 空间, C是E 的非空闭凸子集. 则下

列结论成立:
1) 准(y,装Cx) + 准(装Cx,x) 臆 准 (y,x),摇 摇 坌x 沂 E,y 沂 C;
2) 假设 x 沂 E 及 z 沂 C, 则

摇 摇 z = 装Cx 圳 掖 z - y,Jx - Jz业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .
引理 1. 3[10] 摇 设 E 是实光滑、严格凸的 Banach 空间 {, x }n {和 y }n 是 E 中的两个序列.
{如果 x }n {或 y }n 是有界的且当 n 寅 肄,准(xn,yn) 寅 0,那么当 n 寅 肄,xn - yn 寅0.
引理 1. 4[15] 摇 设 E 是实光滑的 Banach 空间, A:E 寅 E* 是极大单调映射,则 A -1(0) 是 E

闭凸子集.
用 NC(v) 表示 C 在点 v 沂 C 处的正规锥,即 NC(v) { x*沂 E*:掖v - y,x*业 逸0,坌y 沂 }C .

接下来我们将用到下面引理.
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引理 1. 5[16] 摇 设 C 是 Banach 空间 E 的非空闭凸子集,A:C 寅 E* 是一单调、半连续算子.
定义算子 T 奂 E 伊 E* 如下:

摇 摇 Tv =
Av + NC(v), v 沂 C,
覫, v C{ .

则 T 是极大单调的且 T -1(0) = VI(C,A) .
在文献[9]中, Alber 引入和研究了函数 V:E 伊 E* 寅 R 如下:
摇 摇 V(x,x*) = 椰x椰2 - 2掖x,x*业 + 椰x*椰2,摇 摇 坌x 沂 E,x*沂 E* .

也就是说, V(x,x*) = 准(x,J -1x*),坌x 沂 E, x*沂 E* .
引理 1. 6[9] 摇 设 E 是自反、严格凸、光滑的 Banach 空间且 E* 是 E 的对偶空间. 那么

摇 摇 V(x,x*) + 2掖J -1x* - x,y*业 臆 V(x,x* + y*),
对所有 x 沂 E 和 x*, y*沂 E* 成立.

为了求解平衡问题,假设 专 满足下列条件:
(A1) 专(x,x) = 0,坌x 沂 C;
(A2) 专 是单调的,即,专(x,y) + 专(y,x) 臆 0,坌x,y 沂 C;
(A3) 坌x,y,z 沂 C,
摇 摇 lim

t寅0
专( tz + (1 - t)x,y) 臆 专(x,y);

(A4) 坌x 沂 C,y 专(x,y) 是凸和下半连续的.
引理 1. 7[2] 摇 设 C 是光滑、严格凸、自反 Banach 空间 E 的非空闭凸子集. 设 B:C 寅 E* 是

连续单调映射,渍:C寅 R是凸和下半连续函数,且专: C 伊 C寅 R 满足(A1) ~ (A4). 对 r > 0 和

x 沂 E,则存在 u 沂 C 使得

摇 摇 专(u,y) + 掖Bu,y - u业 + 渍(y) - 渍(u) + 1
r 掖y - u,Ju - Jx业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .

定义映射 Tr:C 寅 C 如下:

摇 摇 Tr(x) {= u 沂 C: 专(u,y) + 掖Bu,y - u业 + 渍(y) - 渍(u) +

摇 摇 摇 摇 1
r 掖y - u,Ju - Jx业 逸 0, 坌y 沂 }C ,

对所有的 x 沂 C . 那么,下面的结论成立:
1) Tr 单值;
2) Tr 是强非扩张映象,即对任意 x,y 沂 E,
摇 摇 掖Tr x - Try, JTr x - JTry业 臆 掖Tr x - Try, Jx - Jy业;
3) F(Tr) = GMEP;
4) GMEP 是闭凸集;
5) 准(p,Tr z) + 准(Tr z,z) 臆 准(p,z), 坌p 沂 F(Tr), z 沂 E .

2摇 强收敛定理

定理2. 1摇 设 E是一实一致光滑、 2鄄一致凸的Banach空间, C是E的非空闭凸子集. 设A:
C 寅 E* 是 酌鄄逆强单调映射, B:C 寅 E* 是单调连续映射. 设 T:C 寅 C 是相对弱非扩张映射且

赘 F(T) 疑 VI(C,A) 疑 GMEP屹 覫 . 假设椰Ax椰臆椰Ax - Ap椰对所有 x沂 C和 p沂VI(C,
A) 成立. 假设 0 < a < 姿n < b = c2酌 / 2,其中 c是式(5) 中的常数. {设 r }n 奂 [c*, + 肄) 对某
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个 c* > 0 成立. {定义序列 x }n 如下:

摇 摇

任取 x0 沂 C,

yn = 装CJ -1(Jxn - 姿nAxn),

zn = J -1(茁nJxn + (1 - 茁n)JTyn),
un = Trnzn,

H0 {= v 沂 C:准(v,u0) 臆
摇 摇 茁0准(v,x0) + (1 - 茁0)准(v,y0) 臆 准(v,x0 }) ,
Hn {= v 沂 Hn-1 疑 Wn-1:准(v,un) 臆
摇 摇 茁n准(v,xn) + (1 - 茁n)准(v,yn) 臆 准(v,xn }) ,
W0 = C,
Wn {= v 沂 Wn-1 疑 Hn-1: 掖xn - v,Jx0 - Jxn业 逸 }0 ,
xn+1 = 装Hn疑Wn

x0,摇 摇 n 逸0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(*)

其中, J 是正规对偶映射 {, 茁 }n 是[0,1] 中的序列满足 lim infn寅肄(1 - 茁n) > 0. {则 x }n 强收

敛于 装赘 x0,其中 装赘 是 E 到 赘 上的广义投影.
证明摇 第 1 步摇 首先我们证明对所有的 n 逸0,Hn 和 Wn 都是 C 的闭凸子集且 赘 奂 Hn 疑

Wn,坌n 逸0.
事实上,显然对所有的 n 逸0,Wn 是闭凸集且 Hn 是闭集. 因为

摇 摇 准(v,un) 臆 茁n准(v,xn) + (1 - 茁n)准(v,yn)圳
摇 摇 摇 摇 2掖v, 茁nJxn + (1 - 茁n)Jyn - Jun业 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - 茁n)椰yn椰2 - 椰un椰2 + 茁n椰xn椰2

且

摇 摇 茁n准(v,xn) + (1 - 茁n)准(v,yn) 臆 准(v,xn) 圳 准(v,yn) 臆 准(v,xn),
故对每个 n 逸0,Hn 是凸集. 因而对所有的 n 逸0,Hn 疑 Wn 是闭凸集.

对任给的 p 沂 赘,由引理 1. 7 的 5) 和 T 是相对弱非扩张映射,有
摇 摇 准(p,u0) = 准(p,Tr0 z0) 臆
摇 摇 摇 摇 准(p,z0) = 准(p, J -1(茁0Jx0 + (1 - 茁0)JTy0)) =
摇 摇 摇 摇 椰p椰2 - 2掖p, 茁0Jx0 + (1 - 茁0)JTy0业 + 椰茁0Jx0 + (1 - 茁0)JTy0椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰p椰2 - 2茁0掖p,Jx0业 - 2(1 - 茁0)掖p,JTy0业 +
摇 摇 摇 摇 茁0椰x0椰2 + (1 - 茁0)椰Ty0椰2 =
摇 摇 摇 摇 茁0准(p,x0) + (1 - 茁0)准(p,Ty0) 臆
摇 摇 摇 摇 茁0准(p,x0) + (1 - 茁0)准(p,y0), (6)

并且据引理 1. 2,引理 1. 6 以及对 A 的假设,我们有

摇 摇 准(p,y0) = 准(p,装CJ -1(Jx0 - 姿0Ax0)) 臆
摇 摇 摇 摇 准(p,J -1(Jx0 - 姿0Ax0)) 臆
摇 摇 摇 摇 V(p,Jx0 - 姿0Ax0) 臆
摇 摇 摇 摇 V(p,Jx0 - 姿0Ax0 + 姿0Ax0) - 2掖J -1(Jx0 - 姿0Ax0) - p,姿0Ax0业 =
摇 摇 摇 摇 V(p,Jx0) - 2姿0掖J -1(Jx0 - 姿0Ax0) - J -1(Jx0),Ax0业 - 2姿0掖x0 - p,Ax0业 臆
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摇 摇 摇 摇 V(p,Jx0) - 2姿0掖J -1(Jx0 - 姿0Ax0) - J -1(Jx0),Ax0业 -
摇 摇 摇 摇 2姿0掖x0 - p,Ax0 - Ap业 - 2姿0掖x0 - p,Ap业 臆

摇 摇 摇 摇 准(p,x0) + 4
c2
姿2

0椰Ax0椰2 - 2姿0酌椰Ax0 - Ap椰2 臆

摇 摇 摇 摇 准(p,x0) + 2姿0
2姿0

c2
-æ

è
ç

ö

ø
÷酌 椰Ax0 - Ap椰2 臆 准(p,x0) . (7)

所以 p 沂 H0 . 因此 p 沂 H0 疑 W0 . 假设 赘 奂 Hn-1 疑 Wn-1 . 则由式(6)和(7)的证明方法可得

摇 摇 准(p,un) 臆 茁n准(p,xn) + (1 - 茁n)准(p,yn) 臆 准(p,xn), (8)
故 p 沂 Hn . 因为 xn = 装Hn-1疑Wn-1

x0, 由引理 1. 2 有

摇 摇 掖xn - z,Jx0 - Jxn业 逸 0,摇 摇 坌z 沂 Hn-1 疑 Wn-1 .
这就得到 掖xn - p,Jx0 - Jxn业 逸0. 因此 p沂Wn . 从而 赘奂 Hn 疑Wn . 根据归纳法有对每个 n逸
0,赘奂 Hn 疑Wn . 由引理 1. 4 和 1. 5 知 VI(C,A) 是闭凸集. 故 赘是闭凸集. 因此由(*) 生成的

{序列 x }n 定义是合理的.
第 2 步摇 {下证 x }n 是一 Cauchy 列.
设 p 沂 赘 . 由 Wn 的定义,引理 1 和 1. 4 有 xn = 装Wn

x0,
摇 摇 准(p,xn) + 准(xn,x0) 臆 准(p,x0) .

{故 x }n 是有界集. 又因为 xn = 装Wn
x0,xn+1 = 装Hn疑Wn

x0 沂 Wn, 由引理 1. 2,我们有

摇 摇 准(xn+1,xn) + 准(xn,x0) 臆 准 (xn+1,x0),
{因此 准(xn,x0 }) 是不减的. 故 limn寅 {肄 准(xn,x0 }) 存在. 又由引理1. 2,对于任意正整数m有

摇 摇 准(xn+m,xn) = 准(xn+m,装Wn
x0) 臆

摇 摇 摇 摇 准(xn+m,x0) - 准(装Wn
x0,x0) =

摇 摇 摇 摇 准(xn+m,x0) - 准(xn,x0) 寅 0摇 摇 (n,m 寅 肄) . (9)
因而由引理 1. 3 得 椰xn+m - xn椰寅0(n,m 寅肄), {从而 x }n 是一 Cauchy 序列. 所以存在 q沂
C 使得 xn 寅 q(n 寅 肄) .

第 3 步摇 证明 椰yn - Tyn椰 寅0(n 寅 肄) 且 q 沂 F(T) .
因为 xn+1 沂 Hn, 我们有

摇 摇 准(xn+1,un) 臆 准(xn+1,xn)
和

摇 摇 准(xn+1,yn) 臆 准(xn+1,xn) .
据式(9)和引理 1. 3,我们有

摇 摇 lim
n寅肄

椰xn+1 - un椰 = lim
n寅肄

椰xn+1 - yn椰 = 0,

因而

摇 摇 lim
n寅肄

椰xn - un椰 = lim
n寅肄

椰xn - yn椰 = lim
n寅肄

椰un - yn椰 = 0. (10)

由式(6)和(8)中的证明方法,有
摇 摇 准(p,un) 臆 准(p,zn) 臆 准(p,xn) . (11)

由式(8)、(10)、(11),引理 1. 7 以及 J 在有界集上的一致连续性可得对任给的 p 沂 赘 有

摇 摇 准(un,zn) = 准(Trnzn,zn) 臆 准(p,zn) - 准(p,Trnzn) 臆 准(p,xn) - 准(p,un) =
摇 摇 摇 摇 椰xn椰2 - 椰un椰2 - 2掖p,Jxn - Jun业 臆
摇 摇 摇 摇 (椰xn椰 - 椰un椰)(椰xn椰 + 椰un椰) - 2椰p椰椰Jxn - Jun椰 寅0.
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由引理 1. 2,我们有

摇 摇 lim
n寅肄

椰un - zn椰 = 0. (12)

故 椰zn - xn椰 寅0. 由 J 在有界集上的一致连续性我们有

摇 摇 椰Jzn - Jxn椰 = 椰茁nJxn + (1 - 茁n)JTyn - Jxn椰 = (1 - 茁n)椰Jxn - JTyn椰 寅0.
因为 lim infn寅肄(1 - 茁n) > 0 且 J -1 在有界集上是一致连续的,我们有

摇 摇 lim
n寅肄

椰xn - Tyn椰 = 0. (13)

由式(10)和(13)有
摇 摇 椰yn - Tyn椰 臆 椰yn - xn椰 + 椰xn - Tyn椰 寅0. (14)

因为 xn 寅 q 沂 C,由式(10) 得 yn 寅 q . 所以 q 沂 F(T) .
第 4 步摇 下证 q 沂 VI(C,A) 疑 GMEP .
定义算子 S 奂 E 伊 E* 如下:

摇 摇 Sv =
Av + NC(v), v 沂 C,
覫, v C{ ,

由引理 1. 5, S 是极大单调的且 S -1(0) = VI(C,A) . 设(v,w) 沂 G(S) . 因为 w 沂 Sv = Av +
NC(v),我们有 w - Av 沂 NC(v) . 而且由 yn 沂 C 可得

摇 摇 掖v - yn,w - Av业 逸 0. (15)
另一方面,由 yn = 装CJ -1(Jxn - 姿nAxn) 和引理 1. 2 得

摇 摇 掖v - yn,Jyn - (Jxn - 姿nAxn)业 逸 0,
因此

摇 摇 v - yn,
Jxn - Jyn

姿n
- Axn 臆0. (16)

所以由式(15)和(16)有
摇 摇 掖v - yn,w业 逸 掖v - yn,Av业 逸

摇 摇 摇 摇 掖v - yn,Av业 + v - yn,
Jxn - Jyn

姿n
- Axn =

摇 摇 摇 摇 v - yn,Av - Axn -
Jxn - Jyn

姿n
逸

摇 摇 摇 摇 掖v - yn,Av - Ayn业 + 掖v - yn,Ayn - Axn业 - v - yn,
Jxn - Jyn

姿n
逸

摇 摇 摇 摇 - 椰v - yn椰椰Ayn - Axn椰 - 椰 v - yn椰
Jxn - Jyn

c*
. (17)

因为 J在有界集上是一致连续的,由式(10) 可得掖v - q,w业 逸0(n寅肄) . 所以 q沂 S -1(0),即
q 沂 VI(C,A) .

下证 q 沂 GMEP = F(Tr) . 设
摇 摇 H(un,y) = 专(un,y) + 掖Bun,y - un业 + 渍(y) - 渍(un),摇 摇 坌y 沂 C .

由式(10)和(12) 有 un 寅 q,zn 寅 q(n寅肄) . 由 J在有界集上的一致连续性和式(12),我们有

limn寅肄 椰Jun - Jzn椰 = 0. 所以由 rn 逸 c* 可得

摇 摇 lim
n寅肄

椰Jun - Jzn椰
rn

= 0.

根据 un = Trnzn 有
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摇 摇 H(un,y) + 1
rn
掖y - un,Jun - Jzn业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .

结合上式及(A2)有

摇 摇 椰y - un椰
椰Jun - Jzn椰

rn
逸 1

rn
掖y - un,Jun - Jzn业 逸

摇 摇 摇 摇 - H(un,y) 逸 H(y,un),摇 摇 坌y 沂 C .
上式取极限,令 n 寅 肄, 由(A4)有 H(y,q) 臆 0,坌y 沂 C . 对任意 t 沂 (0,1) 和 y 沂 C,令 yt =
ty + (1 - t)q 沂 C . 因此 H(yt,q) 臆 0. 由(A1)和(A4),我们有

摇 摇 0 = H(yt,yt) 臆 tH(yt,y) + (1 - t)H(yt,q) 臆 tH(yt,y),
即, H(yt,y) 逸 0.因此由(A3),令 t 寅0,有 H(q,y) 逸 0,坌y 沂 C,故 q 沂 GMEP .所以 q 沂 赘 .

第 5 步摇 最后证明 q = 装赘 x0 .
因为 xn+1 = 装Hn疑Wn

x0, 所以有

摇 摇 掖xn+1 - z,Jx0 - Jxn+1业 逸 0,摇 摇 坌z 沂 Hn 疑 Wn . (18)
对式(18)取极限,且由对所有 n 逸0,赘 奂 Hn 疑 Wn 可得

摇 摇 掖q - z,Jx0 - Jq业 逸 0,摇 摇 坌z 沂 赘 .
因此由引理 1. 2,有 q = 装赘 x0 .

在定理 2. 1 中对所有 n 逸0,令 茁n = 0, 可得下列推论.
推论 2. 1摇 设 E 是一实一致光滑、2鄄一致凸的 Banach 空间. 设 C 是 E 的非空闭凸子集. 设

A:C 寅 E* 是 酌鄄逆强单调映射,B:C 寅 E* 是单调连续映射. 设 T:C 寅 C 是相对弱非扩张映射

且 赘 F(T) 疑 VI(C,A) 疑 GMEP 屹 覫 . 假设 椰Ax椰 臆 椰Ax - Ap椰 对所有的 x 沂 C 和 p 沂
VI(C, A) 都成立. 假设 0 < a < 姿n < b = c2酌 / 2, 其中 c 是式(5) 中的常数. {设 r }n 奂 [c*,
+ 肄) 对某个 c* > 0 成立. {定义序列 x }n 为

摇 摇

任取 x0 沂 C,

yn = 装CJ -1(Jxn - 姿nAxn),
zn = Tyn,
un = Trnzn,

H0 {= v 沂 C:准(v,u0) 臆 准(v,y0) 臆 准(v,x0 }) ,
Hn {= v 沂 Hn-1 疑 Wn-1:准(v,un) 臆 准(v,yn) 臆 准(v,xn }) ,
W0 = C,
Wn {= v 沂 Wn-1 疑 Hn-1: 掖xn - v,Jx0 - Jxn业 逸 }0 ,
xn+1 = 装Hn疑Wn

x0,摇 摇 n 逸0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

其中 J 是正规对偶映象. {则 x }n 强收敛于 装赘 x0,其中 装赘是从 E 到 赘 上的广义投影.

注 1摇 若 A 是 Lipschitz 强单调映射,则定理 2. 1 和推论 2. 1 仍成立. 事实上,设 A 是强单调和 Lipschitz 连

续的,分别具常数 k,L > 0,则 A 是逆强单调的,具常数 k / L2,见文献[5] 的推论 3. 6. 且在定理 2. 1 和推论 2. 1

中取 b = (c2k) / (2L2) .

定理 2. 2摇 设 E是一致光滑和一致凸的 Banach 空间且 C是 E的非空闭凸子集. 设 A:C寅
E* 是一致连续单调映射,B:C寅E* 是单调连续映射. 设 T:C寅C是一个相对弱非扩张映射且

赘 F(T) 疑 VI(C,A) 疑 GMEP 屹 覫 . 设 J -1S 是拟 鄄准鄄非扩张映射,其中 Sx Jx - Ax . 假设 0
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< a < 姿n 臆1. {设 r }n 奂 [c*, + 肄) 对某个常数 c* > 0 都成立. {定义序列 x }n 如下:

摇 摇

任取 x0 沂 C,

yn = 装CJ -1(Jxn - 姿nAxn),
zn = Tyn,
un = Trnzn,

H0 {= v 沂 C:准(v,u0) 臆 准(v,y0) 臆 准(v,x0 }) ,
Hn {= v 沂 Hn-1 疑 Wn-1:准(v,un) 臆 准(v,yn) 臆 准(v,xn }) ,
W0 = C,
Wn {= v 沂 Wn-1 疑 Hn-1: 掖xn - v,Jx0 - Jxn业 逸 }0 ,
xn+1 = 装Hn疑Wn

x0,摇 摇 n 逸0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

其中 J 是正规对偶映射. {则 x }n 强收敛于 装赘 x0,其中 装赘是 E 到 赘 上的广义投影.
证明摇 类似定理 2. 1 的证明,可得对每一 n逸0,Hn 和Wn 都是闭凸子集. 任取 p沂赘,由引

理 1. 2 和 1. 7,以及 T 的相对弱非扩张性和 J -1S 的拟 鄄准鄄 非扩张性,我们有

摇 摇 准(p,un) = 准(p,Trnzn) 臆 准(p,zn) = 准(p,Tyn) 臆
摇 摇 摇 摇 准(p,yn) = 准(p,装CJ -1(Jxn - 姿nAxn)) 臆
摇 摇 摇 摇 准(p,J -1(Jxn - 姿nAxn)) =
摇 摇 摇 摇 准(p,J -1((1 - 姿n)Jxn + 姿nSxn)) 臆
摇 摇 摇 摇 椰p椰2 - 2(1 - 姿n)掖p,Jxn业 - 2姿n掖p,Sxn业 +
摇 摇 摇 摇 (1 - 姿n)椰xn椰2 + 姿n椰Sxn椰2 =
摇 摇 摇 摇 (1 - 姿n)准(p,xn) + 姿n准(p,J -1Sxn) 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - 姿n)准(p,xn) + 姿n准(p,xn) = 准(p,xn),

所以 p 沂 Hn . 从而 赘 奂 Hn . 下面类似定理 2. 1 中证明方法,定理得证.
如果 E = H 是 Hilbert 空间, 那么 J = J -1 = I 是 H 上的恒等映射, 则由定理 2. 1 可得下面

推论.
推论 2. 2摇 设 H是一实 Hilbert 空间且 C是 H的非空闭凸子集. 设 A:C寅 H是一 酌鄄逆强单

调映射, B:C寅 H是一单调连续映射. 设 T:C寅 C是一相对弱非扩张映射且满足 赘 F(T) 疑
VI(C, A) 疑 GMEP 屹 覫 . 假设 椰Ax椰 臆 椰Ax - Ap椰 对所有的 x 沂 C 和 p 沂 VI(C,A) 都成

立. 又假设 0 < a < 姿n < b = (c2酌) / 2,其中 c 是式(5) 中的常数. {设 r }n 奂 [c*, + 肄) 对某

个 c* > 0 成立. {定义序列 x }n 如下:
摇 摇 任取 x0 沂 C,
摇 摇 yn = PC(xn - 姿nAxn),
摇 摇 zn = 茁nxn + (1 - 茁n)Tyn,
摇 摇 un = Trnzn,
摇 摇 H0 {= v 沂 C:椰v - u0椰2 臆
摇 摇 摇 摇 茁0椰v - x0椰2 + (1 - 茁0)椰v - y0椰2 臆 椰v - x0椰 }2 ,
摇 摇 Hn {= v 沂 Hn-1 疑 Wn-1:椰v - un椰2 臆
摇 摇 摇 摇 茁n椰v - xn椰2 + (1 - 茁n)椰v - yn椰2 臆 椰v - xn椰 }2 ,
摇 摇 W0 = C,
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摇 摇 Wn {= v 沂 Wn-1 疑 Hn-1: 掖xn - v,x0 - xn业 逸 }0 ,
摇 摇 xn+1 = PHn疑Wn

x0,摇 摇 n 逸0,
{其中 茁 }n 是 [0,1] 中的序列且满足 lim infn寅肄(1 - 茁n) > 0. {则 x }n 强收敛于P赘 x0,其中P赘

是 H 到 赘 上的度量投影.
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Hybrid Projection Method for Generalized Mixed
Equilibrium Problems, Variational Inequality

Problems and Fixed Point Problems
in Banach Spaces

WANG Ya鄄qin1,摇 ZENG Lu鄄chuan2

(1. Department of Mathematics, Shaoxing University, Shaoxing, Zhejiang 312000, P. R. China;
2. Department of Mathematics, Shanghai Normal University,

Shanghai 200234, P. R. China)

Abstract: A new hybrid projection iterative scheme was introduced for approximating a com鄄
mon element of the solution set of a generalized mixed equilibrium problem, the solution set of
a variational inequality problem and the set of fixed points of a relatively weak nonexpansive
mapping in Banach spaces. The results obtained generalize and improve the recent ones an鄄
nounced by many others.

Key words: relatively weak nonexpansive mappings; strong convergence; variational inequality
problems; inverse strongly monotone mappings; generalized mixed equilibrium
problems
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