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摘要: 考虑几何非线性的影响，利用无限薄的旋涡薄层模拟气流在结构表面形成的扰动，由非稳

态 Bernoulli 方程和环量定理将空气压力表示成旋涡密度的函数; 然后由涡格法结合耦合边界条件

求出旋涡密度，根据系统的稳定性判据得到结构发散失稳临界风速的解析表达式． 通过三维开敞

式膜结构的计算分析，发现空间膜结构的曲率是影响结构气动失稳临界风速的主要因素．
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引 言

随着科学的发展和技术水平的提高，人们对大跨空间结构的需求逐渐增多． 近 10 年形态

各异的轻质高强索膜结构在许多重大工程中得到应用． 虽然大跨索膜结构的抗震性能好，但它

们对风荷载较为敏感，风荷载是此类结构设计的控制荷载． Sygulski［1］对一维膜结构的试验研

究发现，风速达到一定值时，膜结构会产生发散失稳． Miyake 等［2］的实验亦发现悬索屋盖模型

会产生气动失稳． 目前，国内外已开展了一系列关于风荷载作用下索膜结构气动稳定性能的理

论研究［3-5］，但是，相比索膜结构的工程应用来说，索膜结构的抗风理论研究滞后，存在许多亟

待解决的问题，譬如相关风洞试验结果较少，风振响应研究还未能形成一套完整的理论体系，

风荷载作用下的破坏机理尚不明确等．

本文对薄膜结构在风荷载作用下的气弹动力稳定性进行了初步研究． 通过对失稳临界风

速解析表达式的数值计算得到了三维开敞式索膜结构气动失稳的临界风速． 发现三维索膜结

构的初始曲率是结构气动失稳临界风速的主要影响因素．

1 动力平衡方程

1． 1 膜内应力

在荷载作用下，索膜结构的横向位移响应 w 远大于另外两个水平方向的位移响应 u，v，需
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要考虑其几何非线性的影响． 当忽略 u，v 和剪应变的贡献，得到的物理方程和相应的几何方程

分别为［3］

σx =
E1

1 － ν1ν2
( εx + ν2εy ) ，

σy =
E2

1 － ν1ν2
( ν1εx + εy

{ ) ，

( 1)

εx = － kx0w + 1
2
w
( )x

2
，

εy = － ky0w + 1
2
w
( )y

2{ ．
( 2)

则膜内应力可表示为

Tx = Tx0 + T
－
x = Tx0 + σxh，

Ty = Ty0 + T
－
y = Ty0 + σyh

{
，

( 3)

其中，E1，E2 为膜材经纬向的弹性模量，ν1，ν2 为经纬向的Poisson比，Tx0，Ty0 为膜结构 x，y方向

的初始预张力，T
－
x，T

－
y 为膜结构 x，y 方向的附加张力，h 为膜材厚度．

1． 2 表面气动力

对于不可压缩无粘性理想流体中的索膜结构，由非稳态 Bernoulli 方程可以得到其表面气

动力［6］，以及结构上下表面的气动压力差:

pi = － ρ Φ
*
i

t
+ V
Φ*

i

( )x
， ( 4)

Δp = p1 － p2 = － ρ V ΔΦ
x

+ ΔΦ
[ ]t

， ( 5)

其中，ρ和 V是空气的密度和速度，Φ*
i 为扰动速度势，pi 为结构表面气压，i = 1，2 分别表示上、

下表面． ΔΦ = Φ*
1 － Φ*

2 为结构上下表面的速度势之差．
速度势的求解需引入 Laplace 方程，过程和结果复杂． 本文引入环量定理，将气压转换成

旋涡密度的函数． 根据环量的定义［7］有

Γ( K) = ΔΦ( K) = ∫
l

0
( u1 － u2 ) dx， ( 6)

旋涡薄层位于分离面处，分离面上下的速度 u1，u2 与旋涡密度 γ 之间存在关系:

Δu = u1 － u2 = γ， ( 7)

则式( 5) 代入式( 7) 可得

Δp = － ρVγ － ρ ∫
x

0

γ
t

dx ． ( 8)

1． 3 动力平衡方程

不考虑剪力的作用，初始时刻和任意时刻膜结构的横向应力平衡方程分别为［8］

Tx0
2 z0
x2

+ Ty0
2 z0
y2

= 0， ( 9)

Tx
2 zs
x2

+ Ty
2 zs
y2

= ms
2w
t2

+ ξ0
w
t

+ Δp， ( 10)
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其中，zs = z0 + w 为响应后结构的 z 向坐标，z0 为初始状态下结构的 z 向坐标，ms 为单位面积的

膜材质量，ξ0 为结构阻尼，一般取 ξ0 = 0 ．
将式( 3) 和式( 9) 代入式( 10) ，并忽略高阶非线性项得到:

Tx0
2w
x2

+ Ty0
2w
y2

+ T
－
x
2 z0
x2

+ T
－
y
2 z0
y2

=

ms
2w
t2

－ ρVγ( x，y，t) － ρ ∫
x

0

γ( x，y，t)
t

dx ． ( 11)

2 典 型 算 例

考虑图 1 所示开敞式双曲抛物面索膜结构． 其中，2la，2lb 和 f1，f2 分别为 x，y 方向的跨度

和矢高． 实线表示初始张拉成型后索膜结构实际的柔性边界线，虚线表示张拉前索膜结构的平

面投影． 成型后结构的曲面方程为

z = － x2

l2a
f1 + y2

l2b
f2 ． ( 12)

而两个方向的初始结构曲率分别为

kx0 = －
2f1
l2a

，ky0 =
2f2
l2b

． ( 13)

图 1 开敞式索膜结构及其几何参数 图 2 开敞式索膜结构一阶位移模态

Fig． 1 An open cable-membrane structure Fig． 2 The 1st displacement mode of the

and its geometric parameters open cable-membrane structure

图 2 给出 4 点简支、四边自由索膜结构的一阶失稳模态． 假设对角线 AO'C，BO'D 的位移

模态为三角函数，任何情况下曲线 E'O'F' 上的位移模态亦为三角函数( E'，F' 是 EO'F 的延伸

线与水平面的交点) ，从而形成一个椭圆形的旋转曲面［9］． 其横向位移可表示为

w = cos π
2

x2

l2a
+ y2

l2槡( )
b

Az( t) = wAz( t) ． ( 14)

流体速度与膜面运动之间的耦合作用关系为

vz = V w
x

+ w
t

= V w
x

Az( t) + wAz( t) ． ( 15)

由于膜结构曲率较小，故将 γ( ξ，η，t) 的计算等效至膜结构的投影面上进行． 由 Biot-Sa-
vart 定理［7］，每个涡格 3 /4 控制点处的流体 z 方向诱导速度为
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vzkl = ∑
M

i = 1
∑
N

j = 1
CijklΓij = －∑

M

i = 1
∑
N

j = 1
CijklVlaijγij， ( 16)

其中，Cijkl 为影响系数，γij 为无量纲涡强，laij 为涡格( i，j) 的 x 方向长度．
假设

γij = aij1Az( t) +
aij2

V Az( t) ， ( 17)

结合式( 15) 和式( 16) 可得:

∑
M

i = 1
∑
N

j = 1
Cijklbijaij1 = － w

x
=

πxsin π
2

x2

l2a
+ y2

l2槡( )
b

2a2 x2

l2a
+ y2

l2槡( )
b

，

∑
M

i = 1
∑
N

j = 1
Cijklbijaij2 = － w = － cos π

2
x2

l2a
+ y2

l2槡( )
b

，

通过求解这组线性方程即可得到 γij 的表达式．
将位移模态 w和 γc = Vγij 代入动平衡方程( 11) ，两边同时乘以w，然后在膜的投影面内积

分，并令 z( t) = eλt，得到其特征方程为

b0λ
2 + b1λ + b2 + b3eλ

t = 0， ( 18)

其中

b0 = Ams ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)

2w
t2

wdxdy － ρA ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
∫

x

－xv( y)
aij2wdxdxdy，

b1 = － ρVA ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
aij2wdxdy － ρVA ∫

lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
∫

x

－xv( y)
aij1wdxdxdy，

b2 = － ρV 2A ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
aij1wdxdy + sw，

sw = － A ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
Tx0
2w
x2

+ Ty0
2w
y( )2 wdxdy +

hA
1 － ν1ν2 ∫

lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
( E1k

2
x0 + ( E1ν2 + E2ν1 ) kx0ky0 + E2k

2
y0 ) wdxdy，

b3 = － hA2

2( 1 － ν1ν2 ) ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
( E1kx0 + E2ky0ν1 ) w

( )x
2
wdxdy －

hA2

2( 1 － ν1ν2 ) ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
( E1kx0ν2 + E2ky0 ) w

( )y
2
wdxdy ．

显然，式中 b3 相对于 sw 而言为高阶小量． 同样，λ = 0 为结构发散失稳的临界状态，由式( 18)

得到 b2 + b3 = 0，从而得到临界风速为

Vcr = ( sw + b3 () ρA ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
aij1wdxd )[ ]y

1 /2
， ( 19)

取

a = b = 5 m，Tx0 = Ty0 = 2 kN /m，

kx0 = － ky0 = － 2f1 / l
2
a，

假设发散失稳时结构的最大振幅为 la /50 = 0． 5 m，由式( 19) 分别得到考虑和忽略高阶小量 b3
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图 3 Vcr 与 kx0 的关系曲线

Fig． 3 Vcr ～ kx0 relation curves

时的 Vcr ．
图 3 给出 Vcr 随初始曲率 kx0 变化的关系曲

线，其中虚线为考虑该高阶小量的情况． 由图 3 可

知: 在初始曲率 kx0 = 0 时，高阶小量 b3 对临界风

速不产生影响; 随着初始曲率绝对值的增大，高阶

小量 b3 所产生的影响增大． 当初始曲率 kx0 ＜ 0
时，考虑高阶小量 b3 计算得到的失稳临界风速大

于不考虑时的计算值; 当初始曲率 kx0 ＞ 0 时，考

虑高阶小量计算得到的失稳临界风速小于不考虑

时的计算值，即考虑高阶小量部分时，两高点连线

方向的失稳临界风速要低于两低点连线方向的失

稳临界风速． 但该高阶小量对临界风速计算值的影响是很小的，可以采用忽略高阶小量 b3 影

响的失稳临界风速计算公式:

Vcr = s (w ρA ∫
lb

－lb
∫

xh( y)

－xv( y)
aij1wdxd )[ ]y

1 /2
． ( 20)

由于临界风速除了与膜材性质有关外，还受初始曲率、初始预张力、横顺向跨度和横顺比

等因素的影响，而工程中膜材参数一般变化不大，故下面重点分析 Tx0 = Ty0，kx0 = － ky0 时几

何参数和初始预张力对失稳临界风速的影响．

3 参 数 分 析

选取膜结构的几何参数 la = 5 m，矢跨比 κ = f1 / ( 2la ) ，横顺比 χ = lb / la，膜结构的材料参

数: E1 = 900 MPa，E2 = 600 MPa; Poisson 比: ν12 = 0． 3，ν21 = 0． 6 ．

图 4 不同横顺比时 Vcr 与 kx0 的 图 5 不同初始曲率下 Vcr 与 Tx0

关系曲线 ( kx 0 = － ky 0 ) 的关系曲线

Fig． 4 Vcr ～ kx0 relation curves for different Fig． 5 Vcr ～ Tx0 relation curves for

aspect ratios ( kx 0 = － ky 0 ) different initial curvatures

3． 1 初始曲率

Ty0 = Tx0 = 2 kN /m 时，临界风速随初始曲率 kx0 的变化规律如图 4 所示． 由图 4 可看出:

初始曲率在 0 ～ 0． 02 之间时，临界风速随着曲率的增大非线性增加，初始曲率大于 0． 02 后，临

762开敞式索膜结构的气动失稳临界风速



界风速的增加接近线性，且增长幅度增大． 此外，临界风速随着横顺比的增大而降低． 横顺比在

0． 5 ～ 1． 0 之间，临界风速随横顺比增大而减小的趋势明显; 横顺比在 1． 0 ～ 2． 0 之间，不同横

顺比对应的临界风速接近．
由 kx0 = － 2f1 / l

2
a = － 4κ / la 可知，对于跨度一定的结构，其临界风速随矢跨比变化的规律

与随初始曲率的变化规律相似，不同的只是曲线的切线斜率．
3． 2 预张力

其他参数保持定值不变，考虑初始曲率 kx0 分别为 0． 0，0． 02，0． 05，0． 07，0． 10 时，初始

预张力 Tx0 变化情况下的临界风速．
由图 5 看出: 临界风速随着初始预张力的增加而增大，基本呈线性关系． 初始曲率越大，关

系曲线越平缓．
3． 3 顺风向跨度

图 6 给出初始预张力 Ty0 = Tx0 = 2 kN /m，横顺比 χ = 1，初始曲率 kx0 分别为 0，0． 005，

0. 01，0． 02，0． 03 时临界风速随顺风向跨度变化的曲线． 图 7 为矢跨比 κ = 0． 0，0． 05 和 0． 1
时，失稳临界风速随顺风向跨度变化的曲线．

图 6 不同初始曲率下 Vcr 与 2la 关系曲线 图 7 不同矢跨比下 Vcr 与 2la 关系曲线

Fig． 6 Vcr ～ 2la relation curves for Fig． 7 Vcr ～ 2la relation curves for

different initial curvatures different rise-span ratios

图 8 不同初始曲率时 Vcr 与 χ 关系曲线

Fig． 8 Vcr ～ χ relation curves for different

initial curvatures

由图 6 看出: 结构初始曲率 kx0 ＜ 0． 005 时，

临界风速随顺风向跨度的增加而减小，跨度在 10
～ 30 m 之间时变化明显，且呈弱非线性． 初始曲

率 kx0 不变且大于 0． 005 时，临界风速随着跨度的

增大而提高，跨度在 10 ～ 30 m 之间呈非线性变化

趋势，跨度大于 30 m 呈线性变化． kx0 ≈ 0． 005 为

临界曲率，大于该曲率时失稳临界风速不再随着

顺风向跨度的增加而减小．
图 7 表明: 若矢跨比 κ 不变，随着结构顺风向

跨度的增加，临界风速明显减小，矢跨比越大，减

小的趋势越明显; 当顺风向跨度 2la ＞ 30 m 时，临

界风速随跨度的增加而减小的趋势降低．
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对比图 6 和图 7 可知，相对于结构的矢跨比，初始曲率对结构稳定性的影响更大．
3． 4 横顺比

其他参数不变，保持结构的投影覆盖面积为 100 m2，得到曲率 kx0 分别为 0，0． 05 和 0． 1 时

的失稳临界风速变化曲线，见图 8 ． 从图 8 中可以看出: 横顺比越大，失稳临界风速越小． 横顺

比 χ≤1 时失稳临界风速 Vcr 随横顺比的增大而明显减小; 横顺比 χ ＞ 1 时，失稳临界风速 Vcr 随

横顺比的增大而减小的趋势变得缓慢．

4 结 论

本文进行了三维开敞式膜结构的失稳临界风速计算，通过参数分析对比，得到以下主要

结论:

1) 空间膜结构失稳临界风速的主要影响因素是结构的初始曲率，而初始预张力和顺风向

跨度等的影响相对较小．
2) 当空间膜结构的跨度较大时，通过适当增大结构的曲率，可以增强膜结构的气动稳定性．
3) 一般风的来流沿结构长向时的失稳临界风速要比沿短向时大，因此，设计时应尽量将

膜结构的长向沿着所在地区的主要风向布置．
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Aerodynamic Unstable Critical Wind Velocity for
Three-Dimensional Open Cable-Membrane Structures

WEI De-min1，2， ZHU Mei-ling2， LI Di2

( 1． State Key Laboratory of Subtropical Building Science，

South China University of Technology，Guangzhou 510640，P． R． China;

2． Department of Civil Engineering，South China University of Technology，

Guangzhou 510640，P． R． China)

Abstract: The aerodynamic unstable critical wind velocity for three-dimensional open cable-membrane

structures was investigated． The geometric nonlinearity was introduced into the dynamic equilibrium equa-

tions of structures． The disturbances on the structural surface caused by the air flow were simulated by a

vortex layer with infinite thickness in the structures． The unsteady Bernoulli equation and the circulation

theorem were applied in order to express the aerodynamic pressure as the function of the vortex density．

Then，the vortex density was obtained by the vortex lattice method considering the coupling boundary con-

dition． Through the numerical computation for the analytical expressions of the unstable critical wind ve-

locities，some computational results and useful conclusions are obtained． It is found that the initial curva-

ture of open cable-membrane structures has the evident influence on the critical wind velocities of the

structures．

Key words: open cable-membrane structure; critical wind velocity; vortex lattice method
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