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非线性阻尼力引起破裂路径的分岔
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摘要: 将 Rayleigh 波的线性阻尼机理拓展到非线性． 对选定的模型寻求解析解． 这些解析解描绘

出破裂路径的不寻常分岔，还与反孤立子和孤立子的交点有关．
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引 言

Rayleigh 波可造成如裂缝、表面破裂的山脊、山谷和山坳［1］等这样的表面位移而出名． 在

一次地震活动中，破裂速度从 0 开始，迅速增大到最大值，然后又迅速衰减为 0 ．
文献［2］得到了有激发和衰减时的有限长裂缝的解析解． 按文献［2］的解释，线性负阻尼

力将激起加速运动，并达到最大值，然后在 Rayleigh 阻尼的作用下，阻尼力将使运动衰减． 文献

［3-4］就激发过程和按 Rayleigh 阻尼公式衰减时，对各向同性粘弹性Ⅱ型破裂进行了研究． 但

是，没有涉及到非线性阻尼加速运动时破裂路径的分叉．
一次震级 MS ≥ 7． 5 的特征地震，如 1959 年 8 月 18 日，历史上著名的发生在 Range 和

Rocky 山脉的地震［1］，破裂路径的分岔，造成了两个主断层． 破裂路径的分岔，使非线性波即

sine-Gordon 方程解分成两部分． sine-Gordon 方程是在 19 世纪后期，学者在研究与常负曲率面

理论有关的微分几何［5］时得到的，并断言 sine-Gordon 方程的解，对小参数摄动不敏感，因此解

是稳定的，并且伴有孤立子的特性．
下节，将给出该控制方程，并用解析法进行求解．

1 问题公式化

按照波动学的术语，由方程( 1) 所给出的波方程结构，既适用于线性的波方程，又适用于

非线性的波方程． 显然，线性的波方程没有函数 F( x，t) ．
2
x2

－ 
2
t2

= F( x，t) ． ( 1)
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最初 Rayleigh 波假设为

UR ( x，t) = Aexp( ikR［x － cR t］) ． ( 2)

事实上谈到非线性，就是指方程( 1) 的右边． 例如，函数 F( x，t) 等于 sin( U( x，t) ) ，就可以得到

sine-Gordon 方程．
范和徐［2］引入 Rayleigh 因子，记为

λ = － AR + B 
( )t

2
． ( 3)

线性激发系数 － AR，即强加的线性负阻尼力，连同二次衰减项 B(  /t) 2 一起． 建议 AR 取值

0． 01 ～ 0． 1［2］．
Rayleigh 阻尼作用下［2］，不考虑剪切波和衰减项时的动量方程为

2
x2

－ 
2
t2

= － AR

t

． ( 4)

显然，由 Rayleigh 因子( 3) 可知，方程( 4) 的右边就是线性的负阻尼力． 在 x = 0，t = 0 的初始

条件下:

( x，t) = 0， ( 5)


t

= 0 ． ( 6)

将线性力变换为方程( 1) 右边的非线性力． 方程( 3) 右边中位移  与时间 t 的关系可表示为


t

= sin ． ( 7)

图 1 Rayleigh 波的线性和非线性阻尼 图 2 孤立子和反孤立子的交点

Fig． 1 The linear and nonlinear damping Fig． 2 The intersection of soliton

of Rayleigh waves and antisoliton

图 1 和图 2 给出了本方法的几何图示． 令方程( 4 ) 的右边等于如 3 /t3 的 3 次项，就有

可能给出形成对流的冲击，将在我们以后的文章中给出． 将方程( 7) 代入方程( 4) ，控制方程为

2
x2

－ 
2
t2

= － ARsin  ． ( 8)

一旦方程( 8) 满足初始条件( 5) 和( 6) ，对方程( 8) 使用变量分离法，得到方程( 8) 呈如下形式

的解:

 = 2 arctan( UR ) ，UR = Au( x)
v( t) ． ( 9)

将方程( 9) 代入方程( 8) ，得到
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( v2 + A2u2 ) u″
u + v″( )v

－ 2( A2 ( u') 2 + ( v') 2 ) = － AR ( v2 + A2u2 ) ． ( 10)

将方程( 10) 分别对 x 和 t 求导，得到方程组

2A2

( v2 + A2u2 )
u″
u + v″( )v

+ 1
uu'

u″( )u
' － 4A2u″

u( v2 + A2u2 )
=

－ 2ARA
2

( v2 + A2u2 )
， ( 11)

2A2

( v2 + A2u2 )
u″
u + v″( )v

+ A2

vv'
v″( )v

' － 4A2v″
v( v2 + A2u2 )

=
－ 2ARA

2

( v2 + A2u2 )
． ( 12)

将方程( 11) 减去方程( 12) ，可得

1
uu'

u″( )u
' － A2

vv'
v″( )v

' = 0 ． ( 13)

由方程( 13) 作一些数学运算后，使线性激发系数 AR 不出现． 从而完全可以说，非线性抵消了

线性．
尽管没有线性激发系数，由于在数学运算后，u 和 v 依然存在，故求解方程( 8) 时，还须考

虑 Rayleigh 波( 9) ． 方程( 13) 可表示为

1
uu'

u″( )u
－ A2

vv'
v″( )v

' = k － k， ( 14)

其中

1
uu'

u″( )u
' = k， ( 15)

A2

vv'
v″( )v

' = k ． ( 16)

对方程( 15) 和( 16) 积分，得到

( u') 2 = k u4

4 + fu2 + 2g， ( 17)

( v') 2 = k
A2

v4
4 + jv2 + 2L ． ( 18)

在以下的各小节中，对积分常数 A，k，g，L，f，j，选取若干特例进行解析研究．
1． 1 特例 1: 短波长的行波，k = 0，g = 0，L = 0

令 k = 0，g = 0，L = 0，方程( 17) 和( 18) 成为

u = C1exp( 槡± f x) ， ( 19)

v = C2exp( 槡± j t) ， ( 20)

其中，C1 和 C2 为积分常数． 将方程( 19) 和( 20) 代入方程( 9) ，得到解

 = 2 arctan A( exp( ± ikR (槡f x － cR槡j t) ) ) ， ( 21)

这里，Rayleigh 波可表示为

UR = Aexp( ± ikR (槡f x － cR槡j t) ) ． ( 22)

图 3 给出了解( 21) 的图形．
即使方程( 8) 为非线性的，对于每一个 f( | f | ＞ 1) 和 j( | j | ＞ 1) ，给出了线性 Rayleigh 波

的解( 22) ． 显然，当不计积分常数 k，g，L 时，图 3 和方程( 22) 仍无法看到非线性波． 短波长行

波的观察可以和特例 2 作出的图 4 比较进行．
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图 3 类似于短波长行波的表面位移( 其中 k = 0，g = 0，L = 0，f 和 j 为常数)

Fig． 3 The surface displacement which is similar to traveling wave with short

wavelength，k = 0，g = 0，L = 0 and constant f and j

1． 2 特例 2: 长波长的行波，k = 0，f = 0，j = 0
令 k = 0，f = 0，j = 0，方程( 17) 和( 18) 的解为

 = 2 arctan( Aexp( ± ikR ( ( 2槡 gx + S) － cR ( 2槡 Lt + W) ) ) ) ， ( 23)

其中，Rayleigh 波可表示为

UR = Aexp( ± ikR ( ( 2槡 gx + S) － cR ( 2槡 Lt + W) ) ) ． ( 24)

图 4 是根据解( 23) 所画出的． 对于每一个 g( | g | ＞ 1) 和 L( | L | ＞ 1) ，所求解( 23) 给出

了线性 Rayleigh 波( 24) ． 与特例 1 类似，仍无法看到非线性波．

图 4 长波长的 Rayleigh 波( 其中 k = 0，f = 0，j = 0 )

Fig． 4 The long wavelength Rayleigh waves，k = 0，f = 0，j = 0

1． 3 特例 3: 非线性位移，k = 0
令方程( 17) 和( 18) 中的 k = 0，有

u = ± 2g
槡f sinh(槡f x + g2 ) ， ( 25)

v = ± 2L
槡j sinh(槡j t + L2 ) ， ( 26)

且解为
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 = ( (2 arctan exp ± ik (R
2g
槡f sinh(槡f x + g2 ) －

c (R
2L
槡j sinh(槡j t + L2 ) ) ) )) ． ( 27)

非线性 Rayleigh 波可为

UR = (exp ± ik (R
2g
槡f sinh(槡f x + g2 ) － c (R

2L
槡j sinh(槡j t + L2 ) ) )) ． ( 28)

图 5 非线性 Rayleigh 波生成很大的非线性位移( 其中 A = 1 /10 ，f = 1，j = 1，g = 1，L = 1 )

Fig． 5 The severe nonlinear displacement by nonlinear Rayleigh waves，

A = 1 /10 ，f = 1，j = 1，g = 1，L = 1

图 6 非线性 Rayleigh 波生成适度的非线性位移( 其中 A = 1 /10，f，j，g，L = 1 /10 )

Fig． 6 The moderate nonlinear displacement by nonlinear Rayleigh waves，A = 1 /10，f，j，g，L = 1 /10

当 f，g，j，L = 1 时，图 5 画出了由非线性 Rayleigh 波( 28) 所生成的不平整表面． 通过将

f，g，j，L 缩小到 0． 1，图 6 描绘出的波峰是相当明显的． 尽管破裂路径的分岔，造成许多破碎，

依然无法看到孤立子和反孤立子的交点．
1． 4 特例 4: 孤立子和反孤立子的交点及其破裂路径的分岔，k≠ 0，g = 0，L = 0

方程( 20) 和( 21) 中，令 k≠ 0，g = 0，L = 0，解为

 = (2 arctan A (exp ± ik ( (R
2 槡Af k

k sinh( 4fx /k) )+ M －
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c (R
2 槡Aj k

k sinh( 4A2 jt / k) ) ) ) )+ N ． ( 29)

图 7 研究 k = 1 时，系数A，M，N，f，j 的作用． 图 7 描绘出破裂路径可能产生的分岔． 可以

清楚地看到，具有单一分岔路径的孤立子和反孤立子交点，然而，当 j = 10 和 N = 1 /100 时，出

现了超过一个的分叉路径． 在下一小节中，提出了多分岔路径的存在．

( a) ( b)

( c) ( d)

( e) ( f)

( g) ( h)
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( i) ( j)

图 7 孤立子和反孤立子的交点( 当积分常数 A，M，N，j，f 取 1 /100，1 /10，10 时，可能出现的断层)

Fig． 7 Intersection of soliton and antisoliton． Integration constants A，M，N，j，f are exploited with

respect to the parameters 1 /100，1 /10 and 10 for possible dislocations

( a)

1． 5 特例 5: 破裂路径分岔为二，k≠ 0，f = 0，

j = 0，g = 0，L = 0
令 k≠ 0，f = 0，j = 0，g = 0，L = 0 解为

 = (2 arctan A (exp ± ik ( (R
－ 1

槡kx /2
)+ Q
－

(c － 1

槡kt / ( 2A)
) ) ) )+ R

． ( 30)

图 8 描绘出破裂路径分岔为二的情况． 同样观察

到单一分岔路径． 图 7 和图 8 表明，当完全不计积

( b) ( c)

( d) ( e)

图 8 孤立子和反孤立子的交点( 积分常数 A，Q，R 取 1 /100 和 10 时，可能出现的断层)

Fig． 8 Intersection of soliton and antisoliton． Integration constants A，Q，R are exploited with

respect to the parameters 1 /100 and 10 for possible dislocations

772非线性阻尼力引起破裂路径的分岔



分常数 f，g，j，L时，才可以看到孤立子和反孤立子的交点． 相反，若积分常数 f，g，j，L 完全如

特例 3 一样，就可以看到分岔路径．

2 结 论

地震期间存在线性阻尼力的破裂［2］． 非线性阻尼力的引入，使线性激发系数不出现． 将最

初引入的 Rayleigh 波变换为非线性波． 通过对特例的研究发现，积分常数在不平整表面位移的

生成和破裂路径中，扮演着重要的角色． 然而，在分叉路径破裂的研究中，尚未涉及 3 次阻尼力

的非线性，有待进一步的研究．
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Bifurcation of Rupturing Path by the
Nonlinear Damping Force

Zainal Abdul Aziz， Dennis Ling Chuan Ching， Faisal Salah Yousif
( Department of Mathematics，Faculty of Science，

University of Technology Malaysia，81310 Malaysia)

Abstract: The linear damping mechanism of Rayleigh waves was extended for the nonlinearity． Conferring
to the model，analytical method was chosen for the solutions． These solutions depict the unusual bifurca-
tion of the rupturing path related to the intersection point of antisoliton and soliton．

Key words: bifurcation of rupturing path; antisoliton; soliton
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