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摘要:摇 研究由两类不可压缩的橡胶材料组成的层合圆柱形管道,在内表面受到突加的径向压力

作用时的膨胀机理. 建立了问题的数学模型;利用材料的不可压缩条件、边界条件以及圆管的径向

位移和径向应力的连续性条件将相应的控制方程约化为一个二阶非线性常微分方程,并得到了该

方程的首次积分. 给出了管道拟静态膨胀和动态膨胀的定性分析,特别地,结合数值算例讨论了材

料参数、结构参数以及径向压力对管道径向膨胀和非线性周期振动的影响.
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引摇 摇 言

橡胶和类橡胶材料的力学性能非常复杂,如天然橡胶、合成橡胶和合成纤维等,它们都具

有非线性、高弹性和大变形等典型特点. 在现实生活中,橡胶制品多达几万种,如橡胶密封圈、
橡胶管以及橡胶支座等橡胶制品在航空航天、精密仪器、国防军事、机械制造、医疗卫生等诸多

领域都有非常重要的应用. 由于橡胶材料和结构的不稳定性被认为是材料损伤和断裂破坏的

关键机理,因此相关问题的研究引起了广泛的关注. 橡胶和类橡胶材料又称为 Green 弹性材

料,它们的本构关系可完全由其应变能函数表示. 在橡胶材料及其结构的静态有限变形方面,
目前的研究成果已相当丰富,如圆筒受内压、柱体的扭转和弯曲、球壳的膨胀、材料中的空穴现

象等等[1鄄5] . 特别地,关于不可压缩的橡胶圆管径向膨胀的动力学稳定性问题的研究也有一些

文献进行了报导[6鄄8],其中:文献[6]研究了不可压缩的 Mooney鄄Rivlin 材料组成圆管有限振动

问题,并且给出了圆管产生周期振动的条件以及振动的周期和振幅的公式;文献[7]研究了周

期载荷作用下不可压缩 neo鄄Hookean 材料组成的圆管的动力响应问题;文献[8]研究了周期阶

梯加载对横观各向同性不可压缩的 Ogden 材料组成的圆管的径向振动问题,并讨论了材料参
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数、结构参数以及加载模式对圆管产生非线性周期振动的影响.
本文基于超弹性材料的有限变形理论, 首先建立了不可压缩的橡胶材料组成的层合圆柱

形管道径向变形问题的数学模型, 并求得了描述管道径向膨胀的方程; 然后定性分析了管道

静态膨胀和动态膨胀的机理, 并通过数值算例讨论了结构参数和材料参数对管道有限变形的

影响.

1摇 数学模型及其解

对于由不可压缩的橡胶材料组成的层合圆柱形管道,考察其内表面在给定的均布径向压

力 p0 作用下的径向膨胀问题. 假设管道的层合部在变形前后永远粘合在一起,并满足径向位

移和径向应力的连续性条件. 令 (R,专,Z) 和( r,兹,z) 分别为层合圆柱形管道的物质坐标系和

空间坐标系. 在平面轴对称应变状态的假设下,管道变形后的内、外层构形分别为

摇 摇 r[1] = r[1](R,t) > 0,摇 摇 R1 臆 R 臆 R2; 兹[1] = 专[1]; z[1] = Z[1], (1)
摇 摇 r[2] = r[2](R,t) > 0,摇 摇 R2 臆 R 臆 R3; 兹[2] = 专[2]; z[2] = Z[2], (2)

其中, R1,R2 和R3 分别为管道变形前的内、中和外界面的半径,r[ i] = r[ i](R,t)( i = 1,2) 是待定

的且与时间相关的径向变形函数.
对应于径向对称变形式(1)和(2)的变形梯度张量 F[ i]( i = 1,2) 表示为

摇 摇 F[ i] = diag(姿 [ i]
1 ,姿 [ i]

2 ,姿 [ i]
3 ) = diag 鄣r[ i](R,t)

鄣R ,r
[ i](R,t)

R ,( )1 , (3)

其中, 姿 [ i]
1 ,姿 [ i]

2 和 姿 [ i]
3 称为变形梯度张量的主伸长.

材料的不可压缩条件要求变形梯度张量的行列式等于 1,即 姿 [ i]
1 姿 [ i]

2 姿 [ i]
3 = 1, 由式(3)可

得

摇 摇 r[ i] = r[ i](R,t) = [R2 + c2( t) - R2
1] 1 / 2,摇 摇 t 逸0, (4)

其中, c( t) 逸 0 是待求函数;且当 i = 1 时,R1 臆 R 臆 R2,当 i = 2 时,R2 臆 R 臆 R3 .
1. 1摇 层合橡胶材料的本构模型

由于管道的内、外层分别由不同的材料组成,且变形场在交界面处是连续的,因此相应的

应变能函数可表示为

摇 摇 W = W(姿1,姿2,姿3) =
W [1](姿1,姿2,姿3),摇 摇 R1 < R < R2,

W [2](姿1,姿2,姿3),摇 摇 R2 < R < R3
{ .

(5)

层合圆柱形管道的 Cauchy 应力张量的主值为

摇 摇
子 [ i]
r r ( r[ i],t) = 姿 [ i]

1
鄣W [ i]

鄣姿 [ i]
1

- p[ i]( r[ i],t),

子 [ i]
兹 兹 ( r[ i],t) = 姿 [ i]

2
鄣W [ i]

鄣姿 [ i]
2

- p[ i]( r[ i],t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

摇 摇 ( i = 1,2), (6)

其中, p[ i]( r[ i],t) 是对应于不可压缩材料的静水压力. 此外,由材料界面的径向应力连续条件

可得

摇 摇 子 [1]
r r ( r[1](R2,t),t) = 子 [2]

r r ( r[2](R2,t),t) . (7)
1. 2摇 控制方程和初边界条件

忽略体积力时,控制层合圆柱形管道径向对称运动的平衡微分方程为

摇 摇
鄣子 [ i]

r r ( r[ i],t)
鄣r[ i]

+ 1
r[ i]

[子 [ i]
r r ( r[ i],t) - 子 [ i]

兹 兹 ( r[ i],t)] = 籽 [ i] 鄣2 r[ i]

鄣t2
摇 摇 ( i = 1,2), (8)
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其中, 籽 [ i] 为材料密度.
假设层合圆柱形管道在时刻 t = 0 处于未变形和静止状态,即
摇 摇 r[ i](R,0) = R, r[ i](R,0) = 0摇 摇 ( i = 1,2) . (9)

由式(4)可得

摇 摇 c(0) = R1, c(0) = 0. (10)
由于管道的内表面受到突加的径向压力 p0 > 0 的作用,而外表面是无约束的,则相应的初始

条件为

摇 摇 子 [1]
r r ( r[1](R1,t),t) = - p0, 子 [2]

r r ( r[2](R3,t),t) = 0,摇 摇 t 逸0. (11)
1. 3摇 问题的解

由式(4)不难验证

摇 摇 鄣2 r[ i](R,t)
鄣t2

= 鄣(cc ln r[ i] + (ln r[ i] + ( r[ i]) -2c2 / 2)c2)
鄣r[ i]

摇 摇 ( i = 1,2) . (12)

对方程(8)关于 r[ i] 从 r[ i](R i,t) 到 r[ i](R i +1,t)( i = 1,2) 积分,然后再将两式相加,由径向应力

连续条件(7)和边界条件(11)可得

摇 摇 p0 + 乙 r[1]
2

r[1]
1

姿 [1]
1

鄣W [1]

鄣姿 [1]
1

- 姿 [1]
2

鄣W [1]

鄣姿 [1][ ]
2

dr[1]

r[1]
+ 乙 r[2]

3

r[2]
2

姿 [2]
1

鄣W [2]

鄣姿 [2]
1

- 姿 [2]
2

鄣W [2]

鄣姿 [2][ ]
2

dr[2]

r[2]
=

摇 摇 摇 摇 籽 [1] cc ln r[1]2æ
è
ç

ö
ø
÷

c
+ ln r[1]2æ

è
ç

ö
ø
÷

c
+ 1

2 (( r[1]2 ) -2c2 - 1æ
è
ç

ö
ø
÷) cæ

è
ç

ö
ø
÷

2 +

摇 摇 摇 摇 籽 [2] cc ln r[2]3

r[2]
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ ln r[2]3

r[2]
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ 1
2 (( r[2]3 ) -2 - ( r[2]2 ) -2æ

è
ç

ö

ø
÷) c2cæ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (13)

其中

摇 摇
r[1]1 = r[1]1 (R1,t) = c( t),

r[1]2 = r[1]2 (R2,t) = r[2]2 = r[2]2 (R2,t) = [R2
2 - R2

1 + c2( t)] 1 / 2,

r[2]3 = r[2]3 (R3,t) = [R2
3 - R2

1 + c2( t)] 1 / 2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(14)

易见,方程(13)事实上是关于 c( t) 的一个二阶非线性常微分方程,它描述了施加在管道

内表面的径向压力 p0 和内表面半径 c( t) 随时间运动的精确关系;由式(4)和(5)即可求得管

道整体的径向运动.

2摇 管道膨胀的定性分析

为研究方便,引入如下的无量纲记号

摇 摇 x( t) = c( t)
R1

, 啄1 =
R2

2

R2
1
- 1, 啄2 =

R2
3

R2
2
- 1. (15)

可以求得如下的关系式是成立的:

摇 摇
r23
R2

3
=
x2 + 啄1 + 啄2 + 啄1啄2

(1 + 啄1)(1 + 啄2)
,
( r[ i]2 ) 2

R2
2

=
x2 + 啄1

1 + 啄1
摇 摇 ( i = 1,2) . (16)

进一步地,若令

摇 摇 棕 = 棕(R,c) =
r[1](R) / R,摇 摇 R1 臆 R 臆 R2,

r[2](R) / R,摇 摇 R2 臆 R 臆 R3
{ ,

则有
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摇 摇 姿 [ i]
1

鄣W [ i]

鄣姿 [ i]
1

- 姿 [ i]
2

鄣W [ i]

鄣姿 [ i]( )
2

dr[ i]

r[ i]
=
W [ i]

1 d棕
棕2 - 1

, (17)

其中, W [ i]
1 = dW [ i](棕) / d棕 . 利用式(15) ~ (17)中的记号,可将方程(13)改写为

摇 摇 p0 + G(x,啄1,啄2) =
摇 摇 摇 摇 A[1](x,啄1,啄2)x + B[1](x,啄1,啄2)x2 + A[2](x,啄1,啄2)x + B[2](x,啄1,啄2)x2, (18)

其中

摇 摇 G(x,啄1,啄2) = 乙((x
2+啄1) / (1+啄1))1 / 2

x

W [1]
1 d棕

棕2 - 1
+

摇 摇 摇 摇 乙((x
2+啄1+啄2+啄1啄2) / ((1+啄1)(1+啄2)))1 / 2

((x2+啄1) / (1+啄1))1 / 2

W [2]
1 d棕

棕2 - 1
, (19)

摇 摇 A[1](x,啄1,啄2) = 1
2 籽 [1]R2

1x ln 1 +
啄1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (20)

摇 摇 B[1](x,啄1,啄2) = 1
2 籽 [1]R2

1 ln 1 +
啄1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -
啄1

x2 + 啄
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

, (21)

摇 摇 A[2](x,啄1,啄2) = 1
2 籽 [2]R2

1x ln 1 + 啄2
1 + 啄1

x2 + 啄
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

, (22)

摇 摇 B[2](x,啄1,啄2) = 1
2 籽 [2]R2

1 ln 1 + 啄2
1 + 啄1

x2 + 啄
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

-
啄2 + 啄1啄2

x2 + 啄1 + 啄2 + 啄1啄2

x2

x2 + 啄
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

, (23)

式(10)中初始条件变为

摇 摇 x(0) = 1, x(0) = 0. (24)
为了更好地理解文中的结论,管道的内、外层分别取两类横观各向同性的幂率型材料模

型,其应变能函数如下:
摇 摇 W = W(姿1,姿2,姿3) =

摇 摇 摇 摇

滋1(((姿 [1]
1 ) 2n1 + (姿 [1]

2 ) 2n1 - 2)) / (2n1) + 茁1 ((姿 [1]
1 ) 2 - 1) 2),

摇 摇 R1 < R < R2,

滋2(((姿 [2]
1 ) 2n2 + (姿 [2]

2 ) 2n2 - 2)) / (2n2) + 茁2 ((姿 [2]
1 ) 2 - 1) 2),

摇 摇 R2 < R < R3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(25)

其中, 滋1 和 滋2 分别为两类材料产生无穷小变形时的剪切模量,n1 和 n2 是给定的材料常数,茁1

和 茁2 是描述材料关于径向各向异性的材料参数. 特别地,当 茁1 = 茁2 = 0 时,式(25)对应于由

Chou鄄Wang 和 Horgan 提出的幂率型材料模型[9];当 n1 = n2 = 1 时,材料模型对应于经典的 neo鄄
Hookean 材料模型[5] .
2. 1摇 静态径向膨胀

本小节研究层合管道在径向压力 p0 > 0 作用下的拟静态膨胀问题. 此时,方程(18)退化

为

摇 摇 p0 + G(x,啄1,啄2) = 0. (26)
一方面,当 x 沂 (1, + 肄) 时,容易验证等式 G(1,啄1,啄2) = 0 以及不等式:

摇 摇 x2 + 啄1

1 + 啄
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

1 / 2

< x, x2 + 啄1 + 啄2 + 啄1啄2

(1 + 啄1)(1 + 啄2

æ
è
ç

ö
ø
÷

)

1 / 2

< x2 + 啄1

1 + 啄
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

1 / 2

,

对任意给定的 啄1 和 啄2 恒成立,因此必有 G(x,啄1,啄2) < 0; 换句话说,方程(26)必有实根.
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另一方面,对任意给定的 啄1 和 啄2, 利用反常积分的性质可以证明:
1) 若两类材料对应的应变能函数的最高次幂不超过 2,即 n1,n2 臆1, 则式(26)存在水平

渐近线,特别地:
蚵 若两种材料对应的应变能函数的最高次幂均小于 2 (n1, n2 < 1), 则当 x 寅+ 肄 时,

有 p0 寅0;
蛎 若两种材料中一类材料的应变能函数的最高次幂小于 2,而另一类材料的应变能函数

的最高次幂等于 2,则当 x 寅+ 肄 时,有 p0 寅 0. 5滋1 ln(1 + 啄1)(即 n1 = 1,n2 < 1) 或 p0 寅
0郾 5滋2 ln(1 + 啄2)(即 n1 < 1,n2 = 1);

蚰 两种材料的应变能函数的最高次幂均等于 2 (即 n1 = n2 = 1),则当 x寅+ 肄 时,有 p0 寅
0. 5滋1 ln(1 + 啄1) + 0. 5滋2 ln(1 + 啄2) .

2) 若两种材料中至少有一类材料的应变能函数的最高次幂超过 2(即 n1 > 1,n2 > 1),则
式(26) 存在斜渐近线,即当 x 寅+ 肄 时,有 p0 寅+ 肄 .

当材料参数和结构参数分别取为 n2 = 1,啄1 = 1,茁2 = 0,以及 滋 = 滋2 / 滋1 和 n1 取不同值时,
满足方程(26) 的 P 和 x 的关系曲线图如图 1 和 2 所示,其中 P = p0 / 滋1 .

图 1摇 材料常数满足 n1,n2 臆1 时 P 和 x 的 图 2摇 材料常数满足条件 n1 > 1 或 n2 > 1 或

关系曲线,其中 n1 = 0. 75 n1,n2 > 1 之一时 P 和 x 的关系曲线,

Fig. 1摇 Relation curves of P and x for material 其中 n1 = 1. 5

parameters satisfying n1,n2 臆1, Fig. 2摇 Relation curves of P and x for material

where n1 = 0. 75 parameters satisfying one of conditions

n1 > 1 or n2 > 1 or n1,n2 > 1,

where n1 = 1. 5

2. 2摇 动态径向膨胀

令 y = x, 则方程(18)等价于如下的一阶微分方程组

摇 摇 x
y( ) = y

C(x,y
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
, (27)

其中

摇 摇 C(x,y) =
- (B[1](x,啄1,啄2) + B[2](x,啄1,啄2))y2 + p0 + G(x,啄1,啄2)

A[1](x,啄1,啄2) + A[2](x,啄1,啄2)
. (28)

显然微分方程组的平衡点为 (x,y) = (x-,0),其中 x- 为方程(26)的实根. 进一步地,方程组(27)
的 Jacobi 矩阵的特征值为
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摇 摇 姿1,2 = 依 Gx(x-,啄1,啄2)
A[1](x-,啄1,啄2) + A[2](x-,啄1,啄2

é

ë
êê

ù

û
úú)

1 / 2

. (29)

由图 1 可见, P和 x的关系曲线各自存在一个最大值,记为 Pmax . 当 P < Pmax 时,若关系曲

线单调增加,则 Gx(x-,啄1,啄2) < 0,此时 姿1,2 是一对纯虚根,即平衡点(x,y) = (x-,0) 是方程组

(27) 的线性化方程组的中心;若关系曲线单调减少,对应的Gx(x-,啄1,啄2) > 0,此时姿1,2 是绝对

值相等但符号相反的两个实根,即平衡点(x,y) = (x-,0) 是方程组(27) 的线性化方程组的鞍

点,进而也是方程组(27) 的鞍点. 然而,当 P > Pmax 时,平衡点不复存在,方程组(27)的解随时

间的增加而无限增大,管道最终将会破裂.
图 2 的分析与图 1 的类似,也可参见文献[8]的相关讨论.
由微分方程的定性理论可知,线性化方程的中心可能是非线性方程的中心,但也可能是非

线性方程的焦点. 因此,还需要对上述平衡点为线性化方程组的中心情形做进一步的定性.
若将方程(18)的两端乘以 xx, 则可以求得方程(18)满足初始条件(24)的首次积分为

摇 摇 乙 x

1
zG( z,啄1,啄2)dz +

1
2 p0(x2 - 1) =

摇 摇 摇 摇 1
2 (A[1](x,啄1,啄2) + A[2](x,啄1,啄2))xx2 . (30)

易见,方程(30)关于 x 满足对称性. 由非线性常微分方程的对称性原理可知,若方程组

(27)的平衡点是其线性化方程组的中心,则它们也是非线性方程组(27)的中心. 在这种情形

下,方程(18)有满足初始条件(24)的周期解,即此时圆管在内表面压力的作用下随时间的演

化是非线性的周期振动.

3摇 结摇 摇 论

本文通过对描述不可压缩的层合橡胶材料管道径向膨胀的方程的定性分析,结合数值算

例分别研究了管道静态和动态膨胀的机理,得到了如下结论:
1) 若管道的内外两层橡胶材料的应变能函数的最高次幂均未超过 2,则存在一个临界压

力,当径向压力小于该临界压力时,管道的径向膨胀模式随时间演化是非线性的周期振动;当
径向压力大于该临界压力时,管道随时间的演化将无限膨胀,最终将会破裂.

2) 若两层橡胶材料的应变能函数的最高次幂至少有一个超过 2,则对任意给定的径向压

力,管道的径向膨胀模式随时间演化都将是非线性的周期振动;此外,在某些条件下,振动的振

幅会出现跳跃性的增长.
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Abstract: The inflation mechanism was examined for a composite cylindrical tube composed of
two incompressible rubber materials, where the inner surface of the tube was subjected to a
suddenly applied radial pressure. The mathematical model of the problem was formulated and
the corresponding governing equation was reduced to a second order ordinary differential equa鄄
tion by using the incompressible condition of the material, the boundary conditions and the
continuity conditions of radial displacement and radial stress of the cylindrical tube, moreover,
the first integral of the equation was obtained. The qualitative analyses of static inflation and
dynamic inflation of the tube were presented, particularly, the effects of material parameters,
structure parameters and radial pressure on radial inflation and nonlinearly periodic oscillation
of the tube were discussed by combining numerical examples.

Key words: composite rubber tube; radial inflation; stability; nonlinearly periodic oscillation
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