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SH 波对等腰三角形与半圆形
凹陷相连地形的散射

*

韩摇 峰,摇 王光政,摇 康朝阳

(北京理工大学 爆炸科学与技术国家重点实验室,北京 100081)

摘要:摇 通过复变函数及多极坐标的方法研究了在 SH 波作用下,三角形凸起与半圆形凹陷组合而

成的复杂地形的散射问题. 在问题求解时,将所研究的地形分割为两个区域,并在各个区域内分别

构造满足边界条件的波函数,最后利用位移和应力连续的边界条件在公共边界上契合,从而将问

题转化为求解一组无穷代数方程组的系数问题,并采用 Fourier 变换截断有限项,再对其求解. 最后

通过具体的数值结果算例来讨论此复杂地形对 SH 波的散射问题,并给出了算例的位移解析解答.
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引摇 摇 言

有关地表形态以及地震动影响的研究工作,中外学者已经积累了大量的研究成果,研究的

重点集中在了凹陷地形和凸起地形对地震动的影响. 通常采用的研究方法有两种:一种是数值

法,利用差分、有限元、边界元等分析方法求解局部地形地面运动的一项;另一种方法是解析

法,即直接求解波动方程来分析这类问题[1鄄3] . 利用解析法研究等腰三角形凸起地形的地震动

问题是在 2000 年才出现的,鉴于原文献中存在一定的问题,2003 年刘殿魁重新研究了该问

题,就原文献中的错误,给出了正确的解决方法. 本文采用“分区、契合冶的思想,在相关文献的

基础上研究了半圆形凹陷附近等腰三角形凸起地形对地震动影响[4鄄16] .

1摇 问题的表述

等腰三角形凸起和半圆形凹陷的弹性半空间如图 1 所示. 水平地表记为 S,等腰三角形凸

起顶点记为 O1,两腰记为 C,凸起两腰的坡度分别为 1 颐 n1 和 1 颐 n2(n1 = n2);凸起高度为 d;半
圆形凹陷的圆心为 O2,半径为 r2,凹陷边界为 S2;凸起处水平面坐标记为 x鄄O鄄y(如图 1),则 O
与 O2 之间的水平距离为 h . 由以上条件可知,求解该问题对 SH 波的散射,就要在水平地表 S、
三角形凸起 C 和半圆形凹陷 S2 上给定应力自由的边界条件来求解 SH 波的控制方程. 由于在
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边界 S1 上有位移和应力的连续,而在边界 S,C和 S2 上有 子兹 z、子兹1z 和 子兹2z 分别为0,所以该问题属

于混合边界值求解问题,求解时会比较复杂一些. 为解决该问题,我们采用分区求解的思想,即
将整个求解区域分割为两部分,如图 2 所示:一部分为由边界 C 和边界 S1 围成的角域,另一部

分是由边界 S、边界 S1 和边界 S2 围成的半空间域.

图 1摇 等腰三角形凸起和半圆形凹陷地形示意图 图 2摇 模型分区示意图

Fig. 1摇 Numerical model of isosceles triangle Fig. 2摇 Model of partition
hill and a semi鄄cylindrical canyon

2摇 控 制 方 程

各向同性均匀连续的介质中,弹性波的控制方程为

摇 摇 鄣2W
鄣x2 + 鄣2W

鄣y2 = 1
C2

s

鄣2W
鄣t2

.

对于稳态情况,该方程即可简化为 Helmholhz 方程的形式:

摇 摇 鄣2W
鄣x2 + 鄣2W

鄣y2 + k2W = 0, (1)

其中, W 为位移函数,位移函数与时间的关系为 ei棕t(以下分析略去时间谐和因子 ei棕t),k =

棕 / Cs,棕为位移W(x,y,t) 的圆频率,Cs = 滋 / 籽 为介质的剪切波速,籽, 滋分别为介质的密度和

剪切模量.
由 Hooke 定律知,此时,各向同性介质中,应力和位移的关系为

摇 摇
子x z = 滋 鄣W

鄣x ,

子y z = 滋 鄣W
鄣y

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(2)

根据复变函数理论,引入复变量: z = x + iy, z- = x - iy; Helmholhz 方程(1)转化为

摇 摇 鄣2W
鄣z鄣z-

+ 1
4 k2W = 0. (3)

应力表达式(2)在复平面表示为

摇 摇
子x z = 滋 鄣W

鄣x = 滋 鄣W
鄣z + 鄣W

鄣z( )- ,

子yz = 滋 鄣W
鄣y = i 滋 鄣W

鄣z - 鄣W
鄣z( )-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(4)
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在柱坐标下,有: z = r·ei兹, z- = r·e - i兹; 应力表达式为

摇 摇
子r z = 滋 鄣W

鄣r = 滋 鄣W
鄣z ei兹 + 鄣W

鄣z-
e - i( )兹 ,

子兹 z = 滋 鄣W
鄣兹 = i 滋 鄣W

鄣z ei兹 - 鄣W
鄣z-

e - i( )兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(5)

3摇 辅 助 问 题

3. 1摇 辅助问题玉
在该区域内构造一个驻波函数,使其在圆弧形边界 S1 上满足应力、位移连续的条件,且满

足斜边界 C 上应力为零的条件:

摇 摇 子D
兹1z =

0,摇 摇 兹1 = + 兹0,
0,摇 摇 兹1 = - 兹0

{ .
(6)

在直角坐标系下,满足 Helmholhz 方程(3)和边界条件(6)的驻波函数 W D 应当为

摇 摇 W D(R1,兹1) = W0移
肄

m =
{

0
A(1)

m J2mp(kD R1 )cos(2mp兹1) +

摇 摇 摇 摇 A(2)
m J(2m+1)p(kD R1 )sin((2m + 1)p兹1 }) , (7)

其中, A(1)
m ,A(2)

m 为待求常数,W0 为驻波函数的最大幅值;p = 仔 / (2兹0);J2mp(·),J(2m+1)p(·) 为

2mp 和(2m + 1)p 阶的 Bessel 函数.
复坐标系内表示为

摇 摇 W D( z1,z-1) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
A(1)

m J2mp(kD z1 ) z1
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

1

2mp

+ z1
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

1

-2
é
ë
êê

ù
û
úú

mp

+

摇 摇 摇 摇 A(2)
m J(2m+1)p(kD z1 ) z1

z
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

(2m+1)p

- z1
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

1

-(2m+1)
é
ë
êê

ù
û
úú }

p

, (8)

这里给出的驻波域函数表达式(8)与文献[5]中的相应表达式在结构上是不同的,由于式(7)
中的 Bessel 函数 Jm(·) 中的阶数m要与 cos(2mp兹1) 中的 兹1 的系数保持形式一致,所以这里的

Bessel 函数采用 J2mp(·),J(2m+1)p(·) 的形式,而不是文献[5]中的整数阶 Bessel 函数 J2m(·),
J2m+1(·) . 另外,式(8)中的 Bessel 函数的阶数 2mp中的 p与角域的顶角2兹0 有关系. 通过验证,
驻波函数只有采用式(8)中的形式才能满足控制方程.

记 O1 为原点时 O 点的复坐标为 d,d 可以用坡度 n1,n2 表示(这里 n1 = n2),则 d 可表示为

摇 摇 d =
2r·n1·n2

n1 + n2
圯

n1 = n2 d = r
n1

, (9)

那么 z1 可以表示为

摇 摇 z1 = z + d . (10)
则所构造的在“三角形+半圆冶区域玉中,满足自由边界 C 应力为 0,边界 S1 上应力任意,并满

足式(3) 的驻波解式(8),根据移动坐标法在坐标系 X鄄O鄄Y 对应的复平面( z,z-) 上又可进一步

写成:
摇 摇 W D( z,z-) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
A(1)

m J2mp(kD z + d ) z + d( )z + d
2mp

+ z + d( )z + d
-2

[ ]
mp

+
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摇 摇 摇 摇 A(2)
m J(2m+1)p(kD z + d ) z + d( )z + d

(2m+1)p
- z + d( )z + d

-(2m+1)

[ ] }
p

, (11)

相应的应力表达式:

摇 摇 子D
r z =

滋DkDW0

2 移
肄

m =
{

0
A(1)

m P2mp( z + d) + A(2)
m Q(2m+1)p( z + d }) , (12)

其中

摇 摇 P t( s) {= Jt -1(k s ) s( )s
t -1

ei兹 - Jt +1(k s ) s( )s
-( t +1)

ei兹 +

摇 摇 摇 摇 Jt -1(k s ) s( )s
1-t

e - i兹 - Jt +1(k s ) s( )s
t +1

e - i }兹 ,

摇 摇 Qt( s) {= Jt -1(k s ) s( )s
t -1

ei兹 + Jt +1(k s ) s( )s
-( t +1)

ei兹 -

摇 摇 摇 摇 Jt -1(k s ) s( )s
1-t

e - i兹 - Jt +1(k s ) s( )s
t +1

e - i }兹 .

3. 2摇 辅助问题域

图 3摇 半空间域求解模型图

Fig. 3摇 Model of half space field

在区域域内,分别在边界 S1 和边界 S2 上构造散射波函数WS,使它满足在半空间表面 S 上

应力为 0 的边界条件(见图 3). 下面将分别对两条边界上所作用的波进行分析.
在复平面 ( z,z-) 上,边界 S1 上自身产生的满足半空间表面水平边界应力为 0 的散射波函

数 W (1),则散射波 W (1) 的函数可写为

摇 摇 W (1)( z,z-) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
B(1)

m H(1)
2m (kS z ) z( )z

2m
+ z( )z

-2

[ ]
m

+

摇 摇 摇 摇 B(2)
m H(1)

2m+1(kS z ) z( )z
2m+1

- z( )z
-(2m+1

[ ] }
)

. (13)

相应的应力可分别表示为

摇 摇 子(1)
r z =

滋SkSW0

2 移
肄

m =
{

0
B(1)

m U2m( z) + B(2)
m V2m+1( z }) . (14)

同时,在复平面 ( z2,z-2) 上,边界 S2 上产生的满足半空间表面水平边界应力为 0 的散射波

函数 W(2),则散射波 W(2) 的函数可写为

摇 摇 W (2)( z2,z-2) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
C(1)

m H(1)
2m (kS z2 ) z2

z
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

2m

+ z2
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

-2
é
ë
êê

ù
û
úú

m

+

摇 摇 摇 摇 C(2)
m H(1)

2m+1(kS z2 ) z2
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

2m+1

- z2
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

-(2m+1
é
ë
êê

ù
û
úú }

)

. (15)
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相应的应力可分别表示为

摇 摇 子(2)
r2z =

滋SkSW0

2 移
肄

m =
{

0
C(1)

m U2m( z2) + C(2)
m V2m+1( z2 }) , (16)

其中

摇 摇 Ut( s) {= H(1)
t -1(ks s ) s( )s

t -1
ei兹 - H(1)

t +1(ks s ) s( )s
-t-1

ei兹 +

摇 摇 摇 摇 H(1)
t -1(ks s ) s( )s

1-t
e - i兹 - H(1)

t +1(ks s ) s( )s
t +1

e - i }兹 ,

摇 摇 Vt( s) {= H(1)
t -1(ks s ) s( )s

t -1
ei兹 + H(1)

t +1(ks s ) s( )s
-t-1

ei兹 -

摇 摇 摇 摇 H(1)
t -1(ks s ) s( )s

1-t
e - i兹 - H(1)

t +1(ks s ) s( )s
t +1

e - i }兹 .

由于边界 S1 上产生的散射波与边界 S2 上产生的散射波会相互干涉,因此,每一个边界上

实际作用了两个散射波函数,相应的波函数可采用“多极坐标冶 的表示方法,由坐标移动公式 z
= z2 + ih 很方便的表示出来.

1) 在边界 S1 上,作用的散射波有两部分组成:自身的散射波W (1)
S1 和边界 S2 上产生的散射

波 W(2)
S1 .

在复平面 ( z,z-) 上:
摇 摇 W (1)

S1 ( z,z-) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
B(1)

m H(1)
2m (kS z ) z( )z

2m
+ z( )z

-2

[ ]
m

+

摇 摇 摇 摇 B(2)
m H(1)

2m+1(kS z ) z( )z
2m+1

- z( )z
-(2m+1

[ ] }
)

. (17)

相应的应力在复平面 ( z,z-) 上可分别表示为

摇 摇 子(1)
r z =

滋SkSW0

2 移
肄

m =
{

0
B(1)

m U2m( z) + B(2)
m V2m+1( z }) , (18)

同时,边界 S2 上也会产生散射波 W (2),并对边界 S1 施加影响.
由坐标移动公式 z2 = z - ih,则散射波 W (2) 作用在边界 S1 上的函数可写为

摇 摇 W (2)
S1 ( z,z-) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
C(1)

m H(1)
2m (kS z - ih ) z - ih

z - i( )h
2m

+ z - ih
z - i( )h

-2

[ ]
m

+

摇 摇 摇 摇 C(2)
m H(1)

2m+1(kS z - ih ) z - ih
z - i( )h

2m+1
- z - ih

z - i( )h
-(2m+1

[ ] }
)

. (19)

相应的应力在复平面 ( z,z-) 上可分别表示为

摇 摇 子(2)
r z =

滋SkSW0

2 移
肄

m =
{

0
B(1)

m U2m( z - ih) + B(2)
m V2m+1( z - ih }) . (20)

2) 在边界 S2 上,散射波由两部分组成:自身的散射波 W (2)
S2 和边界 S1 上产生的散射波

W (1)
S2 .

在复平面 ( z2,z-2) 上:
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摇 摇 W (2)
S2 ( z2,z-2) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
C(1)

m H(1)
2m (kS z2 ) z2

z
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

2m

+ z2
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

-2
é
ë
êê

ù
û
úú

m

+

摇 摇 摇 摇 C(2)
m H(1)

2m+1(kS z2 ) z2
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

2m+1

- z2
z

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

-(2m+1
é
ë
êê

ù
û
úú }

)

. (21)

相应的应力在复平面 ( z2,z-2) 上可分别表示为

摇 摇 子(2)
r2z =

滋SkSW0

2 移
肄

m =
{

0
C(1)

m U2m( z2) + C(2)
m V2m+1( z2 }) , (22)

同时,边界 S1 上也会产生散射波 W (1),并对边界 S2 施加影响.
由坐标移动公式 z = z2 + ih,则散射波 W (1) 作用在边界 S2 上的函数可写为

摇 摇 W (1)
S2 ( z2,z-2) =

摇 摇 摇 摇 W0移
肄

m =
{

0
B(1)

m H(1)
2m (kS z2 + ih ) 伊 z2 + ih

z2 + i
æ
è
ç

ö
ø
÷

h

2m

+ z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

-2
é
ë
êê

ù
û
úú

m

+

摇 摇 摇 摇 B(2)
m H(1)

2m+1(kS z2 + ih ) z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

2m+1

- z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

-(2m+1
é
ë
êê

ù
û
úú }

)

. (23)

相应的应力在复平面 ( z2,z-2) 上可分别表示为

摇 摇 子(1)
r2z =

滋SkSW0

2 移
肄

m =
{

0
B(1)

m U2m( z2 + ih) + B(2)
m V2m+1( z2 + ih }) . (24)

3. 3摇 入射波和反射波的构造

1) 在复平面 ( z,z-) 上,边界 S1 上的入射波和反射波为

摇 摇
W in( r,兹) = W0 移

m =肄

m = -肄
( - i)mJm(kSr)eim(兹+琢)·e - i棕t,

W re( r,兹) = W0 移
m =肄

m = -肄
(i)mJm(kSr)eim(兹-琢)·e - i棕t

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
圯

摇 摇 摇 摇
W in = W0移

肄

m = 0
着m( - i)mJm(kSr)cos(m(兹 + 琢))·e - i棕t,

W re = W0移
肄

m = 0
着m imJm(kSr)cos(m(兹 - 琢))·e - i棕t

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

其中, 着0 = 1,着n = 2 (n = 1,2,…),

摇 摇 圯W in+re = 2移
肄

m = 0
着2m( - 1)mJ2m(kSr)cos(2m兹)cos(2m琢) +

摇 摇 摇 摇 2移
肄

m = 0
( - 1)mJ2m+1(kSr)·2i·sin((2m + 1)兹)sin((2m + 1)琢), (25)

摇 摇 W in+re
S1 = 2J0(kS z ) +

摇 摇 摇 摇 2移
肄

m = 1
( - 1)mJ2m(kS z )cos(2m琢) z( )z

2m
+ z( )z

-2

[ ]
m

+

摇 摇 摇 摇 2移
肄

m = 0
( - 1)mJ2m+1(kS z )sin((2m + 1)琢) z( )z

2m+1
- z( )z

-(2m+1

[ ]
)

. (26)

相应的在复平面 ( z,z-) 上的应力表达式为

摇 摇 子 in+re
r z =

滋SkSW0

2 ·2·
J -1(kS z ) - J1(kS z )

2
z( )z

-1
ei兹 + z( )z

1
e - i[ ]兹 +
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摇 摇 摇 摇
滋SkSW0

2 移
肄

m = 1
2( - 1)mcos(2m琢)P2m( z) +

摇 摇 摇 摇
滋SkSW0

2 移
肄

m = 0
2( - 1)msin((2m + 1)琢)Q2m+1( z), (27)

其中

摇 摇 P t( s) {= Jt -1(k s ) s( )s
t -1

ei兹 - Jt +1(k s ) s( )s
-( t +1)

ei兹 +

摇 摇 摇 摇 Jt -1(k s ) s( )s
1-t

e - i兹 - Jt +1(k s ) s( )s
t +1

e - i }兹 ,

摇 摇 Qt( s) {= Jt -1(k s ) s( )s
t -1

ei兹 + Jt +1(k s ) s( )s
-( t +1)

ei兹 -

摇 摇 摇 摇 Jt -1(k s ) s( )s
1-t

e - i兹 - Jt +1(k s ) s( )s
t +1

e - i }兹 .

2) 在复平面 ( z2,z-2) 上,利用坐标移动公式 z = z2 + ih,边界 S2 上的入射波和反射波:
摇 摇 W in+re

S2 = 2J0(kS z2 + ih ) +

摇 摇 摇 摇 2移
肄

m = 1
( - 1)mJ2m(kS z2 + ih )cos(2m琢) 伊

摇 摇 摇 摇 z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

2m

+ z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

-2
é
ë
êê

ù
û
úú

m

+

摇 摇 摇 摇 2移
肄

m = 0
( - 1)mJ2m+1(kS z2 + ih )sin((2m + 1)琢) 伊

摇 摇 摇 摇 z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

2m+1

- z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

-(2m+1
é
ë
êê

ù
û
úú

)

. (28)

相应的在复平面 ( z2,z-2) 上的应力表达式为

摇 摇 子 in+re
r2z =

滋SkSW0

2 ·2·
J -1(kS z2 + ih ) - J1(kS z2 + ih )

2 伊

摇 摇 摇 摇 z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

-1

ei兹 + z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

1

e - ié
ë
êê

ù
û
úú

兹 +

摇 摇 摇 摇
滋SkSW0

2 移
肄

m = 1
2( - 1)mcos(2m琢)P2m( z2 + ih) +

摇 摇 摇 摇
滋SkSW0

2 移
肄

m = 0
2( - 1)msin((2m + 1)琢)Q2m+1( z2 + ih) . (29)

3. 4摇 边界条件及定解方程组

在已构造函数的基础上,我们利用边界条件:即在边界 S1 上满足应力和位移的连续,在边

界 S2 上满足应力为 0(参见图 4). 即

摇 摇

W (1)
S1 + W (2)

S1 + W in+re
S1 = W D, 在边界 S1 上;

子(1)
r z + 子(2)

r z + 子 in+re
r z = 子D

r z, 在边界 S1 上;

子(1)
r2z + 子(2)

r2z + 子 in+re
r2z = 0, 在边界 S2 上

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(30)

由于波函数都是由正弦函数 sin(n兹) 和余弦函数 cos(n兹) 叠加构造而来,为方便地解出

该方程组的解,我们把已经构造出的位移和应力波函数带入上述方程组,按照正弦、余弦部分

一一对应的关系,在复数域进行 Fourier 级数展开,并重构方程组如下:
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图 4摇 山谷相连地形契合求解模型示意图

Fig. 4摇 Model of conjunction

摇 摇

移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
X X (11)

nm A(1)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Y Y (11)

nm B(1)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Z Z(11)

nm C(1)
m =

摇 摇 移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
W W (11)

nm ,

滋DkD

滋SkS
移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
X X (12)

nm A(1)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Y Y (12)

nm B(1)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Z Z(12)

nm C(1)
m =

摇 摇 移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
W W (12)

nm ,

滋SkS移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
Y Y (13)

nm B(1)
m + 滋SkS移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Z Z(13)

nm C(1)
m +

摇 摇 滋SkS移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
W W (13)

nm = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(31)

摇 摇

移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
X X (21)

nm A(2)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Y Y (21)

nm B(2)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Z Z(21)

nm C(2)
m =

摇 摇 移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
W W (21)

nm ,

滋DkD

滋SkS
移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
X X (22)

nm A(2)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Y Y (22)

nm B(2)
m - 移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Z Z(22)

nm C(2)
m =

摇 摇 移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
W W (22)

nm ,

滋SkS移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
Y Y (23)

nm B(2)
m + 滋SkS移

肄

n = 0
移
肄

m = 0
Z Z(23)

nm C(2)
m +

摇 摇 滋SkS移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
W W (23)

nm = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(32)

在这里,由于山体与地基是同一种材质,因此有: 滋DkD = 滋SkS, 其中

摇 摇 XX (11)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
J2mp(kD z + d ) z + d( )z + d

2mp
+ z + d( )z + d

-2

[ ]
mp

e - in兹d兹,

摇 摇 YY (11)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
H(1)

2m (kS z ) z( )z
2m

+ z( )z
-2

[ ]
m

e - in兹d兹,

摇 摇 ZZ(11)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
H(1)

2m (kS z - ih ) z - ih
z - i( )h

2m
+ z - ih

z - i( )h
-2

[ ]
m

e - in兹d兹,
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摇 摇 WW (11)
nm =

1
2仔乙

仔 / 2

-仔 / 2
2J0(kS z )e - in兹d兹, m = 0,

1
2仔乙

仔 / 2

-仔 / 2
2( - 1)mJ2m(kS z )cos(2m琢) 伊

摇 摇 z( )z
2m

+ z( )z
-2

[ ]
m

e - in兹d兹, m > 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ;

摇 摇 XX (12)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
P2mp( z + d)e - in兹d兹,

摇 摇 YY (12)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
U2m( z)e - in兹d兹,

摇 摇 ZZ(12)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
U2m( z - ih)e - in兹d兹,

摇 摇 WW (12)
nm =

1
2仔乙

仔 / 2

-仔 / 2
2·

J -1(kS z ) - J1(kS z )
2 伊

摇 摇 z( )z
-1
ei兹 + z( )z

1
e - i[ ]兹 e - in兹d兹, m = 0,

1
2仔乙

仔 / 2

-仔 / 2
2( - 1)mcos(2m琢)P2m( z)e - in兹d兹, m > 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ;

摇 摇 XX (13)
nm = 0,

摇 摇 YY (13)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
U2m( z2 + ih)e - in兹d兹,

摇 摇 ZZ(13)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
U2m( z2)e - in兹d兹,

摇 摇 WW (13)
nm =

1
2仔乙

仔 / 2

-仔 / 2
2·

J -1(kS z2 + ih ) - J1(kS z2 + ih )
2 伊

摇 摇 z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

-1

ei兹 + z2 + ih
z2 + i

æ
è
ç

ö
ø
÷

h

1

e - ié

ë
êê

ù

û
úú

兹 e - in兹d兹, m = 0,

1
2仔乙

仔 / 2

-仔 / 2
2( - 1)mcos(2m琢)P2m( z2 + ih)e - in兹d兹, m > 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ;

摇 摇 XX (21)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
J(2m+1)p(kD z + d ) 伊

摇 摇 摇 摇 z + d( )z + d
(2m+1)p

- z + d( )z + d
-(2m+1)

[ ]
p

e - in兹d兹,

摇 摇 YY (21)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
H(1)

2m+1(kS z ) 伊

摇 摇 摇 摇 z( )z
2m+1

- z( )z
-(2m+1

[ ]
)

e - in兹d兹,

摇 摇 ZZ(21)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
H(1)

2m+1(kS z - ih ) z - ih
z - i( )h

2m+1
- z - ih

z - i( )h
-(2m+1

[ ]
)

e - in兹d兹,

摇 摇 WW (21)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
2( - 1)mJ2m+1(kS z )sin((2m + 1)琢) 伊

摇 摇 摇 摇 z( )z
2m+1

- z( )z
-(2m+1

[ ]
)

e - in兹d兹;
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摇 摇 XX (22)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
Q(2m+1)p( z + d)e - in兹d兹,

摇 摇 YY (22)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
V2m+1( z)e - in兹d兹,

摇 摇 ZZ(22)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
V2m+1( z - ih)e - in兹d兹,

摇 摇 WW (22)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
2( - 1)msin((2m + 1)琢)Q2m+1( z)e - in兹d兹;

摇 摇 XX (23)
nm = 0,

摇 摇 YY (23)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
V2m+1( z2 + ih)e - in兹d兹,

摇 摇 ZZ(23)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
V2m+1( z2)e - in兹d兹,

摇 摇 WW (23)
nm = 1

2仔乙
仔 / 2

-仔 / 2
2( - 1)msin((2m + 1)琢)Q2m+1( z2 + ih)e - in兹d兹 .

3. 5摇 地表位移幅值

研究三角形凸起地形对 SH 波散射的影响,就要求给出界面上任意观察点上 SH 波的波数

和入射角与相关地形的位移幅值之间的关系. 对稳态的 SH 波而言,如果求得观察点的位移量

就可以求解该点的速度和加速度值,这对地震工程是至关重要的.
在区域玉中总波场 W1 为驻波 W D, 即

摇 摇 W1 = W D . (33)
而在区域域中的总波长

摇 摇 W2 = W in+re + W (1)
S + W (2)

S (34)
或者写成

摇 摇 W2 = W ei(棕t-准), (35)
其中, W 为位移幅值,即 W 的绝对值,而 准 为 W 的相位,同时有

摇 摇 准 = arctan Im W
Re( )W

. (36)

又因为入射波的频率 棕 可以与“三角形+半圆冶区域玉中半圆的半径 r 组合成一个入射波的波

数,即入射波波数为 kr = 棕r / Cs,或者 kr = 2仔r / 姿,其中, 姿为入射波的波长(姿 = CsT),波数 浊还

可写成 浊 = 2r / 姿,

摇 摇
浊 = 2r

CsT
= 棕r
仔Cs

圯 浊 = kr
仔 圯 k = 仔浊

r ,

k = 棕
Cs

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(37)

4摇 算例与结果分析

作为算例,假设入射波振幅W0 为 1. 0,区域玉中半圆的半径 r为1. 0,本算例建立的模型如

图5所示,y / r = 依1表示三角形凸起与水平面的相交位置,y / r = 0对应着三角形凸起的顶点,而
y / r < 1. 0 代表三角形凸起上的点,h - r2 < y / r < h + r2 则表示半圆形凹陷上的点, y / r >
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1. 0 且不包括 h - r2 < y / r < h + r2 的部分则代表水平面上的点.

图 5摇 算例模型

Fig. 5摇 Model of numerical examples

摇 (a) 浊 = 0. 1
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摇 (b) 浊 = 0. 25

摇 (c) 浊 = 0. 5
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摇 (d) 浊 = 0. 75

摇 (e) 浊 = 1

图 6摇 山谷不相连地形 ( r = r2) 随山体顶角 2兹0 变化的响应

Fig. 6摇 Dependence of surface displacements on 2兹0( r = r2)

1) 图 6(a)至图 6(e)给出了当入射波数为 0. 1,0. 25,0. 5,0. 75,1. 0 时,等腰山体与谷地

不相连地形在 SH 波以不同角度入射时,水平地表、凸起地表和凹陷地表的位移幅值 W 的分

布情况. 当 浊 = 0. 1 时,所求解问题类似于准静态情况,山体的顶角 2兹0 越小,位移幅值就越大;
而当 浊 = 0. 25, 0. 5, 0. 75, 1. 0 时,地表位移的变化明显表现出动力学特征,山体的夹角、入射

波的频率都会对山体和地表的位移特性产生影响,随着波数的增加,位移幅值的震荡特征会更

加明显,并且最大幅值出现在垂直入射时的山体顶点处.
2) 由图 6(a)可知,当 浊 = 0. 1 时,随着入射角的增加,近似于水平入射时,山体表面和水
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平地表的波动变化不大,而凹陷地形的波动则是比较大的;就好似两个凹陷地形,其中一个上

面有一座山体载荷压在上面,而另一个则是自由的,有负载的波动就会小些,无负载的波动就

会大些.
3) 由图 6(e)可知,当山基体 r半径与凹陷半径 r2 相同时,波数 浊 = 1. 0 时,山顶夹角2兹0 =

90毅 时,山体及其附近的位移幅值波动会比其他夹角的情况都大.
4) 由图 6(c)和图 6(d)还可知,当波数 浊 = 0. 5, 0. 75,且山基体半径 r与凹陷半径 r2 相等

时,山体与凹陷地形之间的水平地表的抖动特征会非常的明显,并且随着入射角的增加,抖动

从凸起侧向凹陷侧变化.
5) 由图 7 可得,山体与凹陷不直接相连时,山基体半径 r 不等于凹陷半径 r2 时,山体与凹

陷地形之间的水平地表的抖动特征会明显下降.

(a) 浊 = 0. 5
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(b) 浊 = 1

图 7摇 山谷不相连地形 ( r 屹 r2) 随山体顶角 2兹0 变化的响应

Fig. 7摇 Dependence of surface displacements on 2兹0( r 屹 r2)

图 8摇 山谷相连地形 ( r = r2) 随山体顶角变化的响应

Fig. 8摇 Valley connected ( r = r2)

6) 由图 8 和图 9 可得,当山体与凹陷地形直接相连时,随着入射角增加,近似于水平入射

时,山体左侧的波动特性下降明显;而山体与凹陷地形不相连时,山体左侧的波动会非常的大.
7) 由图 10 可得,山体与凹陷之间的距离为山基半径 r 的 6 倍及 6 倍以上时,山体与凹陷

之间的干扰作用不再明显,即山体与凹陷都能各自表现出单独被冲击的情况,其中山体的冲击

响应尤其明显,凹陷地形则略有影响.
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图 9摇 山谷相连地形 ( r 屹 r2) 随山体顶角变化的响应

Fig. 9摇 Valley connected ( r 屹 r2)
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(a) 山与谷距离为 6r 时的响应 (b) 单个山体的冲击响应

(a) Valley distance of 6r (b) Single raised

图 10摇 山谷不相连地形中山体与谷地距离较远时的响应

Fig. 10摇 Dependence of surface displacements with valley distance

5摇 结摇 摇 论

本文采用了“分区域冶“再契合冶的思想,使用了复变函数和移动坐标的方法,求解了 SH
波作用下等腰山体与凹陷并存地形的相互作用;给出了各部分的位移构造函数,并提供了山体

与凹陷地形相连及山体与凹陷地形不相连两种情况下,不同波数,不同角度入射时的地表响应

曲线. 同时还得到了,山体与凹陷相隔 6 倍山基半径 (6r) 时,山体与凹陷地形的相互干涉现象

不再明显.
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Scattering of SH鄄Waves on the Isosceles
Triangular Hill Joined by
Semi鄄Cylindrical Canyon

HAN Feng,摇 WANG Guang鄄zheng,摇 KANG Chao鄄yang
(Beijing Institute of Technology, State Key Laboratory of Explosion Science and Technology,

Beijing 100081, P. R. China)

Abstract: Scattering of SH鄄wave on the triangular hill joined by semi鄄cylindrical canyon in half鄄
space was studied with the methods of complex function and moving coordinates. The studied
model was divided into two domains at first, and the wave functions, which satisfy the required
condition at each wedge, are constructed in each equation, which was solved by Fourier expan鄄
ding. Finally, numerical examples and relative results are provided to discuss the influence of
scattering of SH鄄waves.

Key words: scattering of SH鄄waves; triangular hill; semi鄄cylindrical canyon; multi鄄polar coor鄄
dinate;complex function
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