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流体流动中波状游动平板
最优运动的数值方法
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摘要: 提出了一种求解波状游动平板最优运动方式的优化方法．最优化问题表述为固定推力的
条件下，使得输入功率最小．由于存在不可见模态，使得该问题具有奇性，用通常的 Lagrange 乘子
法计算得到的可能不是最优解，而是一个鞍点值．为了消除这一奇性，增加了一个关于幅值的不等
式约束，并利用逐步二次规划的优化方法求解该问题．将该方法运用到二维和三维的波动板的几
个例子上，获得了最优解．
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引 言

在水生动物的游动、鸟类以及昆虫的拍动飞行中所展现出的优异性能引起了许多学者的
关注．令人感兴趣的问题是确定能得到最大水动力学效率的最优运动． 根据 Wu［1］的定义，游
动的水动力学效率为时均推力和时均输入功率的比值．最优化问题可以表述为，寻找一个合理
的运动方式使得消耗的能量最小，同时必须保持足够的推力以维持向前游动．
近年来，更复杂的基于势流理论的面元法［2-3］以及基于求解 Navier-Stokes方程组的直接数

值模拟方法［4-6］被广泛用于模拟生物飞行游动的推进性能．利用这些方法，可以获得更细致的
流场结构．然而，这些方法由于计算量巨大，并不适合复杂的性能优化分析．因此，需要一个计
算量小的简单模型用于分析生物的飞行游动性能． Lighthill［7-9］建立了细长体理论以及
Wu［1，10-11］建立了二维波动板理论，但是这些理论基于一定的假设和近似，同真实的鱼体具有较
大的差距．事实上，典型鱼体的展弦比在 0． 2 ～ 0． 5 之间． Cheng 等［12］发展了三维波动板理论，
考虑了展弦比的效应． Kagemoto等的文献［13］的结果表明，该理论能够较好预测实验的结果．
在本文中，我们根据 Cheng等、Kagemoto等及 Lan在文献［12-14］中的方法，发展了涡格法程序
用于计算推力、输入功率等物理量．
关于最优运动方式的工作较为少见．其中之一是Wu的文献［11］关于二维的例子．由于存

在奇性，刚性翼形的俯仰和沉浮组合运动的最优运动方式并不能够确定．常用的 Lagrange乘子
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法所得到的解并不是最优解，从本文的分析可知，该点只是一个鞍点．为了求解该问题，Wu 的
文献［11］将浮沉运动幅值作为参变量． Ahmadi等的文献［15］的结果表明，该问题的奇性是由
一个“不可见模态”所导致的．他采用不可见模态的幅值为一附加条件．利用这一方法，能够获
得和 Wu的文献［11］同样的结果．然而 Wu 的文献［11］和 Ahmadi 等的文献［15］的理论方法
很难应用到更复杂的柔性波动板问题．
在本文中，利用特征值分解的方法分析了二维以及三维矩形波动板的最优运动方式．对于

幅值为线性变化的最优运动问题中，存在 1 个不可见模态，而在幅值为二次变化的最优问题
中，存在 3 个不可见模态．可见以上问题都是奇性的．为了消除奇性，在原问题中增加了关于摆
动幅值的不等式约束．约束位于波动板的中点，方便同Wu的文献［11］的结果作比较．同时，为
了避免取到鞍点，采用逐步二次规划法( SQP) 的优化程序求解该问题． 为了验证程序的正确
性，求解刚性板最优运动方式，获得了同Wu的文献［11］一致的结果．并且，将该方法应用到前
人没有研究过的二维和三维波动板的几个例子上，获得了最优解．

1 数 学 公 式
假设一零厚度柔性板，在一沿 x方向均匀流动 U的不可压缩无粘流场中做波状摆动．板的

运动由一系列波组成:

z = Re［h( x，t) ］ = Re［H( x) ei( ωt －kx)］ = [ (Re ∑
N

n = 1
Anx

n－1eiφ )n ei( ωt －kx ]) ， ( 1)

其中，Re表示实部，ω为约化频率，k为波数，An是实系数，φn表示第 n项与第 1项之间的相
位差．所有的物理量都经过无量纲化．半板长 l做为特征长度，因而 x的取值范围在 － 1到 1之
间．来流速度 U和 l /U为特征速度和特征时间．
在此，假设振幅 h要远远小于单位长度，因而无穿透的边界条件经过线化之后在 z = 0 上

成立．放置离散涡于 z = 0 平面上以满足平板表面的边界条件以及替代尾迹中的涡层．在本文
的涡格法中，平板表面和尾迹都根据“半圆”法则离散成小的面元( 参见文献［12］和［14］) ．控
制点取在计算平面上每个面元的形心．具体的细节可以参考文献［12-14］．利用以上方法求得
时均推力 T和时均功率 E ．在得到推力、功率等物理量之后，根据能量守恒定律得到能量耗散
率为 EW = E － TU ．
当 n≥ 2时，记系数为 ξ2n－2 = Ansin( φn ) 以及 ξ2n－3 = Ancos( φn ) ，当 n = 1，ξ0 = A1，则时

均功率、时均推力和能量耗散率经无量化后可以分别写成如下的二次形式:
CE = ξTEξ，

CT = ξTTξ，

CEW = ξTEWξ
{

，

( 2)

其中，E，T，EW 为 2N － 1 阶实对称矩阵．
水动力学效率定义为

η =
CT

CE
=

CT

CT + CEW
． ( 3)

优化的目标就是获得最大水动力学效率． Wu［11］指出，最优运动方式问题可以表述为: 在
一系列指定的运动方式 h( x，t) 中，寻找到一个时均能量最小同时满足时均推力为一恒定值的
运动方式．根据能量守恒定律，优化问题可以写成如下形式:
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min CEW，

s． t． CT = CT 0 ＞ 0{ ．
( 4)

2 Lagrange乘子法
对于以上的优化问题，通常是采用 Lagrange乘子法求解．对于幅值为线性变化的刚性板的

最优运动问题，求得的 3 个解中只有 1 个解是可行的，记为 ξ3，它满足约束条件．然而，这个解
并不是一个最优解．事实上，Lagrange 乘子法所得到的解只满足最优解的必要条件，即一阶导
为 0 条件．为了判断该点是否是极小值点，需要对该点的二阶充分条件进行验证，即对二阶增
量 f( d) = dTW* d，在所有可行方向 d上都满足条件 f( d) ≥0，其中 d满足 aTd = 0，a = !CT，

W* = !2
ξL( ξ3，λ3 ) 表示 Lagrange函数 L( ξ，λ) 的 Hess矩阵，λ为 Lagrange乘子．
在该点处，构造 3 个典型的可行方向分别为

d1 = a × ζ1，d2 = a × ζ2，d3 = a × ζ3，

其中，ζ1，ζ2，ζ3 是特征方程W
* ζ = λ 'ζ的 3个特征向量．图 1给出了 3个特征方向上的二阶增

量 f( d) 随频率的变化曲线．从图中可以看到，f( d1 ) ＞ 0以及 f( d2 ) ＜ 0 ．据此，可以断定该驻
点既不是极小值点也不是极大值点，只是一个鞍点．

图 1 3 个典型方向上的二阶增量 图 2 Lagrange乘子法所得效率( 实线) 同
Fig． 1 Second order increment in three Wu的文献［11］的结果比较

typical directions Fig． 2 Comparison between the efficiency

by Lagrange multiplier method

( solid line) and that by Wu［11］

将 Lagrange乘子法得到的效率同 Wu的文献［11］的结果做比较，如图 2 所示．可以看到，
Lagrange乘子法得到的效率要低于 Wu 的文献［11］的最大效率而高于他的最小效率．这也可
以判断该点既不是极大值点也不是极小值点．可以看到，Lagrange 乘子法在这里不再适用，这
是由 Lagrange乘子法局限性及问题的奇性导致的．

3 优化问题中的奇性
根据水动力学效率的定义，当能量耗散率为 0 时，效率达到最大值．但是，如果零能量耗散

的运动产生的推力也为 0，要保持推力恒定，运动的振幅就必须趋于无穷．这种优化问题的奇
性，下面还要更详细讨论．这种运动被 Ahmadi 等［15］称为“不可见模态”．它对应于 EW 零特征

值的特征矢量．
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3． 1 幅值线性变化问题的奇性
幅值线性变化的波动板的最优运动方式( 记为 OP 01) 可以写成如下形式:

z = ( A1 + A2xe
iφ ) ei( ωt －kx) ． ( 5)

能量耗散率 CEW 的系数 EW 可以写成一个 3 阶矩阵．利用特征值分解的办法，特征值是特征方
程 det( EW － μI) = 0的解 μ ． I是单位阵．相应于特征值 μ的特征向量很容易计算得到．图 3 给
出了特征值随频率变化的曲线．可以看到，前两个特征值为正，第 3 个特征值趋于零值．通过进
一步计算，对应第 3 个特征向量的推力和功率都趋于零值．因而第 3 个特征向量接近于不可见
模态，记为 ξI ．根据 Ahmadi的文献［15］中定义，不可见模态是一种运动方式，该运动方式对时
均的物理量没有贡献，也不产生尾迹涡．

( a) k = 0，2D ( b) k = 3，AR = 1

图 3 幅值线性变化的能量损耗率系数矩阵对应的特征值
Fig． 3 Eigenvalues of coefficient matrix of energy loss rate for motion with linearly varying amplitude

优化问题的奇性是由不可见模态和其它模态相互作用导致的．除了不可见模态 ξI 之外，

还有另外两个模态记为 ξ1 和 ξ2 ．表征运动方式的矢量 ξ可以改写为
ξ = a1ξ

1 + a2ξ
2 + aIξ

I，

其中，a1，a2 和 aI 分别为相应的系数．为使能量耗散率最小，系数 a1 和 a2 必须趋于零值，这是

由于模态 ξ1 和 ξ2 会产生耗散能量，与此同时，推力也随着系数 a1 和 a2 的减小而减小．为了保

持推力恒定，即CT = ξTTξ = CT 0，不得不增加不可见模态的系数 aI ．而相应的能量耗散率并不
会随着不可见模态幅值的增加而增加．随着能量耗散率的逐渐减小，相应的不可见模态的系数
aI 增加，导致整个运动的幅值增加．当效率趋于 1 时，幅值趋于无穷大．因而，如果不加约束条
件的话，该问题不存在最优解．
3． 2 幅值二次变化问题的奇性
幅值二次变化的波动板的最优运动方式( 记为 OP 012) 可以写成如下形式:

z = ( A1 + A2xe
iφ1 + A3x

2eiφ2 ) ei( ωt －kx) ． ( 6)

能量耗散率的系数 EW 可以写成一个 5 阶矩阵．同样用特征值分解的方法得到特征值和相应
的特征向量．图 4 给出了 5 个特征值随频率变化的曲线．可以看到，其中前两个特征值恒为正，
剩下的 3 个特征值都趋于零值．通过计算表明，3 个特征向量中任意一个对应的推力和能量都
趋于零值，表明 3 个特征向量都接近于不可见模态．根据上一节的分析可知，由于不可见模态
的存在，如果不增加幅值约束条件，该优化问题将无解．
随着项数的增加，不可见模态也增加，求解最优运动方式的问题变得更加复杂．并且，继续
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( a) k = 0，2D ( b) k = 3，AR = 1

图 4 幅值二次变化的能量损耗率系数矩阵对应的特征值
Fig． 4 Eigenvalues of coefficient matrix of energy loss rate for motion with quadratically varying amplitude

增加项数，效率增加并不是非常明显，因而没有再考虑更多幂次的优化问题．

4 约束优化方法

为了消除问题的奇性，在原问题中增加了一个关于幅值的不等式约束条件．为了便于同
Wu的文献［11］的结果作比较，不等式位于中点 x = 0 处:

‖H( x = 0) ‖2 ≤ 1
4 H0， ( 7)

其中 H0 是一个参量，同 x = 0 处最大振幅有关．此时，最优运动问题重新改写为
min( max) CEW，

s． t． CT = CT 0 ≠ 0，

‖H( x = 0) ‖2 ≤ 1
4 H0









 ．

( 8)

( a) 幅值比 ( b) 相位角

( a) amplitude ratio ( b) phase angle

图 5 本文所得效率最大的解同 Wu的文献［11］的结果比较

Fig． 5 Comparison of maximum efficiency solution by present with that by Wu［11］

在这个不等式约束下，该问题的奇性被消除掉． 为了避免取到鞍点值，采用逐步二次规划
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( SQP) 方法的优化程序求解以上问题．该优化程序可以处理规则的混合约束，也可以处理非规
则的混合约束．具体细节可以参见文献［16-17］．

为了验证方法的正确性，求解刚性板 ( k = 0) 的最优运动问题，时均推力取为 CT = CT 0 =
0. 4 ．幅值比定义为 RA = A2 /A1 ．对应最大效率的解如图 5 所示．可以看到，结果同Wu的文献
［11］的结果一致．

5 算 例

用以上方法求解下面的几个算例，获得了最优解．时均推力取为 CT 0 = 0. 4 ．波数 k = 1 ．

幅值参数 H0 = 0． 1 ．

( a) 幅值比 ( b) 相位角

( a) amplitude ratio ( b) phase angle

图 6 H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4 条件下的最优解

Fig． 6 Optimum solution for H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4

图 7 H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4 条件下，最优效率随频率的变化曲线

Fig． 7 Optimum efficiency vs frequency ( ω) for H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4

5． 1 二维波动板的最优运动方式

在这一节考虑了幅值线性变化的二维波动板的最优运动方式．幅值比 ( RA = A2 /A1 ) 和相

位角( φ) 由图 6 给出．可以看到，当频率高于一个临界值时，可以同时得到最大效率和最小效
率．对于更小的频率，则不存在最优解．由于推力随着频率的减小而减小．当频率小于临界值
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时，不存在某一摆动方式能够产生足够推力以维持推力恒定的条件．随着频率的增加，幅值比
和相位差一开始变化很快，在频率 ω较高时，变化较为缓慢． Wu［11］指出，当游动频率 ω的区间
落在幅值比 RA 和相位角 φ变化较为剧烈的区域内，更为熟练的控制是必不可少的．相应的效
率随频率的变化曲线在图 7 中给出．

( a) 对应最大效率的幅值比 ( b) 对应最小效率的相位角

( a) amplitude ratio for maximum efficiency ( b) the phase angle for maximum efficiency

( c) 对应最小效率的幅值比 ( d) 对应最小效率的相位角

( c) amplitude ratio for minimum efficiency ( d) phase angle for minimum efficiency

图 8 H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4 条件下的最优解

Fig． 8 Optimum solution for H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4

幅值为二次变化的二维波动板的最优运动方式的解在图 8 中给出．幅值比为 RA1 = A2 /A1

和 RA2 = A3 /A1 ．相应的水动力学效率在图 9 中给出．可以看到，最大效率接近于 1，最小效率
接近于 0 ．和上一节的讨论比较可知，幅值为二次变化的最大效率要高于幅值为一次变化的最
大效率．
5． 2 三维波动板的最优运动方式
在这一节，考虑流体中三维波动板的最优运动方式．展弦比 AR 取为 0． 1，1 和 10 ．

不同展弦比下，幅值线性变化的三维波动板的最优效率如图 10 所示．可以看到，三维波动
板的效率随频率的变化趋势同二维的结果相近．随着展弦比减小，最大效率相应减小，同时最
小效率相应增大．最大效率同最小效率之差随着展弦比的减小相应减小，表明随着展弦比的减
小，摆动方式的变化对效率的影响也逐渐减弱．
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图 9 H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4 条件下， 图 10 k = 1，CT 0 = 0． 4，H0 = 0． 1 条件下，

最优效率随频率变化的曲线 不同展弦比三维波动板的最优

Fig． 9 Optimum efficiency vs frequency ( ω) 效率随频率变化的曲线

for H0 = 0． 1，k = 1，CT 0 = 0． 4 Fig． 10 Optimum efficiency of three-dimensional undulatory

plate vs frequency ( ω) for different aspect ratio

( AR ) for k = 1，CT 0 = 0． 4，H0 = 0． 1

6 结论以及未来工作
本文提出了一种求解波状游动平板最优运动方式的数值优化方法．由于优化问题存在奇

性，通常的 Lagrange乘子法得到解可能不是最优解，而只是一个鞍点．这一奇性同不可见模态
有关．对于幅值线性变化的最优运动方式问题中，只存在 1 个不可见模态，而对于幅值二次变
化的问题中，存在 3 个不可见模态．为了消除奇性，在原问题上增加关于幅值的约束条件．为避
免得到鞍点值，采用一个基于逐步二次规划的优化程序求解该问题．将这个方法运用到二维和
三维波动板的最优运动方式的问题中，得到了最优解．
由于涡格法程序基于线化假设基础之上，将计算量降到很低．然而，基于线化涡格法的优

化问题是奇性的，这将会导致数值计算的处理较为困难．此外，线性涡格法的计算精度不如基
于求解 Navier-Stokes方程组的数值计算．不过，线性涡格法的低计算量很适合进行复杂的性能
优化．
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Numerical Method for Optimum Motion of Undulatory
Swimming Plate in Fluid Flow

QIAN Qin-jian， SUN De-jun
( Department of Modern Mechanics，University of Science and Technology of China，

Hefei 230026，P． R． China)

Abstract: A numerical method for optimum motion of an undulatory swimming plate was presented． The
optimal problem was stated as minimizing the power input under the condition of fixed thrust． The problem
was singular for the invisible modes and the commonly used Lagrange method may not predict an optimum
solution but just a saddle point． To eliminate the singularity，an additional amplitude inequality constraint
was added to the problem． A numerical optimization code with a sequential quadratic programming method
was used to solve the problem． The method was applied to several cases of two-dimensional and three-di-
mensional undulatory plates’motions and the optimum results were obtained．

Key words: undulating plate; optimization; panel method; sequential quadratic programming
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