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摘要:摇 给出了基于非均匀网格的 Chebyshev 有限谱方法. 提出了可生成两种类型扩展型动网格的

均布格式. 一种类型的网格被用来提高波面附近的分辨率,另一种类型则用在梯度较大的流动区

域. 由于采用 Chebyshev 多项式作为基函数,该方法具有高阶精度. 从上个时间步到当前时间步,两
套不均匀网格间的物理量采用 Chebyshev 多项式插值. 为使方法在时间离散方面保持高精度,采用

了 Adams鄄Bashforth 预报格式和 Adams鄄Moulton 校正格式. 为了避免由 Korteweg鄄de Vries(KdV)方程

的弥散项引起的数值振荡,给出了一种非均匀网格下的数值稳定器. 给出的方法与具有分析解的

Burgers 方程的非线性对流扩散问题和 KdV 方程的单孤独波和双孤独波传播问题进行了比较,结
果非常吻合.

关摇 键摇 词:摇 Chebyshev 多项式;摇 有限谱方法;摇 非线性波;摇 非均匀网格;摇 移动网格

中图分类号:摇 O351. 2;O24摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2011. 03. 012

引摇 摇 言

采用局部加密的移动网格方法是适于求解偏微分方程的有效方法. 在波锋面和大流动梯

度存在时,即使数值格式是高阶的,移动网格方法在减少弥散的误差方面,还是相当出色的.
Adjerid 和 Flaherty[1]求解了一维非定常偏微分方程的矢量系统,讨论了一种移动有限元

方法. 移动网格可以使离散误差的空间分量均匀分布. 为了提出同时实现网格移动和加密的算

法,还在自适应网格的加密过程中采用了误差估计方法. Anderson[2] 通过将传统的 Poisson 网

格生成器改写为非线性均布格式,给出了多个利用均布法的网格生成算例. Huang 等[3]针对移

动网格的偏微分方程组(PDEs,partial differential equations)发展了多个版本的简单且易于编

程的移动网格方法,数值结果显示这些方法可以准确地跟踪空间和时间上的快速变化. Huang
和 Russell[4]提出了一种新的求解非定常 PDEs 的移动网格方法,对物理 PDEs 采用单元平均的

3 次 Hermite 配点型离散,对控制移动网格的 PDE 采用 3 点有限差分离散,给出了包括 Burgers
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方程和 Sod 激波管问题在内的几个基准问题的数值结果.
在偏微分方程组的 blow鄄up 区域捕捉定性规律是一项挑战性的工作, Budd 等[5]研究了这

一问题的数值解, 其中非均匀网格的应用起到了关键的作用. Huang 和 Russell[6] 基于均布原

理推导了两组空间光滑的移动网格偏微分方程组(MMPDEs, moving mesh partial differential
equations), 这种光滑技术借鉴了 Dorfi 和 Drury[7]的移动网格方法. Beckett 等[8]发现计算的准

确性强烈依赖于监视函数的选择,并提出了一种可产生最优收敛速度的监视函数. Cao 等[9]提

出一种新的适应网格移动策略,它基于网格移动速度而不是像许多其他工作那样基于网格坐

标. Tang[10]给出了利用空间分裂型监视函数的适应网格方法,用以求解 Euler 方程组. Soheili
和 Stockie 等[11]提出了求解非定常偏微分方程组的自适应移动网格方法,空间网格点的运动

由一个 MMPDE 控制,其中网格松弛时间 子 被用作正则化参数. Tan 等[12] 利用流函数涡量方

程,给出了求解不可压缩黏性流动的自适应移动网格技术,网格移动策略基于 Li 等[13] 的工

作,即在每个时间步区分网格移动和偏微分方程的求解.
与经典的差分法和有限元法相比较,谱方法具有计算精度高、滤短波较彻底的突出优点.

然而,传统的谱方法运算量和存储量均较大,较小的电子计算机不易实现.
由于谱方法对小尺度问题有较好的分辨率,谱元法在过去 20 年里得到了快速发展. Pa鄄

tera[14]和他的同事们(Ghaddar 等[15])系统地阐述了如何应用谱元法. Giraldo[16]针对浅水方程

提出了强和弱 Lagrange鄄Galerkin 谱元法. 最近,王和他的同事发展了一种谱差分法(Liu 等[17];
Liang 等[18]). 这种谱差分法类似于 Kopriva[19鄄20]提出的多区域谱方法,可以看成是多区域谱方

法到单一非结构网格的一种推广.
另一种能有效提高计算效率的谱展开方法是 Wang[21鄄22] 提出的有限谱方法. 此谱方法是

按节点而不是按区域进行离散, 处理过程中使用了有限个节点和有限个基函数. 与传统的谱

元法相比较, 有限谱方法的离散过程更接近有限差分法或多项式展开法. 即在所研究节点的

某个领域内, 未知函数表示为 N + 1 项“基函数冶的和, 其各阶导数值由该领域各节点的函数

值确定.
詹和李[23]提出了一种高精度有限谱方法. 为使方法在时间离散方面保持高精度,采用了

4 阶 Adams鄄Bashforth鄄Moulton 预报鄄校正格式. 以 Legendre 多项式、Chebyshev 多项式和 Hermite
多项式为基函数作为例子,给出的方法应用具有分析解的 Burgers 方程的非线性对流扩散问题

和 KdV 方程的单孤独波和双孤独波传播问题进行了验证,结果非常吻合. Li 等[24]给出了针对

一维 Boussinesq 型方程组的 Chebyshev 有限谱方法. 利用具有分析解的孤独波在平底上传播的

问题验证了方法的有效性和准确性,还利用具有实验数据的非线性波在潜堤上传播的问题,检
验了方法模拟周期波和随机波的能力. 这些方法已被扩展应用到二维问题中(参见詹等的文

献[25]).

1摇 广义有限谱格式

假设未知量 u(x) 可以用 2N + 1 个正交基函数 准n(x) 表示:

摇 摇 u(孜 i
j ) = 移

2N

n = 0
C i

n准n(孜 i
j ), (1)

其中, 孜 i
j 为局部坐标,定义如下:
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摇 摇 孜 i
j = l

xi +j - xi

N驻xi

j = - N, - (N - 1), …, 1…, N - 1, N, N < i < M - N;
j = 1 - i, 2 - i, …, 2N + 1 - i, i 臆 N;
j = M - 2N - i, M - 2N - i + 1, …, M - i, i 逸 M - N

ì

î

í

ïï

ïï .
(2)

方程(2)中,参数 l 小于 1,M 是总网格点数目,驻xi 为局部平均空间网格步长,定义为

摇 摇 驻xi =

xi +N - xi -N

2N , N < i < M - N;

x2N+1 - x1

2N , i 臆 N;

xM - xM-2N

2N , i 逸 M - N

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(3)

为了得到系数 C i
n,当 N < i < M - N 时,方程(1)可改写成

准0(孜 i
-N) 准1(孜 i

-N) … 准2N-1(孜 i
-N) 准2N(孜 i

-N)

准0(孜 i
-N+1) 准1(孜 i

-N+1) … 准2N-1(孜 i
-N+1) 准2N(孜 i

-N+1)

左 左 左 左 左
准0(孜 i

N-1) 准1(孜 i
N-1) … 准2N-1(孜 i

N-1) 准2N(孜 i
N-1)

准0(孜 i
N) 准1(孜 i

N) … 准2N-1(孜 i
N) 准2N(孜 i

N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú)
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è
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N

=

u(xi -N)

u(xi -N+1)

左
u(xi +N-1)

u(xi +N

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

)

, (4)

当 i 臆 N 和 i 逸 M - N 时,可以得到类似的方程. 可以通过求解上述方程组得到系数 C i
n . u(x)

的 1 阶导数是

摇 摇 ui
x(xi +j) = 移

2N

n = 0
C i

n
d
dx 准n(孜 i

j ), (5)

摇 摇 ui
x x(xi +j) = 移

2N

n = 0
C i

n
d2

dx2 准n(孜 i
j ), (6)

摇 摇 ui
x x x(xi +j) = 移

2N

n = 0
C i

n
d3

dx3 准n(孜 i
j ) . (7)

本文采用的正交基函数是 Chebyshev 多项式 Tn(x) . Chebyshev 插值的逐点误差已由

Price[26]估计.
由于

摇 摇 Tn(cos 兹) = cos(n兹) 且 兹i
j = arccos(孜 i

j ), (8)

摇 摇 d
dx Tn(孜 i

j ) = nl
N驻xi

1
1 - (孜 i

j ) 2
sin(n兹), (9)

摇 摇 d2

dx2 Tn(孜 i
j ) = l

N驻x( )
i

2 1
1 - (孜 i

j ) 2[孜
i
j T 忆

n(孜 i
j ) - n2Tn(孜 i

j )], (10)

摇 摇 d3

dx3 Tn(孜 i
j ) = l

N驻x( )
i

3 1
1 - (孜 i

j ) 2[3孜
i
j T 义

n(孜 i
j ) - (n2 - 1)Tn(孜 i

j )] . (11)

2摇 KdV鄄Burgers 方程的数值格式

KdV鄄Burgers 方程(KdVB)的一般形式为
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摇 摇 ut + 着uux - 淄ux x + 滋ux x x = 0, (12)

其中, 着,淄 和 滋 为参数. 方程(12)由 Su 和 Gardner[27]导出.
2. 1摇 空间离散

通过求解方程组(4),可求得方程组(1)的系数. 因为方程组(1)不仅可以用于计算区域的

内部,而且可以用于边界,因此 l 的值在边界处不大于 0. 5. 在计算中,我们发现数值稳定性和

精度基本不依赖于 l 的取值. 我们取 l = 0. 48.
得到系数 C j

n 后,方程(12)中的 1 阶、2 阶(扩散项)和 3 阶导数项可分别由方程(5)、(6)、
(7)求得.
2. 2摇 时间离散

用于本文的时间离散方法是 Li 和 Zhan[28]用于 Beji 和 Nadaoka[29]提出的改进型 Boussinesq
方程的时间离散方法. 这里,仅仅简要描述如何将方法推广到 KdVB 方程. 在 n + 1 时刻,u 的值

可用 3 阶精度的 Adams鄄Bashforth 显格式(Press 等[30]及 Wei 和 Kirby[31])从它们在 n, n - 1 和

n - 2 时刻的值求得:

摇 摇 u- n+1
i = un

i + 驻t
12 23 鄣u

鄣( )t
n

i
- 16 鄣u

鄣( )t
n-1

i
+ 5 鄣u

鄣( )t
n-2

[ ]
i

, (13)

u- n+1 的预报值可以通过一个迭代过程来校正. (uk+1
t ) i 的值通过如下的 KdVB 方程的第 k 次迭

代获得

摇 摇 (uk+1
t ) i = - 着 (ukuk

x) i + 淄 (uk
x x) i - 滋 (uk

x x x) i, (14)

而 uk+1
i 可以由 4 阶 Adams鄄Moulton 校正格式得到

摇 摇 (un+1
i ) k+1 = un

i + 驻t
24 9 鄣u

鄣( )t
n+1

[ ]
i

k
+ 19 鄣u

鄣( )t
n

i
- 5 鄣u

鄣( )t
n-1

i
+ 鄣u

鄣( )t
n-2

{ }
i

, (15)

其中,当 k = 0 时,

摇 摇 鄣u
鄣( )t

n+1

[ ]
i

0
= 鄣u-

鄣( )t
n+1

i
.

当 u 的两次迭代值之差的绝对值小于 10-8,一个时间步的迭代过程完成.
注意方程(13)和(15)是在移动网格上求解. 如果网格刚开始移动,迭代前方程(13)和

(15)中的 un
i ,[(鄣u / 鄣t) n+1

i ] 0,(鄣u / 鄣t) n
i ,(鄣u / 鄣t) n-1

i 和(鄣u / 鄣t) n-2
i 各项应利用方程(1)从上个

时间步的网格插值到当前网格.
2. 3摇 数值稳定器

由 Taylor 展开,可有

摇 摇 ui 依1 = ui + 驻x 依
鄣u
鄣x i

+
驻x2

依

2
鄣2u
鄣x2

i
+

驻x3
依

6
鄣3u
鄣x3

i
+

摇 摇 摇 摇
驻x4

依

24
鄣4u
鄣x4

i
+

驻x5
依

120
鄣5u
鄣x5

i
+ O(驻x6), (16)

摇 摇 鄣u
鄣x i 依1

= 鄣u
鄣x i

+ 驻x 依
鄣2u
鄣x2

i
+

驻x2
依

2
鄣3u
鄣x3

i
+

摇 摇 摇 摇
驻x3

依

6
鄣4u
鄣x4

i
+

驻x4
依

24
鄣5u
鄣x5

i
+ O(驻x5), (17)
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式中

摇 摇 驻x + = xi +1 - xi, 驻x - = xi -1 - xi .
可将方程(16)和(17)改写为

摇 摇

1
驻x3

+

6
驻x4

+

24
驻x5

+

120

1
驻x3

-

6
驻x4

-

24
驻x5

-

120

0
驻x3

+

2
驻x4

+

6
驻x5

+

24

0
驻x3

-

2
驻x4

-

6
驻x5

-

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú24

u
鄣3u
鄣x3

鄣4u
鄣x4

鄣5u
鄣x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú5

i

=

ui +1 - 驻x +
鄣u
鄣x i

-
驻x2

+

2
鄣2u
鄣x2

i

ui -1 - 驻x -
鄣u
鄣x i

-
驻x2

-

2
鄣2u
鄣x2

i

驻x +
鄣u
鄣x i +1

- 驻x +
鄣u
鄣x i

- 驻x2
+
鄣2u
鄣x2

i

驻x -
鄣u
鄣x i -1

- 驻x -
鄣u
鄣x i

- 驻x2
-
鄣2u
鄣x2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

i

+ O(驻x6) .

(18)
网格点 i上变量 u的值可由方程(18) 得到,记为 u* . 由于方程(15)和(18)都是高阶精度的格

式,我们建议每个迭代步采用如下公式:
摇 摇 u(x) = 琢1uk+1(x) + 琢2u*(x), (19)

式中, 琢1 + 琢2 = 1,uk+1(x) 由方程(15)求得. 当网格是均匀网格时,方程(19)与詹和李[23]文中

的方程(30)相同. 我们曾经分别取 琢1 = 0. 7,琢1 = 0. 5,琢1 = 0. 3, 利用稳定器可以获得 KdV 方

程的精确结果(见下节). 本文取 琢1 = 琢2 = 0. 5,使得无论在非均匀网格还是均匀网格上格式都

更为稳定. 在接下来的测试算例中,基函数包含 7 项,即方程(1)中 N = 3.
2. 4摇 移动网格方法

本文采用了均布法思想来生成网格,网格点的空间位置由下述方程确定:

摇 摇 x孜孜 + x孜
棕孜

棕 = 0, (20)

式中, 棕是权重函数. 利用该方程,权重函数可以均匀分布到网格上,从而生成物理平面上新的

节点位置. 在转换平面上,假设间距 驻孜 为 1. 方程(20)可写成

摇 摇
xk
i-1 - 2xk+1

i + xk
i+1

驻孜 2 +
xk
i-1 - xk

i+1

2驻孜
棕孜

棕 = 0, (21)

该方程可利用超松弛法求解. 在本文,我们取

摇 摇 棕 = 1 + A h
hmax

, (22)

式中, h 代表梯度或者其他可以衡量哪些位置需要较高分辨率的类似的量,A 用以调整网格的

适应性,左端第 1 项则用以防止 h 值趋向 0 时网格过度延伸.
2. 4. 1摇 波面附近加密的移动网格方法

第一类移动网格方法用以在波面处生成较高分辨率的网格. 在这种情况下,例如孤独波,
变量 h 可写为

摇 摇 hi =
1

2L·驻xi
乙 xi+L

xi-L
| u | dx 抑 1

2L·驻xi
移

j
| ui +j | 驻xi +j, (23)

式中的积分用以控制网格的协调性, L 的值本文取为 10.
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2. 4. 2摇 适应梯度的移动网格方法

第二类移动网格方法用以更好地描述梯度较大的问题. 在这种情况下,例如激波,变量 h
可写为

摇 摇 h = 1
2L·驻x乙

xi+L

xi-L

鄣u
鄣孜 dx 抑 1

2L·驻xi
移

j

鄣u
鄣孜 i +j

驻xi +j . (24)

3摇 数 值 结 果

3. 1摇 Burgers 方程

当 着 = 1 和 滋 = 0, KdVB 方程(12)可以写成如下的 Burgers 方程:
摇 摇 ut + uux - 淄ux x = 0. (25)

由于弥散项在上述方程中不出现,数值稳定器在此情形下不需使用. 为了验证数值结果的准确

性,本文采用下列初始条件(参见 Kaya 的文献[32]):

摇 摇 u(x,0) = [琢 + 茁 + (茁 - 琢)exp(酌)]
1 + exp(酌) , (26)

其中, 酌 = (琢 / 淄)(x - 姿),而参数 琢,茁,姿 和 淄 为任意常数. 在上述初始条件下,有精确解:

摇 摇 u(x,灼) = [琢 + 茁 + (茁 - 琢)exp(灼)]
1 + exp(灼) . (27)

式中摇 摇 灼 = (琢 / 淄)(x - 茁t - 姿) .
表 1摇 Chebyshev 有限谱方法的准确性(均方根误差)

Table 1摇 Accuracy of the Chebyshev finite spectral method (root mean square error)

cases
method

moving mesh, M = 101 uniform mesh, M = 401

Burgers Eg (淄 = 0. 01) 4. 85 ´10-5 5. 0 ´10-5

Burgers Eg (淄 = 0. 1) 2. 53 ´10-6 4. 4 ´10-5

KdV Eq (1鄄soliton) 1. 13 ´10-4 1. 23 ´10-4

KdV Eq (2鄄soliton) 2. 11 ´10-3 8. 1 ´10-4

(a) 琢 = 0. 2, 茁 = 0. 3, 姿 = 0, 淄 = 0. 01 (b) 琢 = 0. 4, 茁 = 0. 6, 姿 = 0. 125, 淄 = 0. 1

图 1摇 Burgers 方程的数值解与分析解 ( t = 10)

Fig. 1摇 The numerical and analytical results for the Burgers equation at t = 10

摇 摇 本文考虑两组参数: 一种是曲线斜率急变的情形, 参数为 琢 = 0. 2, 茁 = 0. 3, 姿 = 0 和 淄 =
0. 01;一种是曲线斜率缓变的情形,参数为 琢 = 0. 4,茁 = 0. 6,姿 = 0. 125 和 淄 = 0. 1. 网格数为 M
= 101,而时间步长 驻t = 0. 001,求解区域为[ - 10,10] . 数值结果的准确性由表 1 所示. 可以看
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出,基于均匀网格和移动网格的数值结果均与分析解吻合非常好,后者的精度更高. 图 1 给出

了 t = 10 时的数值结果和分析解,可以看出两者完全一致,再次说明了方法求解 Burgers 方程

的准确性.
3. 2摇 Korteweg鄄de Vries 方程

当 淄 = 0,着 = - 6 和 滋 = 1, KdVB 方程(12)可写为如下 KdV 方程:
摇 摇 ut - 6uux + ux x x = 0. (28)

如果初始条件为 u(x,0) = - 2sech2(x), 则有如下的精确解(Kaya[32]):
摇 摇 u(x,t) = - 2sech2(x - 4t), (29)

节点数为 101,求解区域为 x沂[ - 5,15],时间步长为 驻t = 0. 00 005. 由于方程中有弥散项,计
算中使用了数值稳定器. 从图 2 可知,计算结果与分析解相当吻合. 从表 1 可以看出,数值稳定

器对计算结果的精度影响不大,结果依然保持高精度.

摇 摇 图 2摇 孤波的数值解与分析解 ( t = 1)

摇 摇 Fig. 2摇 The numerical and analytical results for

the solitary wave solution at t = 1

摇 摇 (a) t = 0. 1

(b) t = 0. 3 (c) t = 0. 5

摇 图 3摇 双孤波的数值解与分析解

摇 Fig. 3摇 The numerical and analytical results for the 2鄄solitary wave

本文考虑的另一种形式的 KdV 方程为

摇 摇 ut + 6uux + ux x x = 0. (30)
该方程曾通过分析方法和数值方法来研究 ( Dodd 等[33] ). 如果初始条件为 u(x,0) =
6sech2(x), 则有下列双孤独波解:

摇 摇 u(x,t) = - 12 3 + 4cosh(2x - 8t) + cosh(4x - 64t)
[3cosh(x - 28t) + cosh(3x - 36t)] 2 . (31)

网格节点数和求解区域不变,时间步长 驻t = 0. 00 005. 同样,再次使用数值稳定器. 从图 3 可
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知,数值解与分析解相当吻合. 相对于单孤独波的例子而言,计算精度有所降低,但与 Li[34] 用
半隐蛙跳格式的计算结果相比,这里的误差是很小的.

4摇 结摇 摇 论

本文给出的广义有限谱方法具有精度高、网格布置灵活等优点,能很好地适应强非线性微

分方程的求解. 方法容易推广到多维的数学物理问题.
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Chebyshev Finite Spectral Method With
Extended Moving Grids

ZHAN Jie鄄min1,摇 LI Yok鄄sheung2,摇 DONG Zhi1

(1. Department of Applied Mechanics and Engineering,
Sun Yat鄄sen University, Guangzhou 510275, P. R. China;

2. Department of Civil & Structural Engineering, The Hong Kong
Polytechnic University, Hong Kong, P. R. China)

Abstract: A Chebyshev finite spectral method on non鄄uniform mesh was proposed. An equidis鄄
tribution scheme for two types of extended moving grids was proposed for grid generation. One
type of grid was designed to provide better resolution for wave surface. The other type was for
highly variable gradients. The method was of high鄄order accuracy because of the use of Cheby鄄
shev polynomial as the basis function. The polynomial was used to interpolate values between
the two non鄄uniform meshes from the previous time step to the current time step. To attain high
accuracy in time discretization, the fourth鄄order Adams鄄Bashforth鄄Moulton predictor and cor鄄
rector scheme was used. To avoid numerical oscillations caused by the dispersion term in the
KdV equation, a numerical technique on non鄄uniform mesh was introduced to improve the nu鄄
merical stability. The proposed numerical scheme was validated by applications to the Burgers
equation (nonlinear convection鄄diffusion problem) and KdV equation(single solitary and 2鄄soli鄄
tary wave problems), where analytical solutions were available for comparison. Numerical re鄄
sults agree very well with the corresponding analytical solutions in all cases.

Key words: Chebyshev polynomial; finite spectral method; nonlinear wave; non鄄uniform
mesh; moving grids
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