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摘要:摇 基于不可行内点法和预估鄄校正算法的思想,提出两个新的求解二阶锥规划的内点预估鄄校
正算法. 其预估方向分别是 Newton 方向和 Euler 方向,校正方向属于 Alizadeh鄄Haeberly鄄Overton
(AHO)方向的范畴. 算法对于迭代点可行或不可行的情形都适用. 主要构造了一个更简单的中心

路径的邻域,这是有别于其它内点预估鄄校正算法的关键. 在一些假设条件下,算法具有全局收敛

性、线性和二次收敛速度,并获得了 O( rln(着0 / 着)) 的迭代复杂性界,其中 r 表示二阶锥规划问题所

包含的二阶锥约束的个数. 数值实验结果表明提出的两个算法是有效的.
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引摇 摇 言

考虑如下二阶锥规划问题[1]:

(P1)摇

min 移
r

i = 1
cT
i xi,

s. t. 移
r

i = 1
Aixi = b,

xi 垠K ni0,摇 摇 i 沂 I {= 1,2,…, }r

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ,

其中, b 沂 Rm,ci 沂 Rni 且 Ai 沂 Rm伊ni . xi 垠K ni0 表示 xi 沂 K ni,
摇 摇 K ni {= xi = (xi 0,xi1,…,xi(ni-1))

T = (xi 0;x- i) 沂 Rni | xi 0 逸 椰x- i }椰 摇 摇 ( i 沂 I)
是一个二阶锥, 其中椰·椰表示 2鄄模.

二阶锥规划因其具有广泛的应用性和计算的易处理性而使人们对它展开了独立研究. 很
早以前人们就开始对二阶锥规划的一些特例进行研究,比如 Fermat鄄Weber 问题[2] . 二阶锥规

划的进一步应用可参考文献[3]. 近 10 年来,二阶锥规划的应用日益广泛,比如在力学方面的

应用[4鄄5] . 线性规划(LP)可以转化为二阶锥规划问题,而二阶锥规划又是半定规划的特例. 所
以二阶锥规划介于线性规划和半定规划之间. 与线性规划和半定规划一样,二阶锥规划问题可
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以用内点法在多项式时间内求解. Nemirovskii 和 Scheinberg[6] 证明了线性规划的原始或对偶

内点法可以逐字逐句地推广到二阶锥规划的情形. 随后,Nesterov 和 Todd (NT) [7鄄8] 开始研究

二阶锥规划的原始鄄对偶内点算法. 他们建立了一个特殊的原始鄄对偶方法,称为 NT 方法并提

出了 NT 方向. 进而,他们证明了基于 NT 方向的短步路径跟踪算法具有 O( r ln着 -1) 迭代复杂

性界, 其中 r 表示问题(P1)中二阶锥的个数. Adler 和 Alizadeh[9] 研究了求解半定规划和二阶

锥规划统一的原始鄄对偶方法,提出了适用于二阶锥规划的搜索方向. Alizadeh,Haeberly 和

Overton[10]阐述的关于半定规划的 AHO 方向与这个方向类似.
此后出现了一些使用 AHO 方向的预估鄄校正算法[11鄄12] . Monteiro 和 Tsuchiya[11] 介绍了确

定二阶锥规划 AHO 搜索方向 (驻x,驻y,驻s) 的 Newton 方程组:

摇 摇
A驻x = b - Ax,
AT驻y + 驻s = c - ATy - s,
S驻x + X驻s = 滓滋e - Xs

ì

î

í
ïï

ïï ,
(1)

其中, 滓沂R, X,S,e的定义见预备知识部分. 通过推广Mizuno,Todd 和 Ye[13]关于线性规划的

预估鄄校正算法,他们给出了沿 AHO 方向的二阶锥规划预估鄄校正算法并分析了算法的多项式

收敛性. 令 滓 = 0,(x,y,s)= (xk,yk,sk), 计算方程组(1), 解(驻xp,驻yp,驻sp) 表示预估方向. 然
后令 滓 = 1,(x,y,s) = (xk,yk,sk) + 琢 k(驻xp,驻yp,驻sp),琢 k 是沿着预估方向的步长. 再次求解方

程组(1),解(驻xc,驻yc,驻sc) 表示校正方向. 在琢 k 仅与 子,r有关的条件下,算法的迭代复杂性界

是 O( r ln着 -1) . 但算法要求初始点严格可行. Chi 和 Liu[12] 将其推广到初始点、迭代点和近似

最优解都是不可行的情形. 文献[11鄄12]中心路径的邻域都是

摇 摇 N(酌,子) {= (x,y,s) 沂 K 0 伊 Rm 伊沂 K 0 | d2(x,s) =

摇 摇 摇 摇 2椰wxs - 子e椰 臆 }酌子 , (2)
其中,参数 酌 沂 (0,1),子 > 0, K 0 {= x 沂 K | xi 0 > 椰x- i椰,i 沂 }I 表示二阶锥 K 的内部,wxs

= Txs, Tx = diag(Tx1,Tx2,…,Txr),

摇 摇 Txi =
xi 0 x- T

i

x- i 茁 xiE +
x- i x- T

i

茁 xi + xi

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0

, 茁 xi = x2
i 0 - 椰x- i椰2 .

相关记号的定义可查阅预备知识部分.
因为这个邻域较复杂,与最优性条件的对应关系不明显,为此考虑构造一个新的更简单的

邻域. 注意到 Miao[14]提出的关于线性规划的两个不可行内点预估鄄校正算法,预估方向分别采

用了 Newton 方向和 Euler 方向. 每次迭代算法需求解两个线性方程组, 算法是全局收敛的且

有 O(nln(1 / 着)) 迭代复杂性界,其中 n 表示线性规划问题中自变量的维数. 而且,预估方向是

Newton 方向的算法在最优解存在的假设下还具有 Q鄄二次收敛性.
因此, 基于文献[14]中预估鄄校正方向的思想和邻域,提出两个新的求解二阶锥规划的

(不)可行内点预估鄄校正算法. 预估方向分别采用 Newton 方向和 Euler 方向,而校正方向类似

AHO 方向. 在一些假设条件下,算法具有全局收敛性、Q鄄(超)线性收敛速度、Q鄄二次收敛速度

且有 O( rln(着0 / 着)) 复杂性界. 数值实验结果表明算法是有效的.
文中结构如下: 第 1 节是预备知识;第 2 节将给出一个新的不可行内点预估鄄校正算法;第

3 节和第 4 节分别讨论算法的收敛性和迭代复杂性界;第 5 节给出另外一个新的不可行内点

预估鄄校正算法并简单讨论了它的性质;最后在第 6 节给出两个算法的数值实验结果.
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1摇 预 备 知 识

为便于说明, 使用如下记号:

摇 摇 xæ

è
ç

ö

ø
÷

y
= (xT,yT) T = (x,y), n =驻 移

r

i = 1
ni,

摇 摇 c = (c1,c2,…,cr) 沂 Rn, x = (x1,x2,…,xr) 沂 K,
摇 摇 K = K n1 伊 K n2 伊 … 伊 K nr,
摇 摇 A = (A1,A2,…,Ar) = (a1,…,al,…,am) T 沂 Rm伊n,

其中 al 沂 Rn 表示矩阵 A 的第 l 行, l = 1,2,…,m . 文中总假设秩(A) = m . 这样, 问题(P1)可
表示成

(P) {min cTx | Ax = b, x 沂 }K .
其对偶问题是

(D) {max bTy | ATy + s = c, s 沂 K,y 沂 R }m ,
其中, s = (s1;s2;…;sr), si 沂 K ni, i 沂 I .

以下介绍一些基本知识, 深入的学习可参考文献[1]. 在 Euclidean Jordan 代数中,对于任

意两个向量 xi,si 沂 Rni, 定义

摇 摇 xi 莓 si =
驻 xT

i si
xi 0 s- i + si 0x-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

i

= Arw(xi)si = Arw(xi)Arw(si)ei,

其中矩阵

摇 摇 Xi =
驻 Arw(xi) =

xi 0 x- T
i

x- i xi 0E
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

i

,

ei = (1;0) 沂 Rni 且 Ei 是一个(ni - 1) 维单位矩阵. 那么

摇 摇 X =驻 Arw(x) = diag(Arw(x1),…,Arw(xr)) = diag(Xi,i 沂 I),
摇 摇 x 莓 s = (x1 莓 s1;…;xr 莓 sr) = Xs = Sx, e = (e1;…;er) .
由强对偶定理[1]可知如下的假设 1 是必需的,文中都用此假设.
假设 1摇 问题(P)和(D)都有严格可行解.
根据最优性条件[1]定义向量值函数 F:K 伊 Rm 伊 K 寅 R2n+m 如下:

摇 摇 F(x,y,s) =
Ax - b

ATy + s - c
x 莓

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

s
=

Ax - b
ATy + s - c

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

Xs
. (3)

显然, 最优性条件等价于

摇 摇 F(x,y,s) = 0,摇 摇 x,s 沂 K .
进而, F 关于(x,y,s) 的导数是

摇 摇 F忆(x,y,s) =
A 0 0
0 AT E
S 0

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

X
. (4)

为便于陈述, 引入记号:
摇 摇 rp = b - Ax, rd = c - ATy - s
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其中摇 摇 rpk = b - Axk, rdk = c - ATyk - sk,摇 摇 k = 0,1,2,…
及如下集合:

摇 摇 S {= (x,y,s) 沂 K 伊 Rm 伊 K | F(x,y,s) = }0 , (5)
摇 摇 S着 {= (x,y,s) 沂 K 0 伊 Rm 伊 K 0 | xTs 臆 着,椰rp椰 臆 着,椰rd椰 臆 }着 , (6)
摇 摇 C {= (x,y,s) 沂 K 0 伊 Rm 伊 K 0 | rp = (滋 / 滋0)rp0, rd = (滋 / 滋0)rd0,x 莓 s = 滋 }e . (7)
对于任意给定的 着 > 0, S着 中的点是问题(P)和(D)的 着鄄近似解,称C是起始点为(x0,y0,

s0) 沂 K0 伊 Rm 伊 K0 的(不)可行中心路径, 其中

摇 摇 滋0 = (x0) Ts0
r > 0, 滋 = xTs

r > 0.

2摇 预估鄄校正算法玉
本节提出二阶锥规划的一个预估鄄校正算法,预估方向采用 Newton 方向,校正方向属于

AHO 方向的范畴. 设常数 琢 沂 (0,1 / 4] . 定义中心路径 C 的邻域如下:
摇 摇 N(琢,滋) {= (x,y,s) 沂 K 0 伊 Rm 伊 K 0 | 椰Xs - 滋e椰 臆 }琢滋 . (8)
算法玉
初始步摇 设 着 > 0,琢 沂 (0,1 / 4],祝 是一个与 琢 有关的常数. 取(x0,y0,s0) 沂 N(琢,滋0),

其中, 滋0 = (x0) Ts0 / r . 令 k 0.
步骤 1摇 如果 (xk,yk,sk) 沂 S着,停, (xk,(yk,sk)) 是(P)和(D)的最优解对; 否则, 转到

步骤 2.
步骤 2(确定预估方向)摇 求解如下的 Newton 方程组得到预估方向 (驻xp,驻yp,驻sp):

摇 摇 F忆(xk,yk,sk)
驻xp

驻yp

驻s

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

p

= - F(xk,yk,sk),

即

摇 摇
A驻xp = rpk,

AT驻yp + 驻sp = rdk,

Sk驻xp + Xk驻sp = - Xksk

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(9)

步骤 3(确定步长)摇 令

摇 摇 (x(兹),y(兹),s(兹)) = (xk,yk,sk) + 兹(驻xp,驻yp,驻sp),摇 摇 兹 沂 [0,1] . (10)
选取

摇 摇 兹 k = {max 兹 沂 [0,1] | 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 臆
摇 摇 摇 摇 祝琢(1 - 兹)滋 k, (x(兹),s(兹)) 沂 K 伊 }K .

令

摇 摇 (xk,yk,sk) = (xk,yk,sk) + 兹 k(驻xp, 驻yp, 驻sp) . (11)
步骤4(确定搜索方向)摇 如果 兹 k = 1, 停, (xk,(yk,sk)) 是(P)和(D)的最优解对; 否则,

求解如下方程组得到校正方向 (驻xc,驻yc,驻sc):

摇 摇
A驻xc = 0,
AT驻yc + 驻sc = 0,
Sk驻xc + Xk驻sc = (1 - 兹 k)滋 ke - Xksk

ì

î

í

ïï

ïï .

(12)
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步骤 5摇 取

摇 摇 (xk+1,yk+1,sk+1) = (xk,yk,sk) + (驻xc, 驻yc,驻sc),
滋 k+1 = (xk+1) Tsk+1 / r{ .

(13)

令 k k + 1, 转到步骤 1.

注 1摇 算法玉的预估方向和校正方向属于 AHO 方向[11]的范畴,但算法玉的邻域和步长 兹 k 与文献[11]中
的预估鄄校正算法不同.

记

摇 摇 vk+1 = 仪
k

j = 0
(1 - 兹 j),摇 摇 k = 1,2,… . (14)

由算法玉有以下结论.

引理 1摇 {设 (xk,yk,sk }) 是算法玉产生的迭代点列,则

摇 摇
rpk+1 = (1 - 兹 k)rpk = vk+1rp0, rdk+1 = (1 - 兹 k)rdk = vk+1rd0,
滋 k+1 = (1 - 兹 k)滋 k = vk+1 滋0

{ ,
(15)

摇 摇 (xk+1) Tsk+1 = (1 - 兹 k)(xk) Tsk = vk+1(x0) Ts0 . (16)
由引理 1,当 k 充分大时, {迭代点列 (xk,yk,sk }) 沂 S着,于是算法可终止. 在随后的讨论

中, {总是假设 (xk,yk,sk }) 是无穷序列.

注 2摇 步骤 3 中步长 兹 k 的选取使得迭代点(xk,yk,s k) 沂N(祝琢,(1 - 兹 k)滋 k) . 此处祝与 琢的取值有关. 比
如,当 琢 = 1 / 8 时,祝 = 2. 文中都用这一取值.

兹 k 的选取依据源自下面的引理 2 至引理 4.
引理 2摇 如果 (xk,yk,sk) 沂 N(1 / 8, 滋 k) 且存在一个 兹 沂 (0,1) 使得

摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 臆 (1 - 兹)滋 k / 4, (17)
那么

摇 摇 (x(兹),s(兹)) 沂 K 0 伊 K 0 .
引理 3摇 {设 (xk,yk,sk }) 由算法玉产生, 那么

摇 摇 椰驻Xc驻sc椰 臆 2
2 椰(XkSk) -1 / 2(Xksk - 滋 k+1e)椰2 . (18)

引理 4摇 {设 (xk+1,yk+1,sk+1 }) 由算法 玉 产生,那么对于 k 逸0:
蚵 (xk,yk,sk) 沂 N(1 / 4,(1 - 兹 k)滋 k);
蛎 (xk+1,yk+1,sk+1) 沂 N(1 / 8, 滋 k+1) .
引理 1 至引理 4 的证明类似文献[14]中引理 1 至引理 4 的证明.

注 3摇 若 (xk,yk,sk) 可行, 则随后的迭代点都可行. 进而, 若(x0,y0,s0) 沂 N(琢, 滋0), 则算法玉是一个

可行内点法.

3摇 收敛性分析

首先给出收敛性证明中需要的一些有关技巧的引理. 设
摇 摇 zk =驻 (xk,yk,sk),摇 摇 k = 0,1,2

{

,…,
z }k 是由算法玉产生的迭代点列.
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引理 5

摇 摇 兹 k 逸 啄1 以 {min 1
2 ,

琢滋 k

2椰驻Xp驻sp }椰
. (19)

证明摇 对于 兹 沂 [0,1],s(兹) = sk + 兹 驻sp,X(兹) = Xk + 兹驻Xp, 有

摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 =
摇 摇 摇 摇 椰Xksk + 兹( - Xksk) + 兹2 驻Xp驻sp - (1 - 兹) 滋 ke椰 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - 兹)椰Xksk - 滋 ke椰 + 兹2椰驻Xp驻sp椰 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - 兹)琢滋 k + 兹2椰驻Xp驻sp椰 .
对于所有的 兹 沂[0,啄1], 有 兹 臆1 / 2 和 兹2椰驻Xp驻sp椰臆 琢滋 k / 2 臆 (1 - 兹)琢滋 k . 则上面的

不等式说明

摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 臆2琢(1 - 兹)滋 k .
故由 兹 k 的定义可知 兹 k 逸 啄1 . 阴

易证如下引理 6.
引理 6摇 对于任意的可行点 (x,y,s) 和(x,y,s),有(x - x) T(s - s) = 0.
下面的引理 7 与文献[15]中关于线性规划问题的引理 6. 1 类似.
引理 7摇 {序列 z }k 有界,即存在一个常数 酌1 > 0(与问题的数据和 r 有关)使得

摇 摇 椰zk椰 臆 酌1 . (20)
引理 8摇 {序列 z }k 的任意聚点都属于解集 S .
证明摇 由引理 7 {知 z }k 有界, 故有收敛子列.设 z* = (x*,y*,s*) {是 z }k 的任一聚点.

因为(xk
i ,ski ) 沂 (Kni) 0 伊 (Kni) 0( i沂 I),故(x*

i ,s*i ) 沂 Kni 伊 Kni( i沂 I), 从而(x*,s*) 沂 K 伊
K . 结合引理 1 知 limk寅肄 r

p
k = 0,limk寅肄 r

d
k = 0, 所以 z* 可行. 又因为 limk寅肄(x

k) Tsk = 0,所以

(x*) Ts* = 0. 这表明(x*,s*) 是问题(P)和(D)的互补解. 于是 z* 沂 S . 也就是说, 算法玉是

全局收敛的. 阴
下面的引理 9 类似文献[14]中引理 3. 3.
引理 9摇 存在一个常数 酌2 > 0(与问题的数据及 r 有关),使得

摇 摇 椰驻Xp驻sp椰 臆 酌2[(xk) Tsk] 2 . (21)
以下考虑算法玉的收敛速度.
定理 1摇 {序列 (xk) Ts }k {, rp }k {和 rd }k 线性收敛到 0.
证明摇 要证算法玉是线性收敛的,由引理 1,就是要证明 兹 k 逸 兹0 > 0. 由引理 5 和引理 10

可得

摇 摇 兹 k 逸 {min 1
2 , 琢

2r酌2(xk) Ts }k 逸 {min 1
2 , 琢

2r酌2(x0) Ts }0 以 兹0 > 0. (22)

这样, 1 - 兹 k 臆1 - 兹0 < 1, {序列 (xk) Ts }k {, rp }k {和 rd }k 线性收敛到 0. 阴
若 (1 - 兹 k) 寅0, {则 (xk) Ts }k {, rp }k {和 rd }k 是超线性收敛的. 而且,如果对于某一常数

酌0 > 0, 有

摇 摇 1 - 兹 k 臆 酌0(xk) Tsk, (23)
{则 (xk) Ts }k {, rp }k {和 rd }k 是二次收敛的. 以下引理给出满足式(23) 的 兹 k 更大的下界.
引理 10
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摇 摇 兹 k 逸
2

1 + 1 + (4 / 琢)椰驻Xp驻sp / 滋 k椰
. (24)

证明摇 由引理 5 的证明可知

摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 臆 琢(1 - 兹)滋 k + 兹2 椰驻Xp驻sp椰 .
那么

摇 摇 琢(1 - 兹)滋 k + 兹2椰驻Xp驻sp椰 臆2琢(1 - 兹)滋 k, (25)
确保式(17)成立. 显然, 对于所有的 兹 臆 兹 +, 式(25)成立:

摇 摇 兹 + =
2

1 + 1 + (4 / 琢)椰驻Xp驻sp / 滋 k椰
. (26)

兹 + 是对应式(25)的如下二次方程的正根:
摇 摇 (1 / 琢)椰驻Xp驻sp / 滋 k椰兹2 + 兹 - 1 = 0.

因此 兹 k 逸 兹 + . 阴
类似文献[14]中引理 3. 5, 可得如下引理 11.
引理 11摇 存在一个常数 酌3 > 0 使得

摇 摇 1 - 兹 k 臆 酌3(xk) Tsk . (27)
定理 2摇 {序列 (xk) Ts }k {, rp }k {和 rd }k 是二次收敛到 0 的.
证明摇 由引理 1 和引理 11,有
摇 摇 (xk+1) Tsk+1 臆 酌3[(xk) Tsk] 2

和摇 摇 摇 椰rpk+1椰 臆 r酌3
滋0

椰rp0椰
椰rpk椰2, 椰rdk+1椰 臆 r酌3

滋0

椰rd0椰
椰rdk椰2 . 阴

4摇 复杂性分析

由第 3 节已知 (xk) Tyk 有线性收敛速度(1 - 兹0) . 然而,式(22) 中 兹 k 的下界 兹0 包含常数

酌2,这个和问题的数据及 r 有关.
为便于分析算法的复杂性, 假设对于初始内点 (x0, y0, s0) 沂 N(琢, 滋0),存在某一(x*,

y*, s*) 沂 S 和 籽 逸1 满足

摇 摇 x* 臆 籽x0, s* 臆 籽s0 . (28)
如文献[16]定义衡量初始点可行性和最优性的指标 棕 f 和 棕 o:

摇 摇 棕 f = 棕 f(x0,y0,s0) =

{ {摇 摇 摇 摇 min max
椰x - x0椰肄

椰x0椰
,
椰s - s0椰肄

椰s0 }椰
Ax = b, ATy + s = }c , (29)

摇 摇 棕 o = 棕 o(x0,y0,s0) =

{ {摇 摇 摇 摇 min max (x**) Ts0

(x0) Ts0
,(x

0) Ts**

(x0) Ts0
, }1 (x**,y**,s**) 沂 }S , (30)

其中, 椰x椰肄 = {max | xi | , i 沂 }I .
下面的引理 12 给出了 棕 f 和 棕 o 的上界, 这与文献[16]引理 3. 4 关于线性规划的结果类似.
引理 12摇 {设 (x0,y0,s0 }) 由式(28)确定. 那么

摇 摇 棕 f 臆 籽 + 1, 棕 o 臆 籽 . (31)
证明摇 由式(28)和(29)有
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摇 摇 棕 f = { {min max
椰x - x0椰肄

椰x0椰
,
椰s - s0椰肄

椰s0 }椰
Ax = b, ATy + s = }c 臆

{摇 摇 摇 摇 max
| x*

ij - x0
ij |

椰x0椰
,
| s*ij - s0ij |

椰s0椰
, i 沂 I, j = 1,2,…, ni - }1 臆

{摇 摇 摇 摇 max
(籽 + 1) | x0

ij |
椰x0椰

,
(籽 + 1) | s0ij |

椰s0椰
, i 沂 I, j = 1,2,…, ni - }1 臆

摇 摇 摇 摇 籽 + 1,

摇 摇 棕 o = { {min max (x*) Ts0

(x0) Ts0
, (x0) Ts*

(x0) Ts0
, }1 (x*,y*,s*) 沂 }S 臆

{摇 摇 摇 摇 max (x*) Ts0

(x0) Ts0
,(x

0) Ts*

(x0) Ts0
, }1 臆 籽 . 阴

引理 13摇 {设 (xk,yk,sk }) 由算法 玉 产生 {, (x0,y0,s0 }) 由式(28)给出,则
{摇 摇 max 椰(Dk) -1驻xp椰,椰Dk驻sp }椰 臆 灼 r(xk) Tsk , (32)

其中

摇 摇 Dk = (Xk) 1 / 2(Sk) 1 / 2, (33)

摇 摇 灼 = 1
r

+ 棕 f(1 + 2棕 o)
1

1 - 琢
. (34)

引理 14摇 {设 (xk,yk,sk }) 由算法 玉 产生 {, (x0,y0,s0 }) 由式(28) 给出. 那么存在与 r
无关的常数 酌4 沂 (0,1], 使得

摇 摇 兹 k 逸
酌4

r . (35)

证明摇 由引理 12 和引理 13, 可得

摇 摇 椰驻Xp驻sp椰 = 椰驻Xp(Dk) -1Dk 驻sp椰 臆 椰(Dk) -1驻xp椰椰Dk驻sp椰 臆
摇 摇 摇 摇 r灼2(xk) Tsk 臆 r(灼*) 2(xk) Tsk, (36)

其中

摇 摇 灼* = 1 + (籽 + 1)(1 + 2籽) 1
1 - 琢

. (37)

所以,由前面的不等式,结合引理 5 得:

摇 摇 兹 k 逸 {min 1
2 , 琢

2(灼*) 2 r }2 .

考虑到 琢 = 1 / 8, 可得:

摇 摇 兹 k 逸
酌4

r ,

其中 酌4 = 1 / (4灼*) . 那么 兹 k = O(1 / r) . 阴
于是, 由引理 1 和引理 14 可得到算法玉的复杂性界.
定理 3摇 {设 (xk,yk,sk }) 由算法 玉 产生 {, (x0,y0,s0 }) 由式(28) 给出. 对于任意的 着

> 0, 算法最多在 O( rL) 次迭代后终止于点 (xk,yk,sk) 沂 S着, 其中 L = ln(着0 / 着),着0 =
{max (x0) Ts0,椰rp0椰, 椰rd0 }椰 .
特别地, 如果初始点 (x0,y0,s0) 可行,那么 棕 f = 0,灼 = 1 / r . 此时,

摇 摇 兹 k 逸 {min 1
2 , 1

8 }r = 1
8r . (38)
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所以, 算法玉最多在 O( r L) 次迭代后终止,(xk) T sk 臆 着, 其中

摇 摇 L = ln((x0) Ts0 / 着) . (39)

5摇 预估鄄校正算法域
采用 Euler 方向作为预估方向, 本节给出另一个预估鄄校正算法. 算法域与算法玉除了步

骤 2 的预估方向的选取不同之外都是相同的. 显然,两个算法产生的迭代点列具有相似的性

质. 下面仅给出算法域与算法玉一个不同的步骤(步骤 2)和两个相似的结论.
算法域
步骤 2(确定预估方向)摇 求解如下的方程组得到预估方向 (驻xp,驻yp,驻sp):

摇 摇 F忆(xk,yk,sk)
驻xp

驻yp

驻s

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

p

=
rpk
rdk

- 滋 k

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

e

,

即

摇 摇
A驻xp = rpk,

AT驻yp + 驻sp = rdk,

Sk驻xp + Xk驻sp = - 滋 ke

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(40)

引理 15摇 {设 (xk,yk,sk }) 由算法域产生. 则

摇 摇 兹 k 逸 啄2 以 {min 1
4 ,

琢 滋 k

2椰驻Xp驻sp }椰
. (41)

证明摇 对于 兹 沂 (0,1], 有

摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 =
摇 摇 摇 摇 椰Xksk + 兹( - 滋 ke) + 兹2驻Xp驻sp - (1 - 兹) 滋 ke椰 臆
摇 摇 摇 摇 椰Xksk - 滋 ke椰 + 兹2椰驻Xp驻sp椰 臆
摇 摇 摇 摇 琢 滋 k + 兹2椰驻Xp驻sp椰 .
对于所有的 兹 沂 (0,啄2], 有 兹 臆1 / 4 和 兹2椰驻Xp驻sp椰 臆 琢滋 k / 2. 那么,
摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 臆 (3 / 2)琢滋 k 臆2琢(1 - 兹)滋 k .

因此,由 兹 k 的定义可知 兹 k 逸 啄2 . 阴
由

摇 摇 椰X(兹)s(兹) - (1 - 兹)滋 ke椰 臆 琢 滋 k + 兹2 椰驻Xp驻sp椰 臆2琢 (1 - 兹)滋 k, (42)
可得一个对应式(42)的二次不等式:

摇 摇 1
琢 椰驻Xp驻sp / 滋 k椰兹2 + 2兹 - 1 臆 0.

这样, 存在 1 个正根

摇 摇 兹 + + = 1
1 + 1 + (1 / 琢)椰驻Xp驻sp / 滋 k椰

, (43)

使得当 兹 臆 兹 + + 时,式(42) 成立. 这表明在算法 域 中 兹 k 逸 兹 + + .
定理 4摇 对于任意的 着 > 0, 算法域最多在O( rL) 次迭代后终止于点(xk,yk,sk) 沂 S着,其

中,L = ln(着0 / 着),着0 = {max (x0) Ts0,椰rp0椰,椰rd0 }椰 .

505二阶锥规划两个新的预估鄄校正算法



6摇 数值实验结果

本节对提出的两个算法进行了一些数值实验,并比较了算法的数值效果. 数值实验是在

Windows XP 系统环境下,使用 MATLAB7. 5 编程运行的.
问题 1摇 问题取自文献[17]. 原问题(P)和对偶问题(D)的数据详见文献[17]. 可行初始

点的选取如下:
摇 摇 x0 = (x1;x2;x3;x4) 沂 K, s0 = (s1;s2;s3;s4) 沂 K, y0 = (0;0;0;0) 沂 R4,

其中, xi = si = (2;1;0;0) 沂 K 4, i = 1,2,3,4. 记 u0 =驻 (x0,y0,s0) .
在算法玉和算法域中选取不可行初始内点 z0:
摇 摇 z0 =驻 (x0,y0,s0) = (酌e,0,酌e),摇 摇 酌 > 0, e 沂 R16 .

比较文献[17], SeDuMi 1. 3 和算法玉、域的迭代次数 k 及计算机运行时间(单位:s),结果列

在表 1 中. 取 琢 = 0. 125, 祝 = 2, 着 = 10 -8 .
表 1摇 测试问题 1 的数值结果比较

Table 1摇 Numerical results of algorithms 玉 and 域 for test problem 1

algorithms

feasible initial

point u0

k t / s

infeasible initial point z0

酌 = 0. 5

k t / s

酌 = 1

k t / s

酌 = 3

k t / s

摇

k t / s

摇 摇 in[17] 39 /

摇 摇 SeDuMi 1. 3 10 0. 4

摇 摇 algorithm 玉 9 0. 078 1 15 0. 109 4 12 0. 109 4 10 0. 078 1

摇 摇 algorithm 域 / / 16 0. 125 0 13 0. 093 8 11 0. 109 4

表 2摇 4 个测试问题

Table 2摇 Four test problems

problems爷 name n m r structure of SOCs

摇 摇 摇 摇 nb 2 383 123 797 摇 摇 摇 摇 [4伊1, 793伊3]

摇 摇 摇 摇 nb鄄L1 3 176 915 1 590 摇 摇 摇 摇 [797伊1, 793伊3]

摇 摇 摇 摇 nb鄄L2 4 195 123 843 摇 摇 摇 摇 [4伊1,1伊1 677, 838伊3]

摇 摇 摇 摇 nb鄄L2鄄bessel 2 641 123 843 摇 摇 摇 摇 [4伊1,1伊123, 838伊3]

表 3摇 算法玉和算法域求解表 2 测试问题的数值结果

Table 3摇 Numerical results of algorithms 玉 and 域 for four test problems

test problems starting points
algorithms玉

k t / s

algorithms 域

k t / s

in [19]

k t / s

nb x = s = 0. 05e, y = 0 52 90. 453 1 52 91. 078 1

摇 摇 摇 摇 摇 摇 29 311. 2

nb鄄L1 x = 2e, y = 0, s = 0. 1e 55 109. 234 4 55 108. 484 4

摇 摇 摇 摇 摇 摇 87 158 7. 4

nb鄄L2 x = s = 0. 45e, y = 0 28 103. 625 0 28 103. 125 0

摇 摇 摇 摇 摇 摇 / /

nb鄄L2鄄bessel x = s = 0. 17e, y = 0 22 37. 093 8 22 37. 437 5

摇 摇 摇 摇 摇 摇 9 113. 7

摇 摇 在表 1 中,算法玉和算法域的最优值是 p* = d* = 10. 426 186 788. 这些结果以及最优解和
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文献[17] 上的一致. 另外, 因为 u0 埸 N(琢,5),当初始点为 u0 时,算法域不能求解. 从表 1 可

以看到文中提出的两个算法是有效的. 它们不仅能够求解初始点可行的情形, 而且能够求解

初始点不可行的情形. 对于可行初始点 u0,算法 玉 的迭代次数 k 比文献[17] 的少. 对于不可

行初始点 z0,当 酌 = 1 或 3 时, 这两个算法的数值效果也很好. 虽然它们的迭代次数比用 SeD鄄
duMi 1. 3 计算的要多,但是前者的运行时间比后者要少.

随后, 从文献[18]中选出 4 个关于天线问题的例子,相关数据列在表 2 中. 记号[4伊1,
793伊3]表示 K 包含 4 个 K1 和 793 个 K 3 . 表 3 中给出了算法玉和算法域对这 4 个测试问题的

数值实验结果,其中 e 在不同的问题里表示相应维数的向量. 取 琢 = 0. 125,祝 = 2,着 = 10 -4 . 测
试结果与文献[19]的相比较,可以看出文中提出的两个算法是有效的.
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Two New Predictor鄄Corrector Algorithms
for Second鄄Order Cone Programming

ZENG You鄄fang1,2,摇 BAI Yan鄄qin1,摇 JIAN Jin鄄bao2,摇 TANG Chun鄄ming2

(1. Department of Mathematics, Shanghai University, Shanghai 200444, P. R. China;
2. College of Mathematics and Information Science, Guangxi University,

Nanning 530004, P. R. China)

Abstract: Based on the ideas of infeasible interior鄄point methods and predictor鄄corrector algo鄄
rithms, two interior鄄point predictor鄄corrector algorithms for second鄄order cone programming
(SOCP) were presented. They use the Newton direction and the Euler direction as the predic鄄
tor directions, respectively. The corrector directions belong to the category of the Alizadeh鄄
Haeberly鄄Overton (AHO) directions. The two new algorithms were suitable to cases of feasible
and infeasible interior iterative points. A simpler neighborhood of central path for the SOCP
was proposed, which was the pivotal difference from other interior鄄point predictor鄄corrector al鄄
gorithms. Under some assumptions, the algorithms possess global, linear and quadratic conver鄄
gence. The complexity bound O( rln(着0 / 着)) was obtained, where r denotes the number of sec鄄
ond鄄order cones in SOCP problem. The numerical results show that the proposed algorithms
are effective.

Key words: second鄄order cone programming; infeasible interior鄄point algorithm; predictor鄄
corrector algorithm; global convergence; complexity analysis
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