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幂幂函数型曲线裂纹平面问题的一般解
*
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摘要:摇 通过构造一个新的、精确的和通用的保角映射,利用 Muskhelishvili 复势法研究了任意自然

数次幂的幂函数型曲线裂纹的平面弹性问题,给出了远处受单向拉伸载荷下裂纹尖端玉型和域型

应力强度因子的一般解. 当幂次取不同的自然数时,可以退化为若干已有的结果. 通过数值算例,
讨论了幂函数型曲线裂纹的系数、幂次及在 x 轴上的投影长度对玉型和域型应力强度因子的影响

规律.
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引摇 摇 言

在线弹性断裂力学研究方面,多数工作是针对直线裂纹[1]、孔洞[2]以及孔边裂纹[3鄄5] 等缺

陷问题进行的. 然而,实际工程结构中产生的裂纹往往是不规则、非直线型的. 因此,准确描述

曲线裂纹的断裂行为并给出其一般解是非常重要而又较难解决的问题. Chen[6] 利用奇异积分

方程法将宏观曲线裂纹分解为无数个斜率不同的短直线裂纹的叠加或积分,给出了受拉载荷

作用下抛物线型曲线裂纹尖端应力强度因子的数值解. 胡和赵[7] 采用 Stroh 公式和映射法研

究了沿抛物线分布的各向异性曲线裂纹问题,但实际求解时只能解决抛物线很平坦的情况. 魏
和董[8]利用保角映射和复变函数法,研究了轴对称抛物线型曲线裂纹的平面弹性问题,并给

出了裂纹尖端应力强度因子的解析解. 在此基础上,郭怀民等[9] 将轴对称曲线裂纹模型推广

到一些幂函数类曲线裂纹的情形,得到了这些曲线裂纹尖端应力强度因子的解析解. 但是,他
们的工作只针对幂次为 3,4,5,6 幂函数型曲线裂纹问题, 并且采用了 4 个不同且形式复杂的

保角映射, 重复计算才能得到每个幂函数型曲线裂纹尖端应力强度因子的解析解. 然而, 对

于更高次幂的幂函数型曲线裂纹情形, 相应的保角映射和应力强度因子都较难直接给出其结
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果.
本文构造一个简洁而通用的新保角映射,将物理平面上任意自然数次幂的幂函数型曲线

裂纹的外部区域映射到数学平面上的单位圆内部,利用 Muskhelishvili 复势法[2]给出任意自然

数次幂的幂函数型曲线裂纹尖端玉型和域型应力强度因子的一般解. 通过数值算例,进一步讨

论了幂函数型曲线裂纹的系数、幂次及在 x 轴上的投影长度对玉型和域型应力强度因子的影

响规律.

1摇 保 角 映 射

本文考虑幂函数型曲线裂纹的一般形式,即
摇 摇 y = cxn 摇 摇 (c 沂 R,n 沂 N, - a 臆 x 臆 a) . (1)
显然,文献[8鄄9]中考虑的曲线裂纹均是本文的特殊情形. 并且,当 n = 0,1 时,式(1)分别

对应于 Griffith 裂纹和斜直线裂纹,同时式(1)中的系数 c可正、可负、可为 0. 因此,这里考虑的

式(1)是幂函数型曲线裂纹的一般形式. 如图 1 所示,假设曲线裂纹在 x 轴上的投影长度为

2a,在无穷远处受均布拉应力 q,裂纹表面不受力作用. 当 n 为偶数时(图 1(a)),曲线关于 y轴
对称,并且系数 c > 0开口向上,c < 0开口向下. 当 n 为奇数时(图 1(b)),曲线关于原点对称,
并且系数 c > 0 位于第 1 和第 3 象限,c < 0 位于第 2 和第 4 象限. 为了解决这一类幂函数型曲

线裂纹问题,构造如下精确、简洁而通用的保角映射:

摇 摇 z = 棕(灼) = a
2 (灼 + 灼 -1) + ican

2n (灼 + 灼 -1) n . (2)

式(2)将 z平面上幂函数型曲线裂纹外部区域映射到 灼 平面上单位圆内部,其中 灼 平面上 灼 = 1
点对应于 z 平面上 z = a + ican 点,灼 = - 1 对应于 z 平面上 z = - a + ican ( - 1) n 点,灼 = 依 i 分别

对应于 z 平面上(0,0-)与(0,0+).

(a) y = cx2n(c 沂 R,n 沂 N) (b) y = cx2n+1(c 沂 R,n 沂 N)

图 1摇 无限大板中幂函数型曲线裂纹

Fig. 1摇 Power function curved cracks in an infinite plate

由文献[4,10]可知,只要确定 灼 平面上曲线裂纹问题的复应力函数 准(灼), 便可求得断裂

力学中最重要的物理量———应力强度因子. 为此,引入复应力强度因子[10]
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摇 摇 K = K玉 - iK域 = 2 2仔 lim
z寅z

{
1

z - z1 准忆( z }) . (3)

经保角映射后, 灼 平面上的复应力强度因子为

摇 摇 K = K玉 - iK域 = 2 2仔 lim
灼寅灼

{
1

棕(灼) - 棕(灼1)
准忆(灼)
棕 忆(灼 })

. (4)

2摇 一 般 解

当曲线裂纹在无穷远处受均布拉应力 q, 裂纹表面不受力作用时,应力函数为

摇 摇 准(灼) = q
4 棕(灼) + 准0(灼), 鬃(灼) = q

2 棕(灼) + 鬃0(灼), (5)

而解析函数 准0(灼) 和 鬃0(灼) 满足如下方程组[2,10]:

摇 摇 准0(灼) + 1
2仔i乙酌 棕(滓)

棕 忆(滓)

准忆
0(滓)
滓 - 灼 d滓 = 1

2仔i乙酌
f0

滓 - 灼 d滓, (6)

摇 摇 鬃0(灼) + 1
2仔i乙酌 棕(滓)

棕 忆(滓)
准忆

0(滓)
滓 - 灼 d滓 = 1

2仔i乙酌
f0

滓 - 灼 d滓, (7)

其中, 酌 代表单位圆周,且

摇 摇 f0 = - q
2 棕(灼) - q

2 棕(灼) . (8)

由式(2)得到下列各式:

摇 摇 棕(滓) = a
2 滓 + 1( )滓

+ ican

2n 滓 + 1( )滓
n
, (9)

摇 摇 棕(滓) = a
2 滓 + 1( )滓

- ican

2n 滓 + 1( )滓
n
, (10)

摇 摇 棕 忆(滓) = a
2 1 - 1

滓( )2 + incan

2n 滓 + 1( )滓
n-1

1 - 1
滓( )2 , (11)

摇 摇 棕 忆(滓) = a
2 (1 - 滓2) - incan

2n 滓 + 1( )滓
n-1

(1 - 滓2), (12)

摇 摇 棕(滓)
棕 忆(滓)

= (滓 + 1 / 滓)[2n-1 + ican-1(滓 + 1 / 滓) n-1]
(1 - 滓2)[2n-1 - incan-1(滓 + 1 / 滓) n-1]

, (13)

摇 摇 棕(滓)
棕 忆(滓)

= (滓 + 1 / 滓)[2n-1 - ican-1(滓 + 1 / 滓) n-1]
(1 - 1 / 滓2)[2n-1 + incan-1(滓 + 1 / 滓) n-1]

. (14)

由于 准0(灼) 和 鬃0(灼) 在 灼 < 1 内解析, 且在 灼 臆1 是连续的, 故 准0(灼) 和 鬃0(灼) 具有如

下形式:

摇 摇 准0(灼) = 移
肄

k = 1
琢 k灼 k, 鬃0(灼) = 移

肄

k = 1
茁 k灼 k . (15)

因此,式(6)左端积分中的被积函数

摇 摇 F1(灼) = (灼 + 1 / 灼)[2n-1 + ican-1(灼 + 1 / 灼) n-1]
(1 - 灼2)[2n-1 - incan-1(灼 + 1 / 灼) n-1]

准忆
0(灼) (16)

在单位圆外(即 | 灼 | > 1) 解析,根据无穷远处的 Cauchy 积分公式,得
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摇 摇 1
2仔i乙酌 棕(滓)

棕 忆(滓)

准忆
0(滓)
滓 - 灼 d滓 = 1

2仔i乙酌
F1(滓)
滓 - 灼 d滓 = F1(肄 ) = 0. (17)

故有

摇 摇 准0(灼) = 1
2仔i乙酌

f0
滓 - 灼 d滓 . (18)

而式(7)左端积分中的被积函数

摇 摇 F2(灼) = (灼 + 1 / 灼)[2n-1 - ican-1(灼 + 1 / 灼) n-1]
(1 - 1 / 灼2)[2n-1 + incan-1(灼 + 1 / 灼) n-1]

准忆
0(灼), (19)

在单位圆内(即 | 灼 | < 1) 解析,根据有限区域的 Cauchy 积分公式,得

摇 摇 1
2仔i乙酌 棕(滓)

棕 忆(滓)
准忆

0(滓)
滓 - 灼 d滓 = 1

2仔i乙酌
F2(滓)
滓 - 灼 d滓 = F2(灼) . (20)

因此,式(7)化为

摇 摇 鬃0(灼) = 1
2仔i乙酌

f0
滓 - 灼 d滓 - F2(灼) . (21)

将式(8)代入式(18)和(21),并利用 Cauchy 积分公式,得

摇 摇 准0(灼) = - qa
2 灼, (22)

摇 摇 鬃0(灼) = - qa
2 灼 - (灼 + 1 / 灼)[2n-1 - ican-1(灼 + 1 / 灼) n-1]

(1 - 1 / 灼2)[2n-1 + incan-1(灼 + 1 / 灼) n-1]
准忆

0(灼) . (23)

将式(22)代入式(5),并对 灼 求导,得

摇 摇 准忆(灼) = q
4 棕 忆(灼) + 准忆

0(灼) =

摇 摇 摇 摇 q
4

a
2 1 - 1

灼( )2 + incan

2n 灼 + 1( )灼
n-1

1 - 1
灼( )é

ë
êê

ù
û
úú2 - qa

2 . (24)

将式(2)的导函数和式(24)代入式(4),得到幂函数型曲线裂纹尖端的复应力强度因子为

摇 摇 K = K玉 - iK域 = q 仔a
1 + nican-1 . (25)

分离上式的实部和虚部,便可得到幂函数型曲线裂纹尖端玉型与域应力强度因子分别为

摇 摇 K玉 = q 仔a
2

1 + 1 + n2c2a2n-2

1 + n2c2a2n-2 , (26)

摇 摇 K域 = q 仔a
2

ncan-1

(1 + n2c2a2n-2)(1 + 1 + n2c2a2n-2 )
. (27)

3摇 特解讨论与数值算例

由于本文给出的幂函数型曲线裂纹构型具有一般性,故得到的解析表达式(25)是幂函数

型曲线裂纹的一般解. 在特殊情形下,可退化为已有的一些结果. 例如, 当 n = 0 时,式(25)退
化为 Griffith 裂纹受单向拉伸的应力强度因子[2]; 当 n = 1 时,式(25)退化为一条斜裂纹的结
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果,它等价于直线裂纹受单向斜拉伸作用下的解[10]; 当 n = 2 时, 幂函数型曲线裂纹退化为抛

物线型曲线裂纹的结果, 这与魏和董[8]给出的解析解完全一致; 当 n = 3,…,6 时, 式(25)退
化为郭怀民等[9]给出的结果. 此外, 对于 n 取更高次幂的曲线裂纹,相应的解均可从解析表达

式(25)得到. 因此, 本文给出的解析解(25)比已有文献给出的解更具一般性, 应用也将更为

广泛.
为了讨论幂函数型曲线裂纹的几何构型对玉型和域型无量纲应力强度因子的影响规律,

设定 K0 = q 仔a 和 K*
0 = q 仔·1 .

图 2摇 幂函数型裂纹的幂次对玉型 图 3摇 幂函数型裂纹的幂次对域型

无量纲应力强度因子的影响 无量纲应力强度因子的影响

Fig. 2摇 Effect of power for power function Fig. 3摇 Effect of power for power function

curved crack on the non鄄dimensional curved crack on the non鄄dimensional

SIFs for mode 玉 SIFs for mode 域

图 4摇 幂函数型裂纹在 x 轴上的投影长度对 图 5摇 幂函数型裂纹在 x 轴上的投影长度对

玉型无量纲应力强度因子的影响 域型无量纲应力强度因子的影响

Fig. 4摇 Effect of projected length for Fig. 5摇 Effect of projected length for

power function curved crack on the power function curved crack on the

non鄄dimensional SIFs for mode 玉 non鄄dimensional SIFs for mode 域

取幂函数型曲线裂纹的系数 c = 1,图2和图3分别显示了幂函数型裂纹的幂次 n(注:图中

仅对 n 沂 N 成立)对玉型和域型无量纲应力强度因子的影响. 从图 2 可知,当投影长度 a < 1
时,直裂纹的玉型无量纲应力强度因子最大,而抛物线型曲线裂纹的玉型无量纲应力强度因子

最小. 然后,随着幂次( n逸3) 的增加,幂函数型曲线裂纹的 玉 型无量纲应力强度因子逐渐增
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图 6摇 幂函数型裂纹的系数对玉型 图 7摇 幂函数型裂纹的系数对域型

无量纲应力强度因子的影响 无量纲应力强度因子的影响

Fig. 6摇 Effect of coefficient for power function Fig. 7摇 Effect of coefficient for power function

curved crack on the non鄄dimensional curved crack on the non鄄dimensional

SIFs for mode 玉 SIFs for mode 域

加. 但当投影长度 a 逸1 时,随着幂次的增加,幂函数型曲线裂纹的玉型无量纲应力强度因子

逐渐减小并趋向于 0. 而幂函数型曲线裂纹的域型无量纲应力强度因子(图 3)随幂次的增加

先增加达到最大值,然后逐渐减小.
以抛物线型曲线裂纹和 3 次幂函数型曲线裂纹为例,图 4 至图 7 给出了幂函数型曲线裂

纹在 x 轴上的投影长度和系数分别对玉型和域型无量纲应力强度因子的影响. 从图 4 可知,当
c 值一定时,随着投影长度的增加玉型无量纲应力强度因子先增加达到最大值后再减小,而 3
次幂函数型曲线裂纹要比抛物线型曲线裂纹减小得快. 从图 5 中发现,对于 3 次幂函数型曲线

裂纹,投影长度对域型无量纲应力强度因子的影响类似于玉型,但抛物线型曲线裂纹尖端的域
型无量纲应力强度因子随投影长度的增加始终增加. 从图 6 和图 7 可知,在给定的投影长度

下,系数 c 对玉型和域型无量纲应力强度因子的影响完全不同. 玉型无量纲应力强度因子随着

系数 c 绝对值的增加逐渐减小(图 6),当 c 寅0 时达到最大. 这表明幂函数型曲线裂纹的系数

越小时裂纹越容易扩展,换言之,幂函数型曲线裂纹越平坦裂纹越容易扩展. 而域型无量纲应

力强度因子随着系数 c的增大先增加然后减小(图7) . 但无论是玉型还是域型幂函数型曲线

裂纹,投影长度越大,系数 c 对应力强度因子的影响越大.

4摇 结摇 摇 论

本文通过构造一个简洁而通用的新保角映射,将物理平面上任意自然数次幂的幂函数型

曲线裂纹的外部区域映射到数学平面上的单位圆内部,利用 Muskhelishvili 复势法给出了任意

自然数次幂的幂函数型曲线裂纹尖端玉型和域型应力强度因子的一般解. 通过数值算例,讨论

了幂函数型曲线裂纹的系数、幂次及在 x 轴上的投影长度对玉型和域型应力强度因子的影响

规律. 最后,可得如下结论:
1) 在曲线系数给定情形下,当投影长度 a < 1 时,直裂纹的玉型无量纲应力强度因子最

大,而抛物线型曲线裂纹的玉型无量纲应力强度因子最小. 然后,随着幂次 (n逸3) 的增加,幂
函数型曲线裂纹的玉型无量纲应力强度因子逐渐增加. 但当投影长度 a 逸1 时,随着幂次的增
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加,幂函数型曲线裂纹的玉型无量纲应力强度因子逐渐减小并趋向于 0. 而幂函数型曲线裂纹

的域型无量纲应力强度因子随幂次的增加先增加达到最大值,然后逐渐减小.
2) 当曲线系数一定时,随着投影长度的增加玉型无量纲应力强度因子先增加达到最大值

后再减小,而 3 次幂函数型曲线裂纹要比抛物线型曲线裂纹减小得快. 对于 3 次幂函数型曲线

裂纹,投影长度对域型无量纲应力强度因子的影响类似于玉型,但抛物线型曲线裂纹尖端的域
型无量纲应力强度因子随投影长度的增加始终增加.

3) 在给定的投影长度下,曲线系数 c 对玉型和域型无量纲应力强度因子的影响完全不

同. 对于玉型曲线裂纹而言,幂函数型曲线裂纹越平坦裂纹越容易扩展. 而域型无量纲应力强

度因子随着系数 c 的增大先增加然后减小. 但无论是玉型还是域型幂函数型曲线裂纹,投影长

度越大,曲线系数对应力强度因子的影响越大.
本文所得结果可为工程材料断裂分析和结构设计提供重要的理论基础,同时,幂函数型曲

线裂纹模型将会在准晶、压电、磁电弹性等新材料中得到广泛的应用.
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General Solutions of Plane Problem for Power
Function Curved Cracks

GUO Jun鄄hong,摇 YUAN Ze鄄shuai,摇 LU Zi鄄xing
(Institute of Solid Mechanics, Beijing University of Aeronautics and

Astronautics, Beijing 100191, P. R. China)

Abstract: A new, exact and universal conformal mapping was proposed. Using the Muskhel鄄
ishvili爷 s complex potential method, the plane elasticity problem of power function curved
cracks with an arbitrary power of natural number was investigated and the general solutions of
stress intensity factors (SIFs) for mode 玉 and mode 域 at the crack tip were obtained under
the remotely uniform tensile loads. The present results can be reduced to the well鄄known solu鄄
tions when the power of power function is prescribed to different natural numbers. Numerical
examples are conducted to reveal the effects of opening orientation, opening size, power and
projected length along x鄄axis of the power function curved crack on the SIFs for mode玉and
mode域.

Key words: power function curved crack; conformal mapping; Muskhelishvili爷 s complex po鄄
tential method; SIFs; plane problem
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